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Introdugdo

Escoamento externo em uma placa plana (baixo Re)
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Regido viscosa € ampla e se extende a montante e para os lados.
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Introdugdo

Escoamento externo em uma placa plana (alto Re)
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Regido viscosa € muito delgada (camada limite):
) Rsi(;z =8=500"72U0"12x1/2 10’ < Rex < 10°  (laminar)
P ex
X ;’11/67 =6=0,1601/7U~1/7x0/7 Rey > 10° (turbulento)
€x

Re, 10* 10° 10° 107 10%

(3/) 1 0.050 0.016 0.005

(8/) > 0.022 0.016 0.011
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Introdugdo

Conceitos fundamentais

Podemos definir a camada limite como a regido do escoamento préximo a
uma parede, na qual os efeitos viscosos sdo aprecidveis.

Em um escoamento de alto nimero de Reynolds, podem ser identificadas
duas regides: uma regido externa, na qual o escoamento é aproximadamente
irrotacional, € uma regido muito préxima as paredes sélidas, na qual o
escoamento € rotacional (ou com efeitos viscosos, ou com vorticidade).

A viscosidade age através da condi¢@o de ndo escorregamento, difundindo o
momento (freando as particulas de fluido) em um efeito que compete com a
convecgdo de momento na dire¢do de movimento.

Do ponto de vista da vorticidade, uma particula inicialmente irrotacional (na
corrente livre) adquire vorticidade através do termo de difusdo v V2w na
equag@o de Helmholtz; a espessura § da camada limite em funcgdo da posicédo
fica determinada como um balancgo entre difusdo e convecgdo de vorticidade.
Se L é um comprimento caracteristico do corpo, resulta § < L.
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Equagdes da camada limite laminar

Equacionamento

Consideramos um escoamento bidimensional, estaciondrio, incompressivel e
sem for¢as de volume em uma parede plana (ou com uma curvatura
pequena).

Devido a diferenca de comprimentos caracteristicos na direcao de
movimento x e na dire¢do perpendicular y (de camada limite de espessura 9)
alguns termos podem ser desprezados nas equagdes de movimento.

Fazemos uma andlise de ordens de grandeza nas equa¢des de movimento.

Da equacio de continuidade:
Ou  Ov ou U ov v U
X

p— . . V é v
6 U

1)
wiay xS x

Como g < 1, resultav<un~U.
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Equagdes da camada limite laminar

Equacionamento

Da equacdo de N-S na direcdo x:
Ju n Ou 1 0p n 0 u n 0’u
- e TR el Mo
" Oxr  0y?

Ou lz ~ Ou Uv U? . Pu U U<6>2 . Pu U

u— VY ~ N A =
ox  x Ay ) X oxz  x2 &2

x 67)12,\}52

. 2 2 .. .
Daqui resulta % < gy’z‘. Como na camada limite os termos de inércia e

. ~ 2
viscosos tém a mesma ordem de grandeza, resulta U7 ~ Vv 5—Uz, da onde
0 ( v )1/2 1 5 (VX)1/2
—_~ _— = — :> ~ _
X Ux e, !/? U
onde Re, =

Ux
174
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Equagdes da camada limite laminar

Equacionamento

Da equacdo de N-S na direcdo y:
v v 1 dp (82\) 82v>
= V|5 + 55

“ox oy T ooy T ae o
v Uy VS ov v RS v v U (Y
Ox x xx 9y 46 x x| Oxr  x2 6 \x
oy U
oy 6% x

A equacido na dire¢do y é de uma ordem de grandeza menor que a equagdo

na dire¢do x; daqui resulta g—‘; < %, isto é, p = p (x).
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Equagdes da camada limite laminar

Equacionamento

As equagdes da camada limite resultam, finalmente:

%‘F@_O
ox Oy

ou Ou  ldp 0%u

" Ve T oa TVaR

Resultam duas equagdes com as incégnitas (u, v) onde devemos conhecer a
funcdo externa % para achar a solucao.

Conhecido o escoamento fora da camada limite, onde € irrotacional,
podemos aplicar a equagéo de Bernoulli:

| N dp dUu
p(x)—i—EpU (x)—const:>dx— pde
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Equagdes da camada limite laminar

Separacgao

A solugdo das equacdes da camada limite depende da fungao > que ligaa
camada limite com o escoamento externo irrotacional. Sem resolver as
equagdes, podemos obter informagdo preliminar acerca da forma do perfil de
velocidade. Na parede, u = v = 0 e podemos escrever a equagdo de
momento da camada limite como:

1 dp 0%u ldp 1 (07
0=—-L =—-=
p dx v <8y ) p dx + dy y=0

onde 7 = a ¢ a tensdo de cisalhamento. Daqui resultam:

<3u> _Tw.(32> _la
W)mg w0\ Ly podx

Na borda da camada limite (y = §) a velocidade € a da corrente livre, a
tensdo de cisalhamento é desprezivel e o perfil de velocidade ¢ suave,
resultando:

2
o-0-v (8) 0 (8) -4 (3)
/)= )5 b NOY ) s

¢
=
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s da camada limite laminar

Separacgao
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Equagdes da camada limite laminar

Separacgao

Para %p < 0 (gradiente favordvel de pressdo) o raio de curvatura néo troca de
sinal e ndo existe separagdo.

Para % = 0 o ponto de inflexdo (PI) se localiza na parede.

Para %” > 0 (gradiente desfavordvel de pressdo) o PI se desloca para o
interior da camada limite e o raio de curvatura troca de sinal. Enquanto
T, > 0 ndo existe separagao.

Para a condicdo 7, = 0 € definido o gradiente de pressdo critico (%) .
crit
Para %’ > (‘%) acontece a separacio da camada limite e a recirculagdo
crit
do escoamento. As aproximacdes feitas nas equagdes da camada limite ndo
sd0 mais validas.
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Equagdes da camada limite laminar

Separacgao




s da camada limite laminar

Separacgao
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Solugdo de Blasius

Solugdo de autosemelhanga

No seu doutorado, Paul Richard Henri Blasius (1908), estudante de Ludwig
Prandtl, resolveu a camada limite laminar para % =0:

%4‘@_0
ox Oy

com condi¢des de contorno u (x, y =0) =0,v(x,y=0)=0¢

u(x,y = o00) = Us.

O problema ndo possui nenhum comprimento caracteristico, de maneira que

podemos adimensionalizd-lo através de uma varidvel de autosemelhanca,

=)' ~ g
6(x)

Introduzindo uma fung&o corrente 1 (x, y) (componente z do potencial

vector) tal que u = 8—1” ev= _%b a equacdo de continuidade € satisfeita

fazendo 7~ = ¢ (1), onde n = y (5=

2vx

automaticamente.

EPUSP

15/24



Solugdo de Blasius

Solugdo de autosemelhanga

Escolhemos a func¢do corrente seguinte e calculamos os termos na equagao
de momento:

b= (2vxUs)"f (n)
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Solugdo de Blasius

Solugdo de autosemelhanga

@ — Uoof// (_l) _ _Uooﬂf//

Ox 2x 2x
au — f// T] UOO nf//
ay Oo y
@:U <f”'nnf”n+f“177>_U00772f///
0y* yy ¥ yy 2
Substituindo, obtemos:
1/2 )
7Uoof fl/+ ( 2 ) (nfl 7f) f//:V ! f///
X y y

f/l/ +ff// — 0

Transformamos uma EDP (segunda ordem em u, primeira ordem em v) em

uma EDO, aumentando a ordem (terceira ordem em f). As condi¢des de
contorno sdo: f/ (0) =0, (0) = 0,1 (n — o) = 1.
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olugdo de Blasius

Solucdo numérica

n fon o 70
00 o 00 oe9s0 10
o1 000235 0.04696 046956
02 000939 009391 046931
03 002113 0.14081 046861 v = f'rn}
04 003755 018761 046725 U
0s 005864 023423 046503
06 008439 028058 046173
07 011474 032653 045718
0.8 0.14967 037196 045119 0.6
09 018911 0.41672 044363 .
10 023209 046063 043438
I8} 028121 050354 042337
12 0.33366 054525 041057 0.4
13 039021 058559 039508 .
14 045072 0.62439 037969
15 051503 066147 036180
L6 058206 069670 0.34249
17 065130 072093 032195 02
18 072887 076106 0.30045
L9 0.80644 079000 027825
20 088680 081669 025567 a
105495 086330 021058
123153 0.90107 0.16756
141482 093060 0.12861
1.60328 095288 009511 12
179557 096905 006771 "
1.99058 098037 004637
3.4 218747 098797 003054
36 238550 0.99280 001933
38 2.58450 0.99594 001176
a0 278388 99777 0.00687
42 2.98355 0.99882 0.00386
a4 318338 099940 0.00208
a6 338320 0.99970 0.00108
48 358325 099986 0.00054
50 378323 099994 0.00026
52 398322 0999971 0.000119
54 418322 0999988 0.000052
56 438322 0999995 0000022
58 458322 0999998 0.000009
60 478322 0999999 0.000003
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Solugdo de Blasius

Comparagao com dados experimentais
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Solugdo de Blasius

Espessura da camada limite

Definindo a espessura da camada limite § como a posicao vertical onde
— =10,99 = f' (199), resulta da solugéio numérica 199 ~= 3, 6:

Uoo

2vx

x Re,lc/2 _Re,lc/2

Uma consequéncia importante da solugdo é que a componente vertical da
velocidade ndo se anula quando nos afastamos da placa. O aumento da
espessura da camada limite provoca um deslocamento das particulas na
direcdo vertical:

v nf' —f

Uy - 21/2 Re)]c/z

Para 7 — o0, lim,,,o (nf" — f) = 1, 2168; daqui resulta:
Voo _ 0,8604

Uso B Re)]/2
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Solugdo de Blasius

Tensao de cisalhamento

A tensio de cisalhamento resulta:

Ou Us 1/2 1 ) 21/2f//
T:/J/:pl/Uoo< ) HZiono
dy 2 Rey/?

2vx

Definindo o coeficiente de atrito de filme ¢ e sabendo que /" (0) = 0, 4696,
resulta:

o T _ 212¢7(0) 0,664
YT Rel? Rel/?

O coeficiente de arrasto resulta:

L
Jo Twdx 1/L
Cp=-0 """ —_ crdx =2c¢/ (L) =
P 1pULL L J ! (L) Re,l/2
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Espessura de deslocamento

Solugdo de Blasius
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Solugdo de Blasius

Espessura de deslocamento

Definimos a espessura de deslocamento §* (x) como a distincia vertical em
que ¢é deslocada uma linha de corrente devido a formagao da camada limite.
Se h (x) é a distancia vertical na corrente livre da particula que atinge a
borda da camada limite na posi¢ao x, resulta por defini¢do:

h(x)+0"(x) =0 (x)

Da conservacdo da massa, resulta:

§ 5
0 0 Uoo

Da solugdo de Blasius, resulta:

) /2 proe / ) 1/2
5*=<Uj> /O(I_f)d”:<uj> (n=1)lg”

6 22 [nog —f (00)] _ 1,7208

* Re)” ~ Re?
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Solugdo de Blasius

Espessura de momento

Definimos a espessura de momento 6 (x) como a distincia proporcional &
perda de fluxo de momento na camada limite. Considerando o mesmo
volume de controle que na espessura de deslocamento, temos:

) ) u
Uooh:/udy:h:/ —dy
0 0 Uso

Da defini¢do da espessura de momento:

2 62 2 b u * u u
U h= d U, 0=60=h-— — | dy= — (1 ——]d
2= [ o [laz) o= fa(i-5)e

Da solugdo de Blasius, resulta:
1/2
2ux 7199
9—<U> frA=f)dn
o0 0
0 B 21/2 f07799f/ (1 *f/) dn B 0, 664

X Re}/z B Re)]/2
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