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Interiores Estelares

= Nas dltimas aulas varios detalhes de espectros estelares foram discutidos:
— também os principios fisicos basicos por de traz da produgéo de linhas.
— a andlise desses dados permite que astronomos determinem algumas
quantidades relacionadas as camadas mais externas das estrelas como, p. ex.,
temperatura efetiva, luminosidade e composigao.

= No entanto, com algumas excegdes (observagao de neutrinos no Sol e
Supernova 1987A), nao ha observagdes diretas de regides centrais de estrelas.
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Determinando a estrutura interna das estrelas

= Modelos computacionais consistentes com as leis da fisica e que concordem com
dados observados.

= Maior parte da fundamentagdo tedrica de estrutura estelar foi desenvolvida antes
dos anos 1950.

m Somente depois dos anos 1960 foram criados computadores que conseguissem
produzir os célculos desses modelos.

m HOJE: A solugédo de problemas sobre o interior estelar precisa de mais detalhes
tedricos e entendimento dos processos fisicos no interior estelar combinados com
computadores ainda mais poderosos!
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Equacéo de Equilibrio Hidrostéatico

Toward

Fp, surface . .
Considere um cilindro de massa dm, de

altura dr e a area da base e topo igual a A.

A y Assumindo que as Unicas forgas atuando
v nesse cilindro sé@o a gravidade e pressao,
temos:

2

der
dm dr dm-—z =Fo+Fpit+Fpp (1)

Usando F=ma. Onde:

Fg < 0 é a forga gravitacional em direcéo

) ao centro da estrela e

Fp.: € Fp , s&0 as pressdes no topo e base
do cilindro, respectivamente.
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Equacéo de Equilibrio Hidrostéatico

£, ;fl‘l’rvajcrg = Fp; <0, Fpp>0
Fpt=—(Fpp+ dFp) 2
u y Substituindo (2) em (1), temos:
dm% =Fg—dFp 3)
dm dr Mas sabendo que:
Fy = —gMram 4
¥ Onde M; é a massa contida em uma esfera
deraior. E:
dFP:AdP—>PE§ (5)
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Equacéo de Equilibrio Hidrostéatico

3
Toward Substituindo as equacgdes (4) e (5) em (3):
Fp, surface )
M

am?l g ’dm _AdP  (6)

A ar?

v 1 Se o cilindro de gés tem densidade p,
entdo:

dm = pAdr (7)

onde Adr é o volume do cilindro.

g dr Substituindo (7) em (6):
a?r M, pAdr
pAdr e —G—5— —AdP (8)
\ Dividindo a equacéo (8) pelo volume do
cilindro, temos:
a?r Myp dP
Fpp rgE =" g (9)
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Equacéo de Equilibrio Hidrostéatico

. s . s ~
Se assumirmos que a estrela ¢ estatica, ou seja, com aceleragéo % =0, entéo:

Equacao de Equilibrio hidrostatico

dP M{p_ _GMr
ar 2 = PITI=

(10)

= Essa equagao indica que para uma estrela permanecer estatica, deve existir um
gradiente de pressao para contrabalancear a forga da gravidade.
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Exemplo

= Estime a pressao no centro do Sol considerando M, = 1My ,r =1Ry e

p=py =1410Kg m~3. Com a presséo na superficie igual a zero.

Resposta:

Usando a aproximagao % ~FPs=Pc _Pc com Ps — a pressdo na superficie da
r Rs—0 Ro

estrela, P — a pressao no centro da estrela e Rg — 0 raio na superficie da estrela.

Entéo:

- Mopg
Ro A2,

— Pc ~27%x 10" Nm~2 (11)
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Exemplo

Para valores mais acurados, devemos integrar a Equagao de Equilibrio Hidrostatico do
centro a superficie da estrela, levando-se em consideracao a variagao da massa M,
em cada ponto da estrela, junto com a variagdo de sua densidade com o raio

pr = p(r):

Pc Rc
dP = Pg = 7/ G0 g (12)
Ps Rs T
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Exemplo

Para um célculo mais rigoroso, um modelo estelar nos da uma presséo central no Sol
de aproximadamente 2.34 x 10" N m—2,

— Valor muito maior que o obtido com a aproximagao feita anteriormente.

— Isso ocorre devido ao aumento da densidade perto do centro do Sol.
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Equacéo de Conservagao de Massa

— Considerando novamente uma estrela
esférica e simétrica, com uma camada de
massa dM; e espessura dr, a uma
distancia r do centro.

— Com uma camada suficientemente fina
(dr < r).

— O volume dessa camada sera
aproximadamente dV = 4xr?dr. Se a
densidade local é p, entao:

Equacao de Conservagao de Massa

dM; = p(4xr?dr) — dx’ =4nr?p (13)
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Equacéo de Estado da Presséo

— Até esse ponto da aula nenhuma informagao sobre a origem da presséo foi dada.

— Para descrever a manifestagdo macroscoépica da interagéo de particulas é
necessario derivarmos a Equacao de Estado da Pressao do material.

— A equagao de estado relaciona a dependéncia da pressao com outros
parametros fundamentais do material (ex. volume, temperatua e etc.).
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Derivando a integral da pressao

: [ S
A 0\~
p;
‘ net /
S m
Ax
@) (b)

— Para determinarmos a pressao exercida
nas paredes do cilindro podemos examinar

o resultado do impacto de uma particula

individual em uma das paredes do cilindro.
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Considerando um cilindro de gas, com
particulas pontuais de massa m, de
comprimento Ax e com &rea de se¢ao
transversal igual a A. — As particulas
interagem somento através de colisdes
elasticas.

— Para uma coliséo elastica, o angulo de
reflexao deve ser igual ao angulo de
incidéncia. Ou seja, a mudanca de
momento da particula esta inteiramente na
direcdo x, normal a superficie.

26 de abril de 2017
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Derivando a integral da pressao

Se o intervalo de tempo entre colisdes é
At = 2%‘, entdo a forga média exercida

na parede do cilindro por um intervalo de
. N tempo é dada por:

Y
””””””” 7 2px Px Vx
A o\
g f=—="" 15
e —— 7 Al Ax o
\ 2 2 2 2
— b — Px X Vx, onde ve = vg + vy + vz e
@ ® v2 = V}? =vZ=v?/3sendoa
probabilidade do movimento da particula
—s Da segunda (f = ma = dp/di) e em cada direcao. Entdo se substituirmos
terceira leis de Newton, o impulso fAt na Px Vx por $pv, teremos a forga média por
parede do cilindro é dado por: particula de momento p:
-~ 1 pv
fAt = —Ap = 2pxi 14 f(p) = =— 16
P = 2px (14) (P) =3 Ax (16)
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Derivando a integral da pressao

Sabendo que o nimero de particulas com
momento entre p e p + dp é dado pela
expressao Npdp, entdo o nimero total de
particulas no cilindro sera:

Dividindo os dois lados da equagao (19)
pela area da parede A, teremos entdo a
pressdo P = F/A.

o = Podemos definir npdp como o
N = / Npdp (17) namero de particulas por unidade de
0 volume com momento entre p e p + dp.
A contribuicéo para a forga total, dF (p), de
todas as particulas nesse intervalo de N,
momento é dada por: = npdp = A—‘\’/dp — AV =AAx (20)

1 Np Substituindo (20) na expresséo anteior:
dF(p) = f(p)Npdp = §EPVdP (18)

Integrando em todos os valores possiveis Integral da pressao
de momento, a forga total exercida por

colisdes de particulas sera: {1 [oo
P = —/ nppvdp (21)
Fe 1 [Ty 19 ok
“3/ EPV P (19)
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Equacéo de Estado da Pressao para um Gas Ideal

Exercicio para casa: Derive a lei dos gases ideais (Pg = %kT) a partir da equagao

(21).
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Peso molecular médio
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Dada a massa média de um gés de
particulas m e a massa do hidrogénio

my = 1.673532499 x 1027 kg, definimos
0 peso molecular médio como:

(22)

=
Il
33

Ou seja, 0 peso molecular médio é massa
média de uma particula livre em um gas,
em unidades de massa do hidrogénio.

— O peso molecular médio depende da
composigao quimica do gés, tdo como do
estado de ionizacdo de cada espécie.

Marilia Carlos IAG-USP

Interiores Estelares

= Para um gas neutro:
iy — > NiA;
a== ]
SN

Onde N; é o nimero de atomos do tipo j e
Aj = m,-/mH.

(23)

= De forma similar, para o gas ionizado:

Z/ NjA/'
2N +z)

Onde 1 + z; leva em consideragéo o
ndcleo mais o nimero de elétrons livres
como resultado da ionizagdo de um atomo
do tipo j.

i = (24)
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Peso molecular médio

Em termos de fragdo de massa:
— Gas neutro:
1 1 1
—:X+7Y+<*>Z 25
” 4 i) (25)
<%> é a média ponderada de todos os elementos mais pesados que hélio.
n

— analogamente para o gés ionizado:

Al:2x+§v+<1+z>z (26)
Hi 4 A/

— X é a fragdo de massa do hidrogénio;
— Y é a fragdo de massa do hélio e
— Z é a fragdo de massa para todos os elementos mais pesados que o hélio.
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Energia Cinética Média por particula

Igualando a pressao do gas ideal com a equagao (21) para um gés de particulas
temos:

oo 1 oo
pl / nppvdp = — / mnyv2dv = nkT (27)
3 /o 3 /o

Onde p = mv e nydv = npdp (ndmero de particulas por unidade volume com
velocidades entre v e v + dv).
Reescrevendo a equagéo (23):

1 [ kT
7/ nyvdv = kT (28)
nJo m
Mas 1 [ n,v2dv = v2, entdo:
—  3KkT 1 —- 3
V2=" 5 —mv2= —KT 29
m 2 2 29

Assim, a energia cinética média de uma particula & %kT por grau de liberdade.
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Estatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein

— Existem certos ambientes estelares em que a aproximagao para um gas ideal ndo
pode ser feita (efeitos de mecanica quantica e relatividade sao ignorados na derivacéo
da lei do gas ideal). Por isso temos que considerar estatisitcas que levem isso em
conta:

Fermi-Dirac

= Considera o principio da incerteza de

Heisenberg e o principio de excluséo = Particulas que ndo obedecem o
de Pauli — quando aplicada em principio de exclusao de Pauli (ex. o
ambientes de densidade extrema (ex. fato da particula estar em um
anéa-branca ou estrela de néutrons) determinado estado de energia
obtemos equagéao de estado da aumenta a probabilidade de outras
pressao diferente de resultados particulas estarem no mesmo estado
obtidos quando usamos a distribuicao de energia).
de Maxwell-Boltzmann. m Boésons: fétons, glions e béson de

= Férmions: elétrons, prétons e Higgs.
néutrons.

— Para o limite de baixas velocidades e densidades, essas fungdes se tornam
indistinguiveis da distribui¢ao classica de Maxwell-Boltzmann.
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Contribuicao da Pressao de Radiagéao

Como fétons possuem momento
p~ = hv/c, eles sdo capazes de exercer

impulso em outras particulas durante a Entéo:
absorgéo ou reflexo. 1 oo 1
_ _ 4
Usando v = c e a identidade npdp = n, dv Prag = 3 /o Uy dv = §aT (81

na expressao (21), temos:
onde a é a constante de radiagao.

1 o0
Prag = 3 /0 hvn, dv (30) Logo, a pressao total é dada por:
— Para resolver a equagao (26) Pr = Py + Prag = PkT n T (32)
poderiamos usar a distribuicao de uwmy 3

Bose-Einstein para n, dv. Mas podemos
notar que u, dv = hvn, dv.
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