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Relagdes constitutivas

Relacgdo constitutiva para um fluido newtoniano

E a relacdio mais simples entre o tensores de estado de tensio e taxa
de deformacdo (Claude-Louis Navier, 1822; George Gabriel Stokes,
1845). Baseada em trés postulados:

H O fluido € continuo e o tensor de tensor de tensdes T € no
maximo uma fungdo linear do tensor taxa de deformacao e.
Corolério: ndo h4 efeito da translacdo ou rotacdo nem da histéria
pasada (histerese).

O fluido € isotrépico (propriedades independentes da direcdo) e,
portanto, a lei é independente dos eixos coordenados escolhidos
para descrevé-la. Coroldrio: os eixos principais dos tensores
relacionados sdo coincidentes.

Na auséncia de taxa de deformacdo, o estado de tensdo se reduz
ao estado hidrostaticoT = —p 1.




Relagdes constitutivas

Relacgdo constitutiva para um fluido newtoniano

Escolhendo os eixos principais x1, y1, 1 para estabelecer a relacdo
constitutiva. Nestes eixos, as matrices associadas aos tensores sao
diagonais, resultando das hipéteses:

Tii=-p+Crenn+Crenn+ Csess
Pela condicao de isotropia, as dire¢des perpendiculares a x; sdo

equivalentes, isto € C; = Cs, resultando dois coeficientes
independientes:

Ty =—p+(Ci—C)en + Ca(enn + e +e€33)
= —p+ K€ +C2(V-V)
onde k = C1 — C,. Analogamente para as outras componentes:
Ty =-p+ren+C(V-V)

T33=-p+re3+Cr(V-V)




Relagdes constitutivas

Relacgdo constitutiva para um fluido newtoniano

Fazemos uma transformacdo aos eixos x, y, z onde as matrices
associadas tem elementos extra-diagonais. Se 7 e €; sd30 as matrices
associadas aos eixos principais, enquanto 7 e € sdo as matrices
associadas aos eixos transformados, a transformacao resulta:

T=0"Ti-Q

e=0"-a-Q

Q: matriz de transformagédo
(cosenos diretores dos eixos
transformados colocados em
coluna).

L Lk H=hi+hi+hE
{Q} = my my m3 ’ D =m7 +mzj+m3‘k
ny

n n3 B=mT+nmj+mk




Relagdes constitutivas

Relacgdo constitutiva para um fluido newtoniano

A transformagdo para um elemento diagonal (por exemplo Ty, € €xy) €
um elemento extra-diagonal (por exemplo T, € €,, resulta:

Txx == l% Tll + m% T22 + I’l% T33
e = B ey +mi e +n? ez
Ty =11 LTy +mymyTo+ninyTs3

€y =l b ery +mymyexn +nyny €3

Substituindo as tensdes nas dire¢des principais e levando em conta as
relacdes:

T i=B+mi+nt=1

T-J=Lbh+mm+nn=0




Relagdes constitutivas

Relacgdo constitutiva para um fluido newtoniano

Ta=L[-p+ren+Co(V-V)+m}[—p+repn+Cy(V-V)
1} [—p+ ke + C (V- V)]
=—p (i +mi +n7) + & (5 er +mi ex + nj e33)
+C> (V- V) (i + m} +n7)
=—pt+rex+C(V-V)

Txy =L [—p—I—/—ﬁeu + C; (VV)] + mymy [—p+/€€22+C2 (V-V)]
+niny[-p+rezz+Cr (V-V))
=—p(lhilb+mymy+niny) + k(L Lern +mymyexn +ninyess)
+C (V-V) (L + mymy + nyny)

= K €yy




onstitutivas

Relacgdo constitutiva para um fluido newtoniano

Definindo kK =2 e C, = A, onde p € a viscosidade dindmicae \ é o
segundo coeficiente de viscosidade, resultam finalmente:
Too=-—p+2pex+A(V-V)

Tyw=-p+2pey+A(V-V)
To=-p+2uez+A(V-V)

Ty =2pey
Ty, =2 pey,
T =2pey

Em forma compacta:
Ty = [+ AT VG4 2 = Lo+ AT Vot (G4 5




Relagdes constitutivas

Pressdo mecanica e pressao termodindmica

Somando as tensdes normais, o invariante /; do tensor de tensoes

resulta:
L=-3p+2pu(ex+ey+ez)+3A(V V)
=-3p+Q2u+3X)(V-V)
Definindo a pressdo mecanica como p = —1—1, resulta:

p=p- (A+§u> (V-V)

A pressao mecanica ndo € igual a pressdo termodinamica. O termo
conflitivo tem a ver com escoamentos compressiveis (e irrelevante se
V -V = 0) e é objeto de controvérsia. Stokes iludiu o assunto

2
estabelecendo a condicdo p = p, isto é, A = —3 1, 0 que se conhece

como hipdtese de Stokes.




Conservagao do momento linear

Termo de for¢a de estado de tensdo

Devemos acresentar, na equacao de conservacdo do momento linear, o
termos de forca do estado de tensdo V - T':

V-T=V-A[-p+A(V-V)I+p (VV+VV)}
=-Vp+(V-V)VA+AV(V-V)+ (VV+VV).Vyp
+u V- (VV+ vV

Calculamos o tltimo termo utilizando a convengdo de sumatoria de
Einstein (quando um indice aparece duplicado, significa que deve ser
sumado em todos seus valores):

0 (Ow  Ow\ _Pu 9 (0u
. T = — - L = l y
V(v vili= 5, <8xj - axi) g "o <5’9>

= (V?V),+ [V (V- V)],
V- (VW+VV) =VV+V(V-V)

NDF
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Conservagao do momento linear

Termo de for¢a de estado de tensdo

Substituindo, obtemos:
V- T=-Vp+(V-V)VA+A+p)V(V-V)
+(VV+VV) - Vu+pu Vv
Em termos de operadores "genuinos", o laplaciano vectorial resulta:
VIV=V(V-V)=Vx(VxV)
A equagdo de conservacdo do momento linear resulta, finalmente:
DV oV

1
— =+ VV.V=—— G 2y
Dr 8t+v pr—l— +vV

+; (A + @) V(V-V)+ (V- V)VA+ (VV +VVT) - V]

A relacdo anterior mostra o acoplamento com a equagdo da energia,
através da massa especifica e o gradiente da viscosidade.




Equagdo de Navier-Stokes

Equacgdo de Navier-Stokes

Considerando a hipétesis de Stokes e viscosidade constante, resulta:
DV oV 1 1
=+ VV-V=—-Vp+G+vVV4+_vV(V-V
Dt ot * P prGtv + 37 ( )

Finalmente, considerando escoamento incompressivel, resulta a
equacdo de Navier-Stokes (N-S):

DV 9V 1

—— = 4+ VV.-V=—-Vp+G+vV?V

Dr ot + P p+G+v
A equacdo de N-S é de segunda ordem na velocidade e esta
desacoplada da equacdo da energia. Em coordenadas cartesianas, a

componente x resulta:

&—@%—u@%-v@—k @——l@+G
Dt Ot Ox ady Yo T p Ox *

Ly (Pu OPu O
ox2 9y 97

J. L. Balifio




Equagdo de Navier-Stokes

Condi¢des de contorno em interfase fluido-sélido

Em interfases fluido-sélido, desprezando efeitos de micro-escala
caracterizados por grandes nimeros de Knudsen (Kn = % <0,1,
onde / é o caminho livre médio das moléculas e L é o comprimento
caracteristico do problema), € costume supor a condi¢cdo de ndo

escorregamento.

V(rs, t) =V (1)

Se o sélido for permedvel (por exemplo, nos casos de suc¢io ou
injecao de fluido) ou se existir mudanga de fase (vaporizacao,
condensacdo, sublimacio, deposicao) se relaxa a componente normal
da velocidade, isto é, V,, (ry, t) # 0.




Equagdo de Navier-Stokes

Condig¢des de contorno em superficie livre (cinematica)

Para o caso de uma superficie livre ideal que exerce uma pressao
conhecida na interfase, caracterizada pela posi¢do z = 71 (x, y, t),
aplica-se a condicao cinemdtica de que as particulas na superficie
permanecem nela, isto é, a velocidade da particula na direcdo vertical
¢ igual ao deslocamento vertical acompanhando as particulas:

Dn
W(xv s 1y t) = Ft
/7
1 = 9n +u gl +v n
z=1n(xy,1) or " “ox T oy
>  Desprezando a inclinagdo da su-
g Yy perficie, resulta:
~ O

W(x’ Y, n, t) E




Equagdo de Navier-Stokes

Condig¢oes de contorno em superficie livre (normal)

A curvatura na interface estd relacionada com uma for¢a na direcdo
normal. Um balan¢o na dire¢do normal a interface resulta na equacdo
de Young-Laplace:

onde o € a tensdo superficial. Desprezando efeitos de tensao
superficial ou para grandes raios de curvatura, resulta p = p,,.




Equagdo de Navier-Stokes

Condi¢des de contorno em superficie entre fluidos

Considerando que a interfase tem inércia desprezivel e possibilidade
de variagdo da tensdo superficial ao longo da superficie (escoamento
de Marangoni), as condi¢des de contorno resultam:

Continuidade da velocidade:
Vi=V,

Balango na direcao tangencial:

do
do \ onde:
o+ Is ds

ds

Ts1 + T2 =

Ty = (Qii)i

T =— (71 4) ¥
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