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Descri¢ao do movimento

Descrigdo lagrangiana

Descrigdo lagrangiana: acompanhando as particulas ou sistemas de
particulas. As leis de conservacao estdo naturalmente enunciadas em
uma descric¢@o lagrangiana. Fung¢do incégnita: r (¢, rp), onde r é a
posicdo no tempo ¢ da particula que esteve em ry no tempo de
referéncia fy (usualmente fy = 0, a condi¢do inicial).

V(t,rg) = <(;:> (velocidade)
ro

’

trajetoria _ _|______- - ov 62"
,,/’— r (time ) (l(t, ro) = E ) = w
0 ro

o (time 7o)

(aceleragdo)
Para qualquer varidvel intensiva Y,
X = x (¢, ro). Para uma particula de
identidade fixa, a posicdo e o tempo
ndo sdo varidveis independentes:
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Descri¢ao do movimento

Descricao euleriana

Descri¢do euleriana: em termos de campo. Ndo estamos interessados
no que acontece com uma particula (pois existem muitas delas) senao
com o que acontece em uma determinada regido do escoamento.

Para qualquer varidvel intensiva y = x (r, t), onde a posi¢do r e o
tempo ¢ sdo varidveis independentes. Exemplos: massa especifica,
velocidade, pressdo, temperatura, tensor de tensoes, etc.

Notar que mantendo o tempo fixo, temos uma fotografia instantanea
de x em todo lugar.

Notar que mantendo a posicao fixa, temos a evolucdo temporal em um
ponto (medidor ideal de x).

Nenhum dos casos anteriores se corresponde com a descri¢io
lagrangiana. Para expressar variagdes temporais lagrangianas
(acompanhando as particulas) quando as variaveis estdo expressadas
como campos, devemos realizar operacdes matematicas.
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Descri¢ao do movimento

Tensor gradiente de velocidade

Consideremos um campo de velocidade V = V (r, 7). Se

V = (u,v,w)er=(x,y, z) adiferenca de velocidades entre duas
particulas infinitesimalmente préximas (afastadas em

dr = (dx, dy, dz) para um instante de tempo fixo resulta:

ov ov ov ov

Bx X + ay y + 8Z Z ar r
Em forma matricial:

o) a 0
du Ou; dx O o 575 o
dv | =|—|| av onde || =| & & &
8)6' ax. ox ay 0z
dw J dz J ow  dw  Ow
ox 9y Oz

ov
O operador VV = — € o tensor gradiente de velocidade.

or
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Descri¢ao do movimento

Derivada material

Para um campo escalar x (r, t) o diferencial pode ser escrito como:

B ) ) )
dy =X ar+ X Xgyy Xy

ot 0x Oy 0z
_ Ox ox ,  Ox
fEdt—kE-drfEdH—Vx‘dr

Se estabelecemos o vinculo dr = V dt, o diferencial € a variacdo na
direcdo da linha de corrente, resultando a derivada material ou

substancial, escrita como D.

Dt
aa—):dt—i-Vx-thé Dr = %—I—V %
O primeiro termo (ndo-nulo em escoamentos transientes) é conhecido
como derivada local, enquanto o segundo termo (ndo-nulo quando
existe uma variagdo espacial de x na dire¢do do vector velocidade) é
conhecido como derivada advectiva.

D
Dy = X
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Descri¢ao do movimento

Aceleracao

A aceleragdo resulta a derivada material do campo de velocidade:
DV 0V
=D o +Vv.v
O primeiro termo (ndo-nulo em escoamentos transientes) € conhecido
como aceleracdo local, enquanto o segundo termo (ndo-nulo quando
existe uma variacdo espacial da velocidade na dire¢do do vector
velocidade) é conhecido como aceleracdo convectiva. A aceleragio
convectiva introduz termos nio-lineares. E comum ver a notagéo
VV .V = (V-V)V,pois em coordenadas cartesianas:
ov ov ov

VVeu v
v u8x+v8y+W8z

A componente x da acelera¢do convectiva resulta:
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Descri¢ao do movimento

Tensor taxa de deformacao e vorticidade

O tensor gradiente de velocidade pode ser decomposto em uma
componente simétrica (tensor taxa de deformacao €) e anti-simétrica
(tensor de vorticidade w) :

! (Vv —vvT)

[\o}

VV = % (VV+vvTh) +
=€etw

Em coordenadas cartesianas:

1 (Ou; _ Ou; oy o
6ij:i aixj—i_é)ix, s {eib = e 6y e
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> movimento

Movimento geral

O movimento geral de uma particula de fluido é a superposi¢do de: a)

translacao; b) distorcdo e c) rotagao.

Jl' "
ou o
gy ot :
dy ”
f F
¥ ;." A o Time, ¢+ ot
| laf P
o '
v | # P
dy + 5 dy di 7, c
s
4 dv
s — % df
— udt AL o il L
; ax + 24 e it
Time, { dx
A rd
J/, vat
ay sah
450"
45
B = C . -
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Descri¢ao do movimento

Taxa de deformacgdo de cisalhamento

O ponto B foi para B’ em translag¢do. Os pontos A e C foram
respectivamente para A’ e C’. Os angulos de rotagio do eixo x no
sentido anti-horério e do eixo y no sentido hordrio (respectivamente
da e df) resultam:

ov
S dx dt
do = lim |arctan A = @d
di—0 dx + 9 dx dt Ox

Ju
Hdydt
dfB = lim |arctan ayai = @dt
dt—0 dy + a—; dydt dy

A variacdo especifica do comprimento diferencial dx na dire¢do do
eixo x resulta:

EPUSP
10/ 16




Descri¢ao do movimento

Taxa de deformacdo de cisalhamento e longitudinal

A taxa de deformacdo de cisalhamento é definida como a metade da
taxa com que o angulo entre os eixos v (inicialmente igual a 5)
diminui ao longo do tempo. Da figura, resulta:

1Dy 1 fda dB\ _ 1 (0w Ov) _
2D 2\ar “dr) " 2\oy Tox) ™

A taxa de deformacdo especifica longitudinal resulta:
1 D Ou

2 Dr (dx) = Iy = e
Desta maneira, os elementos extra-diagonais do tensor taxa de
deformacdo representam taxas de deformacdo angulares nos planos
correspondentes, enquanto os elementos diagonais representam taxas
de deformacdo especifica longitudinais ao longo dos eixos
correspondentes.
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A velocidade angular de rotacdo (2, na direcdo anti-horaria da
bissetriz BD (inicialmente com um angulo 7) resulta:

_1<da dﬁ) 1<av—au>:;(V><V)Z=—wxy

T2 \dt dr) 2\ ox dy
1 /0w v 1
x—2<ay—az>—2(vxv)x—_wyz
1 /0u Ow 1

Assim, a velocidade angular da particula resulta a metade do vector
vorticidade w =V x V:
1 1
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Descri¢ao do movimento

Propriedades do tensor taxa de deformacao

Pela propriedade de simetria:

m Existem trés invariantes do tensor taxa de deformacao:
I =extey+e =V -V

_ 2
I = €xx €yy + €yy €7 + €57 €xx — €y — Eyz — €y
I; = dete

m Existem trés eixos principais 1, 2 e 3, nos quais a matriz
associada é diagonal:

€11 0 0
fe=( 0 @ o
0 0 €33
I = €11 + e+ €33
b =ej1en+enesteern

I3 = €11 €2 €33
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Descri¢ao do movimento

Propriedades do tensor taxa de deformacao

Para um volume ¢V limitado pela superficie fechada JA, a derivada
material pode ser escrita como:

D
(5v>:/ V-ﬁdA:/ V.Vay
Dr SA 5V

Para 6V — 0, fw V -VdV — V- V§V, daonde resulta que o
divergente do campo de velocidade mede a taxa de dilatacio
volumétrica especifica da particula:

Como consequéncias, a rotacdo e a taxa de deformacdo angular ndo
contribuém a varia¢do do volume da particula. Alids, V - V = 0 para
particulas de volume constante (incompressiveis).
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Equagdo de continuidade

Equacdo de continuidade

Da equacio de conservacido da massa em forma integral para um
sistema de particulas:

/”dv+/ (Vi) dA = 0

Transformando o termo de fluxo com o teorema de Gauss e

substituindo:
/p(V-ﬁ)dA = / V- (pV)dV
A %

/‘}[Z—FV-(/)V)]CZV:O

Como o volume de integracdo € arbitrario, resulta a equagdo de
continuidade:
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Equagdo de continuidade

Equacdo de continuidade

Das identidades:
V-(pV)=pV-V+V.-Vp

dp _Dp
V-Vp=—
ot * - Dt
surge a forma alternativa:
p
— V-V=0
Di +p
1D
v.y__LDp
p Dt

A forma da equacgdo de continuidade é a mesma para qualquer sistema

no qual seja medida a velocidade (inercial ou ndo-inercial).
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