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1. Equacgoes diferenciais de equilibrio em coordenadas retangulares

Consideremos o solido deformavel indicado na Figura 1, submetido a acao de

forcas distribuidas no volume (as quais serdao denotadas pelo vetor I;) e por

forcas distribuidas em sua superficie (as quais serdo denotadas pelo vetor s).

Consideremos também um elemento infinitesimal retirado deste sdlido, com
faces paralelas aos planos coordenados do sistema de coordenadas cartesianas
Oxyz (no instante de tempo t em consideracao), o qual constitui um referencial
inercial, e desighemos por d o vetor aceleracdo absoluta do elemento (medida,

portanto, no mesmo referencial Oxyz) neste mesmo instante de tempo.
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Fig. 1. Sélido deformavel submetido a forc¢as distribuidas e
elemento infinitesimal retirado do mesmo.

A Figura 1 ilustra também os valores médios das forcas distribuidas nas
faces de orientacao positiva do elemento retirado do sélido. Aplicando a

22 lei de Newton ao movimento deste elemento, teremos:
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R=m.d Eq.(1)

-

onde R representa a resultante de todas as forcas externas aplicadas sobre
o elemento, englobando tanto as forcas distribuidas no volume (a exemplo
das forcas gravitacionais) quanto as forcas distribuidas na superficie do
elemento. Rescrevendo Eg.(1) na forma das trés equacdes escalares e

considerando que b= (bx, by, bz) equed = (ax, ay, az), teremos:

R, =m.a,
R, =m.a, Eq.(2)
R, =m.a,
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Designando por dx, dy e dz os comprimentos das faces do elemento
medidos, respectivamente ao longo dos eixos x, y e z, podemos considerar
as seguintes aproximacoes de 12 ordem para os valores médios das forcas

distribuidas nas faces de orientacao positiva do elemento:

 Paraaface de normal externan = é,:

, do,
Oy = 0, + M dx
0t
Ty = Tyy + a—fcy dx Eq.(3)
0Ty,

onde 0y, Txy € Ty, Ccorrespondem aos valores médios das forgas distribuidas na
face de orientacdo negativa do elemento (face de normal externann = —¢,).
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/ aO'y
oy =0y, + |5 dy Eq.(4)

Onde 1,4, 0y, € Ty, correspondem aos valores medios das forgas distribuidas na
face de orientacdo negativa do elemento (face de normal externa 1 = —éy).
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* Paraaface de normal externan = e,:

0t
Ty = Tyy + a;x dz
0t
Tyy = Ty + aZy dz Eq.(5)
, da,
o, =0, + e dz

Onde Ty, T4y € g, correspondem aos valores medios das forgas distribuidas na

face de orientacdo negativa do elemento (face de normal externan = —¢&,).
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Retomando a Eq.(2-a), teremos, entao:

(0, — o, )dydz + (le,x — Tyx)dde + (1, — T, )dxdy + b, dxdydz = £q.(6)
g.
= (udxdydz)a,
Onde u corresponde ao valor médio da massa especifica do material do sélido,

naquele dado instante de tempo, para o volume de dimensdes dx, dy, dz

considerado. Utilizando, agora, as aproximacoes de 12 ordem estabelecidas pelas

Eqgs.(3-5), vira:

aO'x aTyx asz
—= | dxdydz + 5y dydxdz + | — = |dzdxdy  q.(7)
+ b, dxdydz = (udxdydz)a,
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Dividindo todas as parcelas de Eq.(7) pelo volume do elemento dV = dxdydz e
levando ao limite para dx -0, dy—>0 e dz— 0 (de modo que as
aproximacOes de 12 ordem sejam suficientemente precisas), obteremos a
equacao diferencial do movimento segundo a direcao do eixo Ox:

02

u

Procedendo de forma analoga em relacao as duas outras direcdes, teremos:

* Equacao diferencial do movimento segundo a direcao do eixo Oy:

2

dt,, 00, 0T %
y y zy
+ 24+ 2 ip, =pu— Eq.(9)
ax oy oz v Hopz
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* Equacao diferencial do movimento segundo a direcao do eixo Oz:

0Ty, 0Ty, 0o, 2w
b, = u—
ox oy oz 7T Hoe

Eq.(10)

Onde (u, v, w) correspondem as componentes de deslocamento dos pontos do
solido segundo as direcoes dos eixos coordenados.

Para os casos em que as forcas de inércia, decorrentes da aceleracao do
elemento, forem despreziveis face as forcas distribuidas em suas faces teremos
as equacoes diferenciais de equilibrio do elemento dadas por:

25/09/2025

0oy 0Ty, 0T,y

+ +b,=0
ox 0y 0z x
0Ty, 00y, 0Ty
ax " ay | 8z ¥ q-(11)
0Ty, 0Ty, 00,
+ +—=+b, =0
0x dy 0z °
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E, ainda, se desconsiderarmos as forcas distribuidas no volume (face as forcas
distribuidas no contorno do sdélido e, consequentemente, das faces de
qgualquer elemento interno retirado dele), teremos as equacdes diferenciais de
equilibrio (em coordenadas cartesianas) na forma mais simples:

do, N 0Ty x N 0T, _ 0

dx dy 0z

0Ty, 00y, 0Ty

=0 Eq.(12
ox oy | oz 9.(12)
0Ty, 0Ty N do, _ 0
dx dy 0z

Para mais informacdes sobre o assunto, vide Timoshenko e Goodier [1].
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2. Equacgoes diferenciais de equilibrio em coordenadas cilindricas

Naturalmente, a aplicacdo da 22 lei de Newton para a descricao do
movimento do sistema de pontos materiais da secao anterior, também pode
ser feita em outros sistemas de coordenadas, que nao o sistema de
coordenadas cartesianas. A Fig.2 mostra as relacbes entre o sistema de
coordenadas retangulares e o sistema de coordenadas cilindricas, bem
como as bases associadas a cada sistema. Ja a Fig.3 ilustra as tensdes agindo

nas faces de um elemento infinitesimal em coordenadas cilindricas.
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X = rcosé
y = rsenf
Z =2z

r? =x?+ y?

6 = arctan (%)

Fig. 2. Sistema de coordenadas retangulares e sistema de

coordenadas cilindricas.

PME-3554 / Introducdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #12

14



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

_|_

'

Fig. 3. TensOes nas faces de um elemento infinitesimal em
coordenadas cilindricas [3].
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Mostra-se que as equacoes do movimento em coordenadas cilindricas ficam
dadas pelas seguintes equacdes escalares:

« Equacdo diferencial do movimento segundo a direc¢do radial (versor e,.):

do, 101y, 01, 0O, — 0Oy
_ = Eq.(13
0r+r 09+02+ r t by =par Ea(l3)

« Equacdo diferencial do movimento segundo a direcdo circunferencial (versor éy):

aTrg 1 00'9 aTZQ ZTrg
or +; a6 T 0z T r

+ bg = UQg Eq-(14)

« Equacdo diferencial do movimento segundo a direcdo longitudinal (versor e,):

0T 107 do, T
= agz +—Z+"+b, = ua, Eq.(15)
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Decorrem, naturalmente, de Eq.(13-15), as correspondentes equacdes de
equilibrio do sélido em coordenadas cilindricas, que ficam (vide, p.ex.,
Sokolnikoff [2]):

do, 101y, 071, 0O, — 0Oy
0r+r09+az+ r +br =0

aTrg + 1 00'9 ang ZTrg
or r 00 0z r

dt,., 101y, do, T,
or +r 00 +az+ r +b, =0

Para mais informacodes sobre o assunto, vide Timoshenko e Goodier [1].
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3. Equacgoes diferenciais de equilibrio em coordenadas esféricas

Consideremos, por fim, o caso em que se deseja obter as equacdes
diferenciais de movimento dos pontos do sdlido deformavel no sistema de
coordenadas esféricas. A Fig. 4 ilustra um elemento infinitesimal em
coordenadas esféricas.

\

Fig. 4. Elemento infinitesimal em coordenadas esféricas [4].
(Por Brews ohare - Obra do préprio, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5202136)
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A Fig.5 mostra as relacbes entre o sistema de coordenadas retangulares e o

sistema de coordenadas esféricas, bem como as bases associadas a cada sistema.

z | e, b=(¢.¢,¢e)

X = rsengcost

y = rsengpsenf

Z =T1CoSP
-

y

X

Fig. 5. Sistema de coordenadas retangulares e sistema de
coordenadas esféricas.
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A Fig.6 ilustra as tensdes agindo nas faces de um elemento infinitesimal em

coordenadas esféricas:

X

Fig. 6. TensOes nas faces de um elemento infinitesimal
em coordenadas esféricas.
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Neste caso, as equacodes diferenciais do movimento ficam na forma:

« Equacdo diferencial do movimento segundo a direcdo do versor e,.:

do, 107, 1 0Oty 20, — 0g — 0y + TyrCOtgQ

b, = Eq.(17
or r 0p rseng 00 r by = par Ea.l7)

* Equacao diferencial do movimento segundo a direcao do versor 5(,,:

0T 100 1 0t g, — 0 )cotge + 3T
re  2%% 9<p_|_(<p 6)cotge rQ

dor r dp rseng 00 r

+b, = pa, Ea.(18)

« Equacdo diferencial do movimento segundo a dire¢do do versor éy:

0T 107 1 Jdo 31,9 + 27T,,pCOt
r@_l__ (p@_l_ 9_|_ 0 @0 go

or r dp  rseng 00 r 6 = K
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Decorrem de Eq.(17-19), as correspondentes equacgdes de equilibrio do

elemento em coordenadas esféricas que ficam (vide, p.ex., Timoshenko e

Goodier [1] ou Sokolnikoff [2]):

do 107 1 0t 20, — 0g — 0, + T,.CcoOt
r 2% Hr_l_ r 6 @ Qr g¢+br —0 Eq.(20)
dr r dp rseng 00 r
0T 100 1 0t g, — 0g)cotgp + 3T
Lt X% n ( P 9) ge LA b(p -0 Eq.(21)
dr r dp rsengp 00 r
0T 107 1 OJdo 31,9 + 27T,,pCOt
AR A 0 26 T 000 I% | bg = 0 Eq.(22)
or r dp  rseng 00 r
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4. Equacgoes diferenciais de equilibrio em outros sistemas de coordenadas

Procedendo de forma analoga, podemos obter as equacdes diferenciais de
equilibrio em quaisquer outros sistemas de coordenadas, como em

coordenadas toroidais:

Z (X,y,Z) = (T; 01 QD)

(év.8,.8,) = (&.8s8,)
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...ou coordenadas helicoidais:

Fig.7. Elementos de um cabo umbilical (vide [5])
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