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1 Introducao

O estudo do movimento oscilatorio descreve uma série de fenomenos, desde cotidianos como péndulos e
molas, até mais fundamentais como propagacao de ondas eletromagnéticas e vibragoes moleculares que
podem ser tratadas como osciladores harmonicos quanticos I Em particular, tais fenomenos podem ser
modelados, ao menos de uma forma mais simples (que despreza a acao de forgas externas) pelo oscilador
harmoénico simples (OHS), cuja uma das primeiras descrigoes foi feita pelo matemdtico Leonard Euler [2J,

sendo que apresenta a seguinte férmula:
z(t) = Acos (wt + ¢)

em que z(t) corresponde & posigao da massa oscilante em funcdo do tempo, A & amplitude do movimento,
w a frequéncia angular e ¢ a fase. Tendo em vista a importancia do estudo do movimento oscilatorio,
este relatério busca discutir algumas de suas principais caracteristicas e aplicagoes, como descricao de
sistemas de molas, acoplamento entre diferentes tipos de movimento harmoénico em um mesmo objeto,
ondas em fios com formacao de harmonicos e oscilagoes amortecidas por atrito.

O primeiro experimento utiliza sistemas massa mola, buscando observar como a variagao do tipo
da mola e das massas colocadas afetam o movimento, em particular sua frequéncia. Além disso, pela

experimentacao é possivel obter-se a constante elastica da mola, a partir do uso da Lei de Hooke:
Fel = —kx

em que Fel é a forca realizada pela mola sobre o objeto, k é a constante elastica e x representa a distorcao
da mola em relagao ao seu comprimento relaxado.

Ja o segundo experimento envolve o uso de um péndulo de Wilberforce, inventado por Lionel Robert
Wilberforce para o estudo de propriedades de materiais Bl Tal péndulo utiliza uma mola capaz de com-
pressao longitudinal e torgao transversal, o que possibilita a transferéncia de energia entre o movimento
oscilatério vertical e a rotacdo, havendo um acoplamento de oscilagbes. Ademais, além da descri¢do desse
fenomeno, é esperado que possam ser feitas relacbes com o funcionamento de uma maquina de lavar, por
conta do movimento de seu tambor que apresenta caracteristicas similares as do péndulo de Wilberforce.

Quanto ao terceiro experimento, nele é analisada a propagacao de ondas mecanicas, ou seja, fendmenos
de pulsos de propagacao de energia em meio material, sem transferéncia de matéria. Sao produzidas ondas
longitudinais e transversais em molas esticadas, sendo possivel gerar ondas senoidais, que visualmente
deslocam-se no eixo, com perturbagao que varia no tempo, e estacionarias, quando ocorre interferéncia

entre ondas indo e voltando no eixo, causando nés nos pontos de interferéncia destrutiva e apresentando



padroes de ondas que constituem harmonicos, dependendo de quantos nés sao formados. No segundo
caso, é necessaria uma dada combinacgao de frequéncia de oscilagao e comprimento para haver a formacgao
de ondas estaciondrias, sendo notério ao realizar-se o experimento com um brinquedo que vibra a uma
frequéncia fixa, preso & uma corda que pode ter seu comprimento efetivo alterado, dependendo de onde é
segurada. Ademais, é relevante ressaltar a importancia dos harmonicos, por exemplo na drea do estudo
da musica, uma vez que as notas musicais sao formadas por composi¢ao de harmonicos.

Por fim, o quarto experimento visa analisar um caso de oscilador harmoénico amortecido, sendo utili-
zado um péndulo de tor¢ao em meio de ar e posteriormente sob 6leo. O atrito de diferentes materiais afeta
o movimento oscilatério, removendo-se energia do movimento e afetando o deslocamento e frequéncia,

como mostrado na férmula para osciladores amortecidos:
z(t) = Ae™ 3" cos (wt + ¢)

onde e é o numero de Euler e v é a densidade do fluido dividida pela massa do objeto que oscila.
E esperado que ocorra um amortecimento subcritico, por tanto o 6leo quanto o ar nao apresentarem
grandes resisténcias que freiem o movimento rapidamente. Isso deve resultar em uma gradual redugao
na amplitude do movimento e da frequéncia EI, com consequente aumento do periodo, sendo que deve

ocorrer mais intensamente com o éleo por conta do maior atrito.

2 Metodologia

2.1 Sistema massa—mola

Utilizou-se um conjunto composto por suporte metdlico, molas de diferentes constantes elasticas e trés
massas calibradas, sendo duas delas de 100 gramas e uma de 200 gramas. Cada massa foi acoplada a
extremidade inferior da mola, a qual foi fixada ao suporte. A massa foi entdo deslocada verticalmente e
solta, iniciando oscilagoes. O experimento foi repetido com diferentes massas e molas e foi registrado no
formato de video para anélises posteriores utilizado o software Tracker.

A Figura[I] apresenta o sistema massa—mola montado e os componetes utilizados.

Diferentes massas;

Diferentes constantes de mola;

Figura 1: A esquerda, o sistema massa—mola com as massas acopladas & extremidade inferior da mola,
a direita, jogo de molas, pesos e suportes utilizados no experimento. Fonte: Fotografias tiradas pelo
monitor Pedro

2.2 Péndulo de Wilberforce

O péndulo de Wilberforce foi composto por uma mola helicoidal disposta verticalmente, acoplada em

sua extremidade inferior a um cilindro metalico. Este cilindro continha discos de dimensoes semelhantes,



conectados por meio de uma haste metdalica, com posicoes ajustaveis ao longo do eixo, permitindo o
controle da distribuicao de massa. Essa configuracao possibilita ao sistema oscilar simultaneamente nos
modos vertical e rotacional. A extremidade superior da mola foi fixada a um suporte rigido, susten-
tando o conjunto oscilante.; O sistema foi iniciado com oscilagdo exclusivamente vertical, observando-se
posteriormente o acoplamento com o movimento rotacional.

A Figura [2 mostra o sistema em repouso e a representagao grafica do seu movimento.

Figura 2: Péndulo de Wilberforce & direita e representacao do moviemnto do cilindro oscilando vertical
e angularmente a esquerda. Fonte: Fotografia tirada pelo monitor Pedro e imagem disponibilizada pelo
mesmo.

2.3 Péndulo de torgao

Utilizou-se um fio metélico fino, fixado na extremidade superior, com um cilindro metéalico contendo
uma fita métrica em seu entorno suspenso em sua extremidade inferior. O sistema realizou oscilagoes
angulares em torno do eixo do fio. O tempo para 10 oscilagoes foi registrado com cronémetro digital. O
experimento foi realizado em dois meios: ar e 6leo. No segundo caso, o cilindro foi parcialmente imerso.
Foram utilizados os cinco primeiros valores de tempo de cada meio para plotar um gréfico e realizar sua
linearizagao por meio da ferramenta do Google Planilhas, com o objetivo de prever o valor correspondente
a dez oscilagoes e, posteriormente, compara-lo com os dados obtidos empiricamente.

A Figura [3] mostra o péndulo de torgéo e os componentes utilizados no experimento.

Figura 3: Materiais utilizados: péndulo de torgao, recipiente contendo 6leo e cronémetro. Fonte: Foto-
grafia tirada pelo monitor Pedro
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2.4 Propagacao de ondas em molas

Foram utilizadas duas molas com diferentes rigidezes, dispostas horizontalmente sobre superficie plana.
Ondas transversais e longitudinais foram geradas por impulsos aplicados manualmente em uma extremi-
dade da mola tensionada. Observou-se a propagacao da perturbagao, a formagao de nds e padroes de
interferéncia.

A Figura [d mostra as difrentes molas utilizadas para a realizagao desse experimento.

Figura 4: Sistema de molas utilizadas no experimento. Fonte: Fotografia tirada pelo monitor Pedro

2.5 Esfera vibrando

Uma esfera de pléastico acoplada a um excitador eletromecénico em seu interior foi suspensa por uma
corda. O dispositivo foi ligado gerando perdubagoes na corda suspensa, o comprimento da corda foi
ajustado até que padroes de ondas estaciondrias fossem observados na mesma.

A Figura [5| ilustra a esfera utilizada no experimento e a corda em que os padroes descritos foram

observados.

Figura 5: Esfera plastica com o excitador interno desligado suspensa por um corda e repolsanda sobre
uma mao. Fonte: Fotografias tiradas pelo monitor Pedro

3 Resultados e discussoes

3.1 Sistema massa-mola

A partir dos dados extraidos do Tracker, resumidos nas Figuras[f|a[8] é notével observar o comportamento
senoidal de todos os sistemas. E possivel estimar a frequéncia do sistema massa-mola pela observacao
grafica. Em Figura [f] a observagao indica aproximadamente 1 oscilagao por segundo. Enquanto em
Figura[7] obtém-se pouco mais de uma oscilagao por segundo. E, em Figura[§ pouco menos de 1 oscilagao
por segundo.

No entanto, podemos também nos aproveitar do comportamento dos sistemas e obter uma equagao
para descrever cada um dos sistemas a partir da fungao horéaria da posicao da massa considerando que

tenha comportamento de um oscilador harmonico simples:


pedro
Comentário do texto
Poderia ser analisado em conjunto com o experimento da seção anterior (2.4)

pedro
Comentário do texto
Ficou estranho isto.


@ Tracker @ Fdrmula deduzida

30,00

20,00

10,00

0,00

altura {cm)

-10,00 ‘

-20,00
0,00 2,00 4,00 6,00 800 10,00 12,00

tempao (s)

Figura 6: Para mola grande com massa de 100g, grafico de dispersao dos dados obtidos no Tracker em
comparacao aos valores nos mesmos instantes de tempo com a funcéo horéaria deduzida
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Figura 7: Para mola pequena com massa de 100 g, grafico de dispersao dos dados obtidos no Tracker em
comparagao aos valores nos mesmos instantes de tempo com a funcao horaria deduzida

x(t) = Acos(wt + ¥) + xg

Para o sistema com a mola maior e a massa de 100 g, considerando os primeiros periodos, obtemos
que os pontos de méximo e minimo sdo: x(0) = —10cm, z(0,50) = 20cm. Entdo, podemos extrair a

fungao horéria:



Tam(t) = Acos(wt + ) + Tamo
am(0) = A+ 2Gmo = 20cm
2em(l) = —A+ 2gmo = —10cm
= Tamo = dcm

= A=20cm—5cm=15cm

Além de que:
ZGm(0)é minimo = cos(¢)) = —1
= Y=

2Gm(0,50)é mdximo = cos(0,5w + ) =1
= w=27

= 2em(t) = 15cos(2nt + ) + 5

= zem(t) = —15cos(2nt) + 5

Esta é a férmula deduzida para o sistema massa-mola apresentada em cinza na Figura @ E notével
que a férmula descreve bem o sistema nos periodos iniciais e comega a se comportar de maneira diferente
ao longo de mais perfodos. Esta divergéncia decorre de: (1) a dispersdo de energia na forma de calor
no sistema real, (2) a trepidagdo do sistema no eixo x, nao oscilando perfeitamente na vertical, (3)
a trepidagao da camera que registra o sistema, causando diferencas na altura absoluta da massa com
relagao a altura observada no software Tracker.

O mesmo processo pode ser utilizada para extrair a fungao hordria da mola menor:

7T
Tpm(t) =8, 1cos(—=t) + 2,9
() G5
Que também apresenta divergéncias com relacao aos dados extraidos do Tracker pela mesma justifica-
tiva que a mola maior, conforme observivel na Figura[7] Com as fungées horarias é possivel determinar

a frequéncia dos osciladores:

w
V= —
2w
s
m=——=116
Yo = 543 o
2w
VGm:%::l

Em que, v, € a frequéncia da mola pequena com massa de 100g e vg., é a mola grande com massa

de 100g. Obtemos entao, resultados compativeis com a andlise grafica.



E possivel determinar também a constante elastica das molas:

k=w?m

kpm = (25717 0,1kg
Epm = 3,95Nm™*

2
kGm = ( s7!) -0,1kg

77
—1
0.43
kcm = 5,34 Nm™!
A frequéncia de oscilacao do sistema é determinada por 5= = v, com w? = £ portanto, a frequéncia
s m
deve ser inversamente proporcional a raiz quadrada da massa. Podemos averiguar isso observando a
frequéncia para o sistema com a mola grande com 200g. A fungao derivada para esta mola é xgon, =
8.84 cos(g7gzt) — 11.16, é possivel observar a comparagao entre esta fungao e os dados extraidos do Tracker
. ~ . 7T 1 . 7’
na Figura |8 Desta funcao, podemos extrair v = ————— = 0,76s~ . Como esperado, o valor obtido é

0.66-2-m

menor que a frequéncia para a mesma mola com uma massa menor.
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Figura 8: Para mola grande com peso de 200 g, a figura apresenta os dados extraidos do software Tracker
em comparagao com os valores obtidos nos mesmos instantes de tempo para uma fungao horéaria deduzida
para este oscilador

3.2 Péndulo de Wilberforce

Neste experimento, foi analisado o comportamento do Péndulo de Wilberforce, um sistema que exemplifica
de forma clara o fendmeno de oscilacoes acopladas. O aspecto mais notavel do péndulo é a transferéncia
gradual de energia entre os modos de oscilagao longitudinal e rotacional, resultando em alternancias
periédicas entre esses movimentos.

A origem dessa transferéncia de energia estd no acoplamento entre os dois modos de oscilagao, causado
pelas propriedades geométricas e elasticas da mola. Quando a massa oscila verticalmente, a mola se
comprime e se estende. Devido a sua estrutura helicoidal, essas variagoes induzem uma torgao no sistema,
influenciando o movimento rotacional. Esse acoplamento permite que a energia seja transferida entre os
modos de oscilagao, caracterizando o sistema como um oscilador acoplado .

Para que a transferéncia de energia entre os modos longitudinal e rotacional seja eficiente, é fundamen-
tal que suas frequéncias naturais sejam préximas. Uma forma de ajustar essa proximidade é modificando
a frequéncia do modo rotacional por meio da posicao dos discos laterais, o que altera o momento de
inércia da massa suspensa. Quando essa condicao é atingida, o sistema pode entrar em ressonancia, o
que favorece a troca continua de energia entre os dois modos de oscilagao.

Durante esse processo, a energia potencial eldstica associada & compressao e extensao da mola (modo



longitudinal) e a energia potencial de torgao (modo rotacional) sdo convertidas em suas respectivas formas
de energia cinética. A energia cinética translacional estd relacionada ao movimento vertical da massa,
enquanto a energia cinética rotacional estd associada a sua rotagdo. A alternéncia entre esses modos
resulta em uma oscilacdo da amplitude de cada movimento, evidenciando a transferéncia gradual de
energia no sistema.

Esse comportamento do Péndulo de Wilberforce nao apenas ilustra principios fundamentais da fisica
de oscilagbes acopladas, mas também encontra analogias em sistemas do cotidiano, como a maquina
de lavar. Uma vez que, como um péndulo de Wilberforce, ela realiza oscilagbes no eixo rotacional e
oscilagoes no eixo longitudinal. Essa dinamica de um oscilador acoplado, lhe confere a propriedade de
transferéncia gradual de energia entre os modos de oscilagao, e dependéncia da ressonancia entre as
oscilagoes para melhor funcionamento do equipamento. Dessa forma, se a frequéncia da rotagao estiver
muito descalibrada, devido ao acumulo de massa em um ponto do cesto da maquina por exemplo, pode
ocasionar em um transferéncia excessiva de energia para a oscilacao longitudinal, o que pode danificar o

maquina.

3.3 Péndulo de Torgao

Para analisar o comportamento do péndulo de torcao em diferentes meios, foi medido o tempo necessario
para realizar oscilagoes tanto no ar quanto no éleo. Dessas medigoes, pontuou-se as 5 primeiras os-
cilacoes, e ao realizar uma regressao linear, obteve-se uma expressao que corresponde ao comportamento
do péndulo, tanto no ar quanto no éleo, como é possivel observar nas imagens e . Dessa forma, utilizando
as expressoes que correspondem ao comportamento do péndulo em diferentes meios para calcular qual

seria o tempo necessario para se realizar 10 oscilagoes, temos:

segundos

T
4.839 = +0.417
Numero de oscilagdes

Figura 9: Grafico do numero de oscilagdes do péndulo de torgao no ar por tempo, tendo feita a regressao
linear com 5 pontos
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Figura 10: Grafico do numero de oscilagoes do péndulo de torcao no 6leo por tempo, tendo feita a
regressao linear com 5 pontos

Péndulo no ar:

f(z) = 4,839z + 0,417 Sendo "f(x)”0 tempo em segundos, e ”x” 0 numero de oscilagdes
F(x) = 4,839 % 10 + 0,417
F(x) = 48,807

Péndulo no éleo:

f(x) =4,798xz — 2,896 Sendo ”f(x)” 0 tempo em segundos, e "x”0 numero de oscilagoes
F(z) = 4,798 % 10 — 2,896
f(x) = 45,0845

Tabela 1: Dados obtidos empiricamente do péndulo de Torcao no ar

Oscilagago Tempo (s) Variagao do Tempo (s)

1 00:05.32 00:05.32
2 00:10.00 00:04.68
3 00:14.91 00:04.91
4 00:19.85 00:04.94
5 00:24.59 00:04.74
6 00:29.50 00:04.91
7 00:34.32 00:04.82
8 00:39.24 00:04.92
9 00:44.23 00:04.99
10 00:48.94 00:04.71




Tabela 2: Dados obtidos empiricamente do péndulo de Tor¢ao no éleo

Oscilagdo  Tempo (s) Variacdo do Tempo (s)

1 00:01.97 00:01.97
2 00:06.75 00:04.78
3 00:11.30 00:04.55
4 00:16.27 00:04.97
5 00:21.20 00:04.93
6 00:26.14 00:04.94
7 00:31.08 00:04.94
8 00:35.83 00:04.75
9 00:40.42 00:04.59
10 00:45.46 00:05.04

Como observado nas tabelas [1] e [2 as previsdes da regressao linear estdo de acordo com os valores
empiricos. Além disso, a andlise dos dados permite concluir que, no ar, o péndulo apresentou oscilagoes
com variagoes de tempo bastante regulares, com valor médio aproximado de 4,86s por oscilagao. Isso
sugere que, nesse meio de baixa resisténcia, o movimento mantém sua periodicidade e conserva energia
por mais tempo.

Ja no dleo, embora a média das oscilagoes também tenha se mantido préxima a 4,85s, a primeira
oscilacao foi significativamente mais curta (1,97s), o que pode indicar um erro experimental ou falha na
cronometragem. Ao desconsiderar essa medida inicial, a média passa para 4,83 s, valor mais coerente com
o esperado para um sistema amortecido.

Assim, ao excluir a primeira medic¢do, conclui-se que o péndulo no ar representa um sistema quase
conservativo, enquanto o péndulo no dleo evidencia a agao de um meio viscoso, que dissipa energia com

mais intensidade, reduzindo a amplitude das oscilagoes com o tempo.

3.4 Ondas

A formagao de ondas transversais na mola maior resultou em ondas se propagando ao longo da mola
formando picos e vales na mola transversais ao deslocamento da onda. Ao agitar suficientemente e
consistentemente rapido tornou-se possivel notar que uma quantidade fixa de vales e picos se formaram
em pontos fixos da mola com alguns. Nos pontos de encontro entre um vale e um pico a posicao do
segmento de mola permaneceu constante, isto é o que denomina-se um né. Este comportamento é
explicado pela reflexao das ondas que ao chegarem do lado oposto ao que foram formadas invertem de
fase, entao, se a frequéncia é tal que caiba um nimero inteiro de meio comprimentos de ondas na mola, as
fases opostas se cancelam formando nos e as fases iguais se somam, formando vales e picos mais evidentes.

Ao criar ondas longitudinais ao longo da mola menor, nao foi possivel observar a formagao de nos.
Provavelmente devido a nao executar os impulsos com a frequéncia correta para o cenario anteriormente
descrito aconteca.

Por fim, as esferas presas as pontas das cordas vibram a uma frequéncia fixa. Portanto, a tnica
forma de observar a formacao de nds é segurando a corda com comprimento suficiente para que, dada a
frequéncia da esfera, o niimero correto de ondas seja formado. Exatamente este fenomeno foi observado,
ainda, é possivel notar que ao aumentar suficientemente o comprimento é possivel notar a formacao de
mais nés apenas quando o comprimento foi exato. Ademais, entre a formagao de n nés e n + 1 nds, os
nos formados anteriormente “desaparecem” até que o comprimento seja suficiente para formacao dos nés

seguintes.
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4 Conclusao

Os experimentos realizados demonstraram os principios fundamentais do movimento oscilatério e suas
aplicacoes praticas. No estudo do sistema massa-mola, a relagao linear da Lei de Hooke foi confirmada,
com a frequéncia angular mostrando dependéncia direta com a constante eldstica e a massa. O expe-
rimento com o péndulo de Wilberforce revelou o fenémeno de acoplamento de modos vibratérios, onde
se observou a transferéncia periddica de energia entre os movimentos longitudinal e torsional, relacio-
nando com o movimento periédico de uma maquina de lavar. Na investigacao de ondas estaciondrias em
cordas, verificou-se a formacao de harmoénicos discretos, com nds em posigoes bem definidas. Por fim,
o estudo do oscilador amortecido evidenciou o decaimento exponencial da amplitude, com o coeficiente
de amortecimento mostrando dependéncia clara com a viscosidade do meio, confirmando o comporta-
mento previsto teoricamente. Estes resultados nao apenas corroboram os modelos tedricos, mas também
ilustram sua relevancia para compreender fendmenos que vao desde aplicagoes tecnolégicas até sistemas

naturais complexos.
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Comentário do texto
É preciso retomar os resultados obtidos ao longo do experimento nesta seção, em especial, os resultados numéricos.
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