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ECONOMETRIA

PROF. DR. DIOGO FERRAZ

Introdugéo

Era da Informagao

- Uma firma necessita de informag&o sobre a melhor maneira de fabricar seus produtos, em face da limitagao de
recursos e da tecnologia corrente;

- Um consumidor necessita de informagéo para decidir o que comprara, diante de um orgamento limitado;

- Um governo necessita de informagao sobre a sua sociedade e a comunidade global para melhor formular suas
leis e regulamentos, sujeitos as restrigdes constitucionais.

Para que os agentes trabalhem com eficiéncia, consideradas as restrigoes sobre as quais operam, deve haver um
fluxo continuo de informagéo. Mas de onde provém essa informagao?

Uma das fontes é a Teoria 6 ia, D

A Teoria Econémica nos proporciona uma base para identificarmos variaveis econémicas importantes, bem como a
compreens&o da alocagao de recursos e da determinagao de pregos em uma economia de mercado.
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Introdugéo

s

De onde provém informagdes como essas?
Teoria Econdmica

ii. Dados econdmicos observados (pregos, renda, consumo, oferta, aspectos sociais)

Desafio: Combinar teoria econémica com a informagéo fornecida pelos dados econémicos.

A é baseada no i de métodos
teorias, avaliar e implementar politicas de governo e de negdcios.

para estimar relagées econdmicas, testar

Econometria pode fazer a previsdo de importantes variaveis economicas (juros, inflagéo, PIB, etc.).
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Introdugéo

Exemplo 1.1: Para dos dados:

Disciplina Estatistica: usamos Medidas de Tendéncia Central e Medidas 40 320

de Disperso para analisar um conjunto de dados X e outro conjunto Y —

Estatistica Descritiva. 45 305
52 290

Os dados da Tabela abaixo se referem a informagées sobre a demanda 58 280

de um produto (Yi) e sobre o prego de venda (Xi): 65 275
70 270
85 250
90 245
100 230
120 210
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Introdugéo

c.

Para que essas informagdes sejam (teis na tomada de decisdes, precisamos saber mais sobre as relagoes entre

varidveis econémicas, para responder questdes do tipo:

i. Qual é o efeito de uma aumento no déficit no orgamento federal sobre o nivel da taxa de juros e sobre a
inflagao?

ii. Qual é o efeito das recentes fusdes e aquisicdes de firmas sobre os ganhos dos acionistas?

jii. Qual a relagao entre a quantidade de dinheiro (M1, por exemplo), e o nivel de atividade econdmica?

Se o0 Banco Central aumentar a taxa de desconto, isso causara uma estagnacéo com a inflagdo?

Se o governo estadual diminuir o nimero de alunos por sala de aula nas escolas da rede publica, havera aumento
do desempenho escolar?

Qual é o impacto, no nivel de investimento, de uma modificagéo do imposto sobre ganhos de capital?
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Econometria

O que é ia?

Econometria consiste na aplicagéo de métodos mateméticos e estatisticos a problemas de economia.
O econometrista combina conhecimentos de trés ramos cientificos:

1. Economia

2. Matemética e

3. Estatistica.

Aandlise de regresséo é o método mais importante da econometria
Quais sdo os objetivos da Econometria?
A produgao de afirmagdes economicas quantitativas que permitem explicar o comportamento de variaveis que ja

ou prever ainda ndo , ou ambos. Em outras palavras, podemos conhecer
os efeitos que algumas varidveis exercem, ou parecem exercer, sobre outras.
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Econometria @ Econometria @ Econometria

Tipo de Dados: 2° passo. 40 de um model 6 formal, que consiste em equagdes i que Alguns
varias relagdes
utiliza dados icos ndo Se estamos lidando, em particular, com o consumo (c) podemos estabelecer a sua relagdo com a renda (i)
Estes dados nao sdo por meio de de individuos, firmas ou da Genericamente, tais relagées funcionais podem ser representadas por: =)
economia.
Eles também sao dados ou dados , pois o ista € um coletor ¥ = (X0 Xo X X)) O que nos diz que o nivel de consumo é uma fungao, f(i), da renda.
passivo destes dados. R
Sobre um bem i um aute | Gol da podemos escrever (q9):

Passos na Andlise Econémica Empirica: Onde, . )

. - N - Y = variavel dependente; qt=f@ p*po i
Aandlise empirica usa dados para testar uma teoria ou estimar uma relagao. Xy (h=1, 2, 3., K) = representam as variéveis explanatérias (ou independentes).
1° passo: formulagéio cuidadosa da questao de interesse (problema de pesquisa). O que nos diz que a quantidade demandada de Gols, q¢, é fungao do prego p dos Gols, do prego dos carros

substitutos p, do prego de itens complementares (combustiveis) p, e do nivel de renda i.
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Econometria @ Modelo Matematico e Modelo Estatistico @

Outros de relagdes funcionais entre as variavei =

a) Crescimento da populagao de um pais (Y) em fungo dos anos (X); : Serd que podemos considerar que

b) Variagéo da producao (Y) obtida numa cultura conforme a quantidade de nitrogénio (X1), fosforo (X2) e potassio todas as varidaveis que afetam o
(X3), utilizada na adubagao;

¢) Variagdo do preco de um produto (Y) no mercado em fungéo da quantidade oferecida (X). Escola de Engenharia de Lorena saldrio estao contidas na equagao?

Ou ainda, por meio da Teoria do Capital Humano, a relagdo funcional entre salario e as variaveis explanatorias: L
MODELO MATEMATI E salério = fy + freduc + frexp + fsexo

saldrio = By + Byeduc + Byexp + Psexo

:
onte MODELO ESTATISTICO Ou s, oo v o obsoadas. Ex. sl g ande a

salario & a variavel dependente (y) pessoa vive; aptiddo inata; qualidade da educagao, efc.

Bo & 0 intercepto do modelo;

B+ € o nivel de escolaridade (anos médios de estudo); PROF. DR. DIOGO FERRAZ Na maior parte das vezes, a equagdo ndo possui todas as variaveis
B, & a experiéncia profissional; explicativas do modelo.
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Modelo Matematico e Modelo Estatistico

3° passo:a ista precisa o modela
4tico) em um modelo 2

Consideremos duas variaveis, X e Y, relacionadas por uma fungo
matematica Y = f(X). Dado um conjunto de valores X; (i = 1, 2, ..., n)
& os correspondentes valores de Y; = f(X), se colocarmos os pontos
(X, Y) em um grafico verificaremos que eles pertencem a curva que
representa o modelo matematico que relaciona as duas variaveis.

E comum, entretanto, que a varidvel dependente seja afetada por
outros fatores, além dos considerados no modelo adotado. Admitimos
que a variavel dependente sofra a influéncia de k + m varidveis, isto
é:

[Figura 1.1 = Modelo atico ¥, = fX) |

¥ = f(Xy, Xo, Xay oon Xio Kirr, Xiom)

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Modelo Matematico e Modelo Estatistico

Entao, par varios motivos (ndo ilic de valores, i il de do, para simplificar a
analise, etc.) ndo consideramos a influéncia das variaveis. Ao analisarmos Y como fungéo das k primeiras variaveis
permanece, entao, um residuo ou erro. Admitindo que esse ero seja aditivo, o modelo fica:

= f(X1i, X200 o X)) +ug com (i=1

Se apenas umas das varidveis independentes é considerada,
temos:
=00 +u S T
economico em um modelo
Neste caso, o conjunto de pares de valores (X,, ;) corresponde a estatistico.
um conjunto de pontos, dispersos em forno da curva
representativa da fungéo.

Figura 1.

Dizemos que as duas variaveis estao relacionadas de acordo com
um modelo estatistico.
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Modelo Matematico e Modelo Estatistico

Em casos reai existem tanto erros d 4o como efeitos de outras varidveis_Nestes casos, 0
erro residual do modelo ser& a soma desses dois tipos de erro.

Desde que existem erros de mensuragéo, & I6gico admitir que os valores das variaveis explanatorias também s&o
afetados.

Mas nesta etapa, admitiremos apenas um erro residual devido & existéncia de fatores néo incluidos no modelo e/
ou erros de mensuragdo apenas na variavel dependente.

Veja que o erro aleatério (u) ndo s6 responde por diversos fatores que afetam as variveis econdmicas, como
reflete a incerteza intrinseca na atividade economica.

De fato, lidar com o termo de erro (ou termo de a
andlise econométrica.

é, talvez, o mais i de qualquer
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Modelo Matematico e Modelo Estatistico

Ao abordar o papel dos modelos econdmicos e estatisticos, focalizamos as relagdes entre variaveis econémicas
observéveis, como pregos, consumo e investimento, e o desejo de obter informages sobre os correspondentes
é e no iveis como & produtos marginais

Alr 4o sobre esses ajuda-nos a entender as relagées econdmicas
basicas e coloca-nos em posigdo de discriminar entre hipoteses alternativas sobre como o mundo funciona
(teorias).

Ajuda-nos também a formular implicagoes de politica econdmica ou prever, e talvez controlar, os resultados de
variaveis econdmicas importantes.

A partir de uma amostra de dados coletados, cabe-nos delinear processos para utilizar tais informagdes para fins
de estimagao de parametros e inferéncia.
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Modelo Matematico e Modelo Estatistico

Outra i para existéncia do erro (u) em um modelo ¢ dada pelos erros d
variavel dependente. Se os verdadeiros valores (V;) da variavel dependente sdo uma fungdo matematica das
varidveis explanatérias, isto &,

Xi)

[ i Xair

e se os valores (Y) da variavel erros de do (u)) isto ¢,
Yi=Vituy

Arelagao entre Y;e 0s X (h = 1, 2,...k) fica

Yo = fXap Xair o X)) + i
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Modelo Matematico e Modelo Estatistico

4° passo: Inferéncia Estatistica.

Inferéncia significa a utilizagéo de informagdes contidas em uma amostra de dados para “inferir” algo sobre o
mundo real

A teoria istica permit usar nossa
modelos e i para seus
os resultados possiveis.

amostral para passarmos dos parametros tedricos nos
empiricos, fazendo afirmagdes probabilisticas sobre

Veja que trata-se de um conjunto completo de il teoria modelo i modelo
estatistico, informag@o da amostra e teoria estatistica.

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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TIPOS DE DADQS, 3
CAUSALIDADE E CORRELACAO
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Tipos de Dados

Lt

Corte ion) n.obs. salérioh  educ

1 310 " 2 1
Amostra de individuos, consumidores, empresas, cidades, 2 324 12 22 1
estados, paises ou uma variedade de outras unidades, tomada 3 3.00 9 2 0
em um determinado ponto no tempo. 4 G @ B 7
As vezes, os dados de todas as unidades nao correspondem & £ B ’ g
precisamente ao mesmo periodo. i 5‘A_5 ® B_ "_
Néo é possivel considerar que os dados foram obtidos por 525 11.56 14 10 0
amostragem aleatéria da populagéo. 526 350 6 & 1

527 1520 14 30 4

Ex.: Altura de indivi i salario e
caracteristicas de trabalhadores de um pais.

Conjunto de dados de corte transversal sobre salérios e
outras caracteristicas individuais (educ=anos de estudo;
Cross-section: i exper=anos de experiéncia; sexo=sexo do trabalhador, se

homen (0) ou mulher (1),
+ B Xy + P
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Tipos de Dados

Lt

Dados em painel {dado: i inais . obs. ci i desemp policia
1 1 1986 5 350 8.70 441
Consiste em uma série temporal para cada registro do | 2 1199 | 8 350 720 471
corte transversal do conjunto de dados. 3 2 1986 2 64 540 75
4 2 1990 1 65 5.50 76
Eles tsm como caracteristica essencial que as 5 S S0 | e 20 B 00 SEG0)

. p 6 3 1990 9 29 6.50 32
mesmas unidades do corte transversal (individuos, ) A : . ; > :
cidades, empresas, elc.) sa0 acompanhadas durante | 597 | 1a9 1085 | 20 300 1000 89
um determinado periodo. 298 | 149 1990 | 19 400 800 90

299 | 150 1986 | 26 500 1600 115
Ex.: Trajetoria de venda de uma mesma firma ao longo 300 150 1990 27 550 20.00 120
de um periodo de tempo. Nimero de homicidios em
uma cidade ao longo dos anos.

nimero de homicidios, pop = populagao local
taxa de desemprego, policia & a quantidade de
policiais na cidade para cada ano.

Dado em painel: it

Y, =B+ B Xy + B X, +uy,
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Causalidade e Correlagao

Lt

o busca inferir se uma variavel tem um efeito causal sobre outra varidvel

Encontrar simplesmente uma associagéo entre duas ou mais varidveis pode ser sugestivo, mas, a nao ser que se
possa uma raramente & convi

Neste aspecto, a nogdo ceteris paribus, ou seja,
desempenha um papel fundamental na andlise causal.

quando outros fatores (relevantes) permanecem iguais,

Exemplo 1: na analise de demanda do consumidor, e U6

do
p sobre a quantidade demandada,
enquanto todos os outros fatores (renda, precos de outros.
bens e gostos individuais) permanecem constantes.

Essa 6 uma questao ceferis paribus, e implica que todos
0s outros fatores sdo mantidos fixos, enquanto a pessoa
recebe um ano a mais de educagéo.

Se os demais fatores ndo permanecem constantes, ndo
poderemos conhecer o efeito causal de uma variagao do
prego sobre a quantidade demandada

A questéo fundamental é: foram mantidos fixos em nimero
suficiente outros fatores, para que se possa inferir a
causalidade?

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Tipos de Dados

Lt

Séries temporais: cobertura desemp
Consiste em observagées sobre uma variavel ou muitas variéveis ao 2 1951 021 207 16
longo do tempo (anuais, semanais, dirios, etc.). 5 | s G e e
Ex.: Retornos diérios do IBOVESPA, oferta de moeda, indice de B : : : :
pregos, produto interno bruto, entre outros. 37 1986 3.35 58.1 18.9
38 | 1987 335 582 168
Neste tipo de dados, o tempo & uma variével importante, pois eventos | a9 | 1088 337 584 167
passados podem influenciar eventos futuros. Desta forma, a
i bgii rvagd ite i 50 Conjunto de dados de série temporal para saldrio
importante. das fransmiteinformagdo  ECE ) e do covenura meda de

trabalhadores que recebem o beneficio (cobertura) e
Série temporal: t taxa de desemprego (desemp).

Bt BoXy + BX,

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Exercicio

Lt

Refiita...

Na equagéo de salarios:
salério = By + reduc + Byexp + Bzsexo

~
Como transformar este modelo econdmico em um modelo econométrico?
'
Quais variaveis estardo contidas no termo do erro (u)?
b @

Imagine outras equacdes e defina as variaveis observaveis e néo-observaveis do
modelo.

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Introdugéo Introdugéo

e Regressoes lineares (linhas refas) entre duas variéveis quantitativas sdo faceis de compreender e bastante

Objetivo: comuns.
Apresentar o método de Minimos Quadrados Ordinérios (MQO) para estimar parametros por meio da regressao
Escola de Engenharia de Lorena

linear simples.

Vocss j4 viram que a correlagdo mede a diregdo e a intensidade dessa relagao entre duas variaveis.

Uma reta de regressao também resume a relagéo entre duas variaveis, mas apenas em uma situagdo especifica:

) uando uma das varidveis ajuda a explicar ou a predizer a outra
Apés este 16pico, 0 aluno estard apto a: a g © P

a) Apresentar conceitos sobre regressao linear simples;
b) Apresentar o método de Minimos Quadrados Ordinarios (MQO);

X c) Estimar parametros;
REGRESSAO LINEAR SIMPLES O e oo o cn pchsion
e) Verificar a qualidade do ajuste da regress&o;
f) Construir intervalos de confianca.

O termo regresséo foi introduzido por Francis Galton (1822-1911). Ele estudou o fendmeno da hereditariedade e
mostrou que, quando casais altos ou baixos tém filhos, as alturas destes tendem a regredir, ou reverter para uma
altura média mais tipica.

Os modelos de regressao séo largamente utilizados em todas as areas do conhecimento, tais como: computagéo,
inistraga biologia, i, economia, saude, sociologia, efc.

PROF. DR. DIOGO FERRAZ
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Introdugéo

Introdugéo

Exemplos:
Consumo e renda;
Temperatura e press@o

Vendas e gastos com MKT.

Y X
(dependente) (independente)

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Supostamente possuem
alguma relagdo entre si.

@ Introdugéo

VARIAVEL VARIAVEL
INDEPENDENTE

DEPENDENTE

. quantitative. concentragsa intitativa, tamanho da
X erihanes. s pianta

i qualitativa, cor da fer.

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Deterministico: Cada elemento do dominio (x) se
relaciona com apenas um elemento da imagem (Y).

ReLsglo pETER TS

Estocastico: Para cada elemento do dominio (x)
existe uma distribuigdo de probabilidade para os
valores da imagem (Y).

28
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Introdugéo

Introdugéo

Dados n pares de valores de duas variaveis, Xi, Yi (com i =1, 2,...,n), se
admitirmos que Y é fungdo linear de X, podemos estabelecer uma
regressao linear simples, cujo modelo estatistico 6:

Y= Bt BoXi+

Introdugéo

0 que faz a Econometria?
Dada a equag&o:

O objetivo é estimar os parametros “beta” que se adequam melhor a uma amostra
deYeX.

Isso medira o ajuste existente entre essas duas variaveis.

Pode ser:
1. SIMPLES, quando apresenta apenas uma variavel explicativa, ou
2. MULTIPLA, quando tem duas ou mais variaveis explicativas.

O termo ALEATORIO ou ESTOCASTICO & utilizado para varidveis que podem
assumir quaisquer valores positivos ou negativos com dada probabilidade.

Prof. Dr. Diogo Ferraz

s
2 Jalor y
% s onde f; e f, sdo parametros, X € a variavel explanatéria e Y é a variavel ..
E dependente. 2
] O coeficiente angular da reta (5,) é também denominado coeficiente de
Fl regress&o. Al
O coeficiente linear da reta (f,) é também conhecido como termo '
constante da equagéo de regressao. S S P
Varldvel Independente : X
Obs.: a andlise de regressio também pode ser aplicada as relages
nao-lineares. Veremos adiante o caso das relagdes no-lineares
Prof. Dr. Diogo Ferraz Prof. Dr. Diogo Ferraz 2
Prof.Dr. Diogo Forraz
Introdugéo @ Introdugéo
X: anos de estudo Uma amostra ndo rep per

Y: salario

Exemplo para X=1 e Y=850:
422 + 456.(1)

=878
x v Y
[ 1 1850] Mas, ¥ # y pois 850 # 878
2 _]1500
3 [1570] Por este motivo, o modelo precisa levar em
4 12300 i a0 0 erro (u):
5 12730
u=v-y
u = 850 — 878
u=-28

Prof. Dr. Diogo Ferraz

y =422+ 456x

y =422 +456x +u

‘Anos de estudo

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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MODELO POPULACIONAL E
MODELO AMOSTRAL

PROF. DR. DIOGO FERRAZ
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Modelo Populacional e Modelo Amostral @

Do exemplo anterior, tinhamos um tamanho populacional igual a 5 (cinco observagées).

Encontramos que:

=422+456x; — Y =Fo+pix; Fungéo de regresséo populacional

Yi =422+ 456x; +u; —————  y; = By + fByx; +u; Modelo Populacional

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Modelo Populacional e Modelo Amostral

Entretanto, podemos ter uma populagao igual a 500 individuos
Amostra = 5 observagoes

V=4224456x, — V=f,+fy Funcdo de regressdo amostral

=422+ 456x;+1; —— ¥V =p,+px;+1; Modelo amostral

Prof. Dr. Diogo Ferraz 1

Yi = Bo+ Brxi +ui

Parametros populacionais

MODELO POPULACIONAL

MODELO AMOSTRAL

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Modelo Populacional e Modelo Amostral

V= fot+ fux+ iy

Estimativas

Residuo

37
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Modelo Populacional e Modelo Amostral @

Pressuposigoes do Modelo:

1) Arelagéo entre X e Y & linear.

1) Os valores de X séo fixos, isto &, X n&o é uma variavel aleatéria.
Iy Amédia do erro & nula, isto &, E( .
IV) Para um dado valor de X, a variancia do erro u é sempre 02, denominada variancia residual, isto é,

E@?) =0% ou ElY; - E(|X))? =02
Dizemos entao, que o erro é homocedastico ou que temos homocedasticia (do erro ou da variavel dependente).
V) O erro de uma observagao é ndo correlacionado com o erro em outra observagao, isto &, E(u,, u) = 0 para i #
V) Os erros tém distribuigao normal.

Combinando as pressuposicdes Ill, IV e VI, temos que u;~N(0, %)

Devemos, ainda, verificar se o nimero de observagdes disponiveis é maior do que o nimero de parametros da
equagao de regressao. Para ajustar uma regress&o linear simples ter, no minimo, 3 observagd

Prof. Dr. Diogo Ferraz 10
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ESTIMATIVA DOS PARAMETROS

PROF. DR. DIOGO FERRAZ
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Estimativa dos Parametros

O primeiro passo, na analise de
correspondem a n pontos num gréfico.

Obtemos, entao

a0, & obts
dessas estimativas serdo obtidos a partir de uma amostrs

er as

¥ =fo+ puxi

Em que f;, , ef, sdo, respectivamente, estimativas de E(Y;) = f, + f1x;

Prof. Dr. Diogo Ferraz

fue s dos para da
a de n pares de valores Xi, Yi (com i =1,

do. Os valores
2..., n), que

42



Estimativa dos Parametros

Para cada par de valores X;, Y,, podemos estabelecer o desvio:

w=Y-1

w =Y = Bo + frxi)

O método dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO) consiste
em adotar como estimativas dos parametros os valores que
minimizam a soma dos quadrados dos desvios.

Prof. br. Diogo Ferraz s

Estimativa dos Parametros

Temos o modelo econométrico:  y; = fo + i Xy +u;

Queremos minimizar a soma dos quadrados dos desvios u; = ¥;

Minimizar u; =Y,

Minimizar

Minimizar

Prof. Dr. Diogo Ferraz 44
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Simplificando, obtemos as
equagdes denominadas
Equagdes Normais de
Minimos Quadrados.

Prof. br. Diogo Ferraz s

Estimativa dos Parametros @

Desta forma, substituindo a equagéo anterior na segunda equagao, temos que:

=ixm *(Vfﬁli)in

2 ( xg_mzz)z xY; —nx¥
R gy < Zima it =AY
& £ p i Y, k- nw?

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Estimativa dos Parametros @
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Estimativa dos Parametros @

Apartir disso, podemos calcular a derivada parcial de cada parametro:

XL,
o

i(lﬁ = Bo = Brxi)

(Y = Bo = Brxi)

Prof. Dr. Diogo Ferraz a5
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Estimativa dos Parametros

Uma simplificagéo conveniente dos célculos ¢ obtida quando usamos a varidvel centrada.

Na rep Go grafica, isso
Nesse caso, 0 modelo estatistico fica:

a tomar a média da variavel X, como origem do eixo das abscissas.

Y = A+ pxi+u;

Representando por “a” a estimativa de minimos quadrados do parametro A, temos:

Yi=a+bx+uy

Prof. br. Diogo Ferraz s
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Estimativa dos Parametros

Em resumo, podemos representar as equagdes anteriores pelo modelo simplificado.

Centrando os valores na média, temos que ).

Desta forma, temos que:

p==2E=172
2
XX
Sendo que os valores de x, y e x* sao valores centrados pela média previamente.
Calculamos primeiro o b e, posteriormente, encontramos o valor de a.

Prof. Dr. Diogo Ferraz 4

Lt

Estimativa dos Parametros

Lt

Uma industria do setor metalmecénico esté analisando a relagéo entre o nimero de horas de funcionamento de
uma maquina (Xi) e a quantidade de pegas produzidas por turno (Yi). Para isso, foi coletada uma amostra com 10
observagbes em diferentes dias da semana, conforme a tabela a seguir:

Dicas resolugéo:

1° passo: Calcule o somatdrio de cada coluna (Xi e Yi)

2° passo: Calcule a média de cada coluna (Xi e Yi)

3° passo: Centre Xi e Yi pela média (subtraia cada valor (Xi ou Yi) de sua média);
4° passo: Com os valores centrados, calcule xy, X € y?

5° passo: Calcule o b.

6° passo: calcule 0 a.

7° passo: demonstre a equagdo estimada.

Prof. Dr. Diogo Ferraz 50
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SOMA DE QUADRADOS
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Soma de Quadrados

Aoutra relagédo que nos interessa é a seguinte:

Xy =Xe

‘Soma de Quadrados Total = Soma de Quadrados Residual + Soma de Quadrados Da Regressao

92 .
z Yi Eaparte que é explicada pela regresséo

z ef Esta é a parte ndo explicada pela regressao. Nem todos os pontos estdo sobre a reta de regressao.

Prof. Dr. Diogo Ferraz 5

Lt

Essa relagio mostra que a variaggo dos valores de y em torno da sua média pode ser dividida em duas partes:

Soma de Quadrados

Lt

Aoutra relagao que nos interessa ¢ a seguinte:

Soma de Quadrados Total = Soma de Quadrados Residual + Soma de Quadrados Da Regressédo

SQTotal=Y =¥ ¥* Y

n
S.QO.Regr.=b3 xv
S.O.Res.=S.0Total —S.O.Regr.

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Exemplo

Lt

Continuando com o Exemplo 1.0.

Use os dados da tabela abaixo para calcular a S.Q.Total, a S.Q.Residuo e a S.Q.Regress&o.
Dicas resolugéo:

1° passo: Na tabela com valores centrados (Exemplo 1.0) insira uma coluna com o
célculo do y?

2° passo: Encontre a Soma de Quadrados Total;

3° passo: Com os valores da tabela (Exemplo 1.0), entre 0 S.Q. Regressao;

4° passo: Encontrei o S.Q. Residuo por meio da subtragéo entre S.Q. Total e S.Q.

Regressao.

Prof. Dr. Diogo Ferraz s
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Analise da Variancia da Regressao @ Analise da Variancia da Regresséao @
. Na andlise de variancia da &0, i as somas de total, de regi o e residual os graus Outra forma de calcular é pela tabela abaixo. "
de liberdade, respectivamente. BT Passos:
RLS ser ‘serd igual
Os quadrados médios s&o obtidos dividindo as somas de quadrados pelos respectivos graus de liberdade. 1 Calculz O‘S_b‘lﬂ?fsskafﬂ os
. _ 5.Q. Regressio 5.0. Resfduo Causas de Graus de oma de Quadrados Médios graus de liberdade;
Escola de Engenharia de Lorena Q.M. Regressio === ""—— Q.M. Restduo = =="—"— variagia Liberdadegf” Quadradas 2. Calcule a Soma de
Regressio Al by xy by xy 532”2335“ Oda regressao
Se os erros tém distribuicdo normal, temos: . - ¢ . T -
A O.M.Regr. Resiauo B2 Ty 0T | B0 -bToltr-2) | 15 png s quacracos
ANALISE DO MODELO r=LLiesn : s Gvano s sma
Q.M Res. Total n=1 > ge ?;a(;ra:cs pelo grau
le liberdade
correspondente.
PROF. DR. DIOGO FERRAZ n éondmero de
Prof. Dr. Diogo Ferraz Prot. br. iogo Ferraz s
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Analise da Variancia da Regressao @ Analise da Variancia da Regressao @ Exemplo

it it it

Tuawia 1V — Distribuigio de F.Valor critico Fy tal que P(F > £ 0,05

= o g e e e e
Utilizando o F calculado (Featcutado) podemos compara-lo com um F tabelado (Feaperado). sendo que distribuigao de s s s w v e
F com 1 e n-2 graus de liberdade para a regresséao linear simples. 4

Continuando com o Exemplo 1.0.
Utilizando a Tabela de Distribuigao F
(no exemplo 2o lado, temos a tabela Use os dados da tabela abaixo para calcular os quadrados médios da regressao.
Aregra de rejeigdo &: de 5% de significancia

Dicas resolugéo:
Devemos encontrar
Featcutado > Frabelado N )
Feavetaao® — 11 = p; a%) 1° passo: Utilize a soma de quadrados para encontrar os quadrados médios ou;
Sendo que p — 1" se refere a
Desta forma, podemos afirmar que o modelo é i i ao nivel de significa desejado. coluna da tabela (na regressao
linear simples sera sempre a
primeira coluna);

2° passo: utiize a tabela do slide anterior para encontrar os quadrados médios;

E, “n—p" se refere ao nimero da
linha na coluna selecionada.

G
Fonse: Christ {1966, p. £70) ¢ Pimeatel Gomes (196€, p. 406 407).

Prof. Dr. Diogo Ferraz Prof. Dr. Diogo Ferraz S0 Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Thoria IV Distribuigso de F. Valor riicn  1al que P(F > 10,05

Exemplo @

PR

[ T——
s do &

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Exemplo
Causas de Graus de Soma de e
variacdo Liberdade Quadrados Quadrados Médios
Regressao 1 bz xy bz Xy
Residuo n-2 (Z -5y x)/(n—2)
Total n=1
Prot. . Diogo Ferraz
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Coeficiente de Determinagao (R?)

s
Por meio da soma de quadrados, obtém-se o coeficiente de determinagao, definido por:

S.Q.Regressio _ z Vi

SQ.Total >y

o de 5o indica a proporgéo da variagdo de y que é explicada pela regresséo.
Note que 02 <1
Se estamos interessados em estimar os valores de Y a partir dos valores de X, a regressao sera tanto mais Gt

quanto mais proximo de um estiver o valor de r%.

Prof. Dr. Diogo Ferraz o

Coeficiente de Determinacgéo (R?)

Lt

Podemos verificar que:

ou 2o 5.Q.Regressao
S.Q.Total

S.0.Res.= S.0Total - S.Q.Regr.

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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COEFICIENTE DE
DETERMINACAO

PROF. DR. DIOGO FERRAZ
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Coeficiente de Determinagao (R?)

Lt

R é a razdo entre a variagdo explicada e a variagao total;

E interpretado como a fragao da variaggo amostral em que y é explicado por x;

Quando i oR?, por 100 para a-lo em

Se todos os pontos dos dados estiverem sobre a mesma reta, MQO fomece um ajuste perfeito aos dados (R*=1 ou
100%);

R?=0 indica um ajuste ruim da reta de MQO;

Entretanto, um R? baixo ainda pode apresentar resultados interessantes para a relagdo ceteris paribus
(discutiremos isso em Regressao Linear Maltipla).

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Exemplo @ Hipoteses do Modelo @

E E L -
Continuando com o Exemplo 1.0 e posteriores... ”

Vamos analisar as propriedades de estimagao do MQO.

Use os dados da tabela abaixo para calcular o R2 ] Por meio do modelo i as isti da de MQO.

Primeiro, precisamos estabelecer a inexisténcia de viés do método MQO sob um conjunto simples de hipoteses da
Dicas resolugdo (duas formas de resolugéo): ESCDEE de Engenharia dE LOIEHE Regressao Linear Simples (RLS).

HIPOTESES DO MODELO
TEOREMA DE GAUSS-MARKOV

PROF. DR. DIOGO FERRAZ

1° passo: utiize os valores da Soma de Quadrados para encontrar o r%

Prof. br. Diogo Ferraz &

Prof. Dr. Diogo Ferraz
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Hipoteses do Modelo @ Hipoteses do Modelo @ Hipoteses do Modelo @

bt bt bt
Para especificar o modelo populacional, y, x e u sdo vistos como variaveis aleatorias. Variagdo amostral em x; como hipdtese. Afim de obter estimadores nao viesados, precisamos impor a hiptese de média condicional zero.

Para uma amostra aleatéria, temos que: E(u;lx;) = 0
Por isso, podemos escrever em termos de amostra aleatéria:

Yi=Bo+bixity i=12..,n

i pode ser: pessoa i, cidade i, pais i, empresa i, etc.

Prof. br. Diogo Ferraz o
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Hipdteses do Modelo

s
Em geral, a inexisténcia de viés nao é vélida quando uma das quatro hipéteses é violada.

E importante pensar na veracidade destas hipoteses antes de aplicar MQO em um caso particular.

Atengéo deve ser dada para a Hiptese RLS 4. A possibilidade de que x seja correlacionado com u é quase
sempre uma preocupagdo na andlise de regressao linear simples.

Usar regressao linear simples quando u contém fatores que afetam y e que também estao correlacionados com x
pode resultar em correlacdo espuria.

Correlagao espiria significa achar uma relagao entre y e x que se deve, na verdade, a outros fatores que afetam
y e que também estdo correlacionados com x.

Prof. br. Diogo Ferraz 7

Hipoteses do Modelo

Lt

E importante sabermos quao distante, em média, podemos esperar que 3, esteja distante de f;
Isso permite escolher o melhor estimados entre todos os estimadores n&o viesados.

Amedida de dispersao da distribuigdo de f; com a qual é mais facil trabalhar & a variancia, ou sua raiz quadrada, o
desvio padréo.

A variancia dos estimadores de MQO pode ser calculada sob as Hipoteses RLS 1 a RLS 4. Entretanto, vamos
adicionar uma hipétese que é tradicional na analise de corte transversal.

Prof. Dr. Diogo Ferraz 7
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ANALISANDO OS PARAMETROS
DO MODELO

PROF. DR. DIOGO FERRAZ
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Estimagao da Variancia do Erro @

Lt

Para calcular a variancia dos parametros, precisaremos saber a varidncia do erro a2
Entretanto, é muito raro sabermos esta medida, pois desconhecemos as informagées do erro.

Uma solugéo é utiizarmos a variancia dos residuos, que chamaremos de s

Sendo assim, podemos definir o s? como:

Onde:

s? € a variancia do residuo da equagéo estimada;
n é o numero de observagdes da amostra;

p € o nimero de parametros da regressao linear.

Prof. Dr. Diogo Ferraz ”
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Hipdteses do Modelo
75
Estimagao da Variancia dos Parametros @

Desta forma, podemos calcular a variéncia dos parametros do modelo, sendo:

As i ivas s@o obtidas

i’(b) =s57(b)

As estimativas dos desvios padrées s(a) e s(b) s&o obtidas extraindo a raiz quadrada das respectivas estimativas
de variéncia.

Prof. br. Diogo Ferraz 3
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Exemplo

s
Utilizando os dados do Exemplo 1.0 (tabela abaixo), calcule a variancia de a e b,

Dicas resolugéo:

1° passo: calcule o s

2° passo: utilize a formula da variancia de b para o calculo;

3° passo: utilize a férmula da variancia de a para o célculo.

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Exemplo

Lt

Utilizando os dados do Exemplo 1.0 (tabela abaixo), calcule a variancia de a e b.

/
V(a):s‘(a):}
|

Prof. Dr. Diogo Ferraz a0
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Teste de Hipoteses

Lt

Um importante tépico para analisar a regressao é testar a hipétese sobre um (nico parametro da fungao de
regressao.

Sendo assim, queremos testar hipoteses sobre um Unico g;. Para isso, precisamos do seguinte resultado:

 _ (estimativa — valor hipotético)

/(@) a—-o
a)=
s(a) erro — padrao

tém distribuicdo de t com n-2 graus de liberdade.

Na maioria das aplicagdes, nosso principal interesse & testar a hipotese nula:

Hy:Bj=0

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Teste de Hipoteses

Lt

Ahipétese nula Hy: §; = 0 significa que o parametro analisado ndo tem efeito sobre a variével dependente y;
Aestatistica que usamos para testar a hipétese nula é a estatistica t
Ho: B; = 0 & util porque fica facil detectar g; # 0

A questdo que estamos analisando ¢ quéo distante o beta estimado esta de zero? Um valor amostral de beta
estimado muito distante de zero fornece evidéncia contra Ho: f; = 0

Aregra de rejeicdo exata depende da hipdtese alternativa (Hy) e do nivel de significancia escolhido do teste.

Importante lembrar que estamos festando hipéteses sobre parametros populacionais. N6s nao estamos testando
hipdteses sobre estimativas de uma amostra particular.

Nunca fara sentido formular uma hipotese nula como Ho:f; =0 ou ainda Ho:0,237 = 0

Nés estamos testando se o valor populacional desconhecido ; é zero.
Prot. . Diogo Ferraz
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TESTE DE HIPOTESES

PROF. DR. DIOGO FERRAZ

81

Teste Unilateral

Lt

Precisamos decidir sobre a hiptese altemativa relevante.
HIPOTESE ALTERNATIVA UNILATERAL:
Hyif; >0

Neste teste, ndo nos preocupamos com alternativas de H, do tipo Hy:B; <0, por alguma razéo, por exemplo,
tomando como base a introspegéo ou a teoria econdmica,

Como devemos escolher sobre uma regra de rejeigao?

Primeiro, devemos decidir sobre um nivel de significancia ou probabilidade de rejeitar H, quando ela ¢, de fato,
verdadeira.

Um nivel de significancia usual é o de 5%, ou seja, estamos dispostos a rejeitar erroneamente Hy, quando ela é
verdadeira 5% das vezes.

Prof. Dr. Diogo Ferraz P
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Teste Unilateral T o e o T Towme]
bt E i o
A regra de rejeicdo é que H, é rejeitada em favor de H;no Por exemplo, para um teste no nivel de significancia de 5% e
nivel de significancia de 5% se: com 28 graus de liberdade, o valor critico sera:
1° passo: encontrar o nivel de significancia para o teste unilateral
tealculado > tabelado 2° passo: encontrar a linha com o grau de liberdade (gl) definido
3° passo: encontrar o valor correspondente a linha e & coluna
™ . definidos nos passos anteriores.
De acordo com a escolha do valor critico tiapeiado, @ rejeicao
de Hy, quando ela é verdadeira, ocorrera em 5% de todas as
amostras aleatdrias. t Em . tuabetado = 1,701
Esta regra de rejeigao é um exemplo de feste Acata-seHy | Reeita-seHy
Para obtermos O trpeiado  Precisamos do nivel de
significancia e dos graus de liberdade. Encontre as tabelas de distribuicdo no Moodle.
Prot. Dr.Diogo Ferraz Prof. Dr. Diogo Ferraz
Teste Bilateral Teste Bilateral
bt

E comum testar a hipétese nula Ho: ;= 0 contra uma hipétese alternativa bilateral, ou seja:
Hy:f # 0

Esta hipotese altemativa diz que x; tem um efeito ceteris paribus sobre y sem especificar se o efeito & positivo ou
negativo.

Esta & uma hipétese relevante quando o sinal de 8, ndo é bem determinado pela teoria. Mesmo quando sabemos o
sinal, o teste bilateral ¢ a forma mais prudente.

Nao é permitido utilizar as estimativas da regressao para ajudar a formular as hipéteses nula e alternativa, pois a
inferéncia istica classica e que as hipoteses nula e alternativa sobre a populagéo antes
de olhar os dados.

Prof. Dr. Diogo Ferraz ™

(I.1) da estatistica t.

Aregra de rejeicdo para Ho:f; = 0 contra H: 8; # 0 seré:

|tcatcutadol > teavelado

distribuigzo t seja igual a 2,5%.
1 graus de liberdade.

Prof. Dr. Diogo Ferraz

Em outras palavras, t;qpeiado © 0 97,5% percentil da distribuigéo t com n-k- -y, o
d

Lt

Quando a estatistica é bilateral, estamos interessados no valor absoluto

Para encontrar o tigpeiadr devemos especificar novamente um nivel de
significancia (por exemplo, 5%). Para um teste bicaudal, 0 tiapeiado ©
escolhido de tal forma que faga com que a area em cada cauda da

5% /)
7

s
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Teste Unilateral

L4
Quando o nivel de significancia cai, o valor critico (ttapetas) aumenta, de modo que, para rejeitar o, exigimos um
valor cada vez maior do tegicuiado

Sendo assim, se H, é rejeitada ao nivel de significancia de 5%, ela também sera rejeitada ao nivel de significancia
de 10%.

Por este motivo, nao faz sentido rejeitar a hipétese nula ao nivel de 5% e, em seguida, refazer o teste para testa-la
ao nivel de 10%.

A medida que os graus de liberdade da distribui¢ao t ficam maiores, a distribui¢do t se aproxima da distribuigao
normal padronizada. Por este motivo, com graus de liberdade acima de 120, o valor critico de 5% para a hipétese
alternativa unilateral & tiaperado =1,658.

Para graus de liberdade acima de 120, podemos usar os valores criticos da distribuicdo normal padronizada
teabetado=1

Prof. Dr. Diogo Ferraz 8
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Teste de Hipoteses

Lt

Quando uma hipdtese alternativa especifica ndo é formulada, considera-se geralmente que ela é bilateral;
Nos livros de Econometria, o padrao é uma hipétese alternativa bilateral, e 5% seré o nivel de significancia padrao.
Dizemos que:

Se H, ¢ rejeitada em favor de H,:f; # 0 no nivel de 5%, dizemos que x; é estatisticamente significante, ou
estatisticamente diferente de zero, no nivel de 5%.

Se Hy ndo é rejeitada contra Hy: B; # 0 no nivel de 5%, dizemos que x; é estatisticamente n&o significante no nivel
de 5%.
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Teste de Hipotese

Lt

Podemos testar se f3; é igual a alguma outra constante dada.

Exemplos comuns sao: f; =1 §; =1

AHipétese nula pode ser expressa como H:; =

Em que a; é o nosso valor hipotético de 3, entdo a estatistica t apropriada sera:

, _ (estimativa — valor hipotético)
- erro — padrio

A definigao de rejeicao permanece a mesma dos casos anteriores.

Prof. Dr. Diogo Ferraz 1
Prof. Dr. Diogo Ferraz

Exemplo

Lt

Utilizando os dados do exemplo anterior, calcule o teste t de b, com o nivel de significancia de 5% em um teste
bicaudal H,: f; # 0

Dicas resolugéo:

1° passo: por meio da variancia de b, calcule o desvio-padréo de b;

2° passo: aplique a férmula do teste t;

3° passo: encontre o valor tabelado.

4° passo: compare o valor calculado com o valor tabelado e defina se ¢ significativo ou
néo.

Prof. Dr. Diogo Ferraz o

91

92

Intervalo de Confianga
Podemos construir um Intervalo de Confianga (IC) para o parametro populacional ;

Usando o fato de que (f; — 8;)/ep(f;) tem uma distribuigao t com graus de liberdade, uma simples manipulagdo
algébrica leva a um IC do §; desconhecido.

Um intervalo de confianga de 95% é dado por:

b—1,5(D) < B <b+1,5(b)
a—rtys(a) <a<a+t,s(a)
Sendo b ou a o parametro estimado;

to 6 0 tapetado OU SEja, 0 valor de t encontrado na tabela de distribuigao
s(a) ou s(b) é o erro padrdo de cada parametro.

Prof. Dr. Diogo Ferraz 4

Intervalo de Confianga

Lt

Quando os graus de liberdade sdo maiores do que 120, a distribuicdo t,_-; esta suficientemente proxima da
normal para usar o 97,5° percentil de uma distribuigao normal padréo para construir um IC de 95%:

By +1,96.5(8;)

Quando os graus de liberdade sdo maiores do que 50, o valor do teaicutado €Sta proximo de 2, de modo que
podemos usar como regra geral para intervalos de confianca de 95%:

By £20.5(8))

Para graus de liberdade pequenos, os percentis exatos devem ser obtidos das tabelas t.

Prof. Dr. Diogo Ferraz o
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INTERVALO DE CONFIANCA
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Exemplo

Lt

Utilizando os dados dos exemplos anteriores, calcule o intervalo de confianga de 95%.

b—tys(b) < < b+1,5(b)

94
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Problema de Especificagao

Lt

Quando aplicamos andlise de regressao ao estudo da relagdo funcional entre duas varidveis, o problema de
icagdo consiste em a forma stica na fungéo que sera ajustada. Podemos escolher, por

exemplo:
A determinagao da forma mateméatica da fungao pode ser feita de duas
) |YL=a+pX, formas diferentes, muitas vezes
|7 =ap® a) Utilizando o conhecimento que temos a priori sobre o fenémeno.
b) empregando o conhecimento adquirido pela inspegdo dos dados
iy |y, =ex/ numéricos disponiveis. £ muito util fazer um grafico com os pontos (Xi, Yi) e,
eventualmente, graficos com os pontos (In Xi, Yi), (Xi, InYi) ou (In Xi, InY).
W) Y=o +—)’/:
i Frequentemente, ajustamos mais de um modelo e escolhemos, com base
vy _ 2 nos i obtidos — de inaga:
V) Y=o+ X+ A médios residuais, etc. — o modelo que melhor se ajusta aos dados.
T T
Vi) Y =a+pp Prot. O Diogo Feraz
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Problema de Especificagao
Modelo I:

Admitindo um erro aditivo o modelo | fica:

Esse é o modelo estatistico estudado até aqui.

Os modelos I, Il e IV sdo exemplos de modelos néo lineares que se transformam em fungdes lineares por
anamorfose (substituigdo).

Prof. Dr. Diogo Ferraz E

Problema de Especificagao

Lt

Modelo Il (Fungao Exponencial):

Admitindo um erro multiplicativo &i, obtemos o modelo estatistico:

Aplicando logaritmos, obtemos |log ¥, =logex + X, log 3+ loge,

Fazendo:  |log¥/ =7, Propriedades dos Logaritmos
loger=4
Log de um produto In (X, X;) = In X+ In X,
log =8 Log de uma poténcia In X° = a In X
loge, =

Este é 0 modelo estatistico de uma RLS de Z = log Y, em relagdo a X,.

Se o erro u; = log &, obedece as pressuposigdes dadas no item 2.1, podemos
aplicar a amostra de pares de valores de X; e Z os métodos de andlise e
regress&o ja estudados.

s.
‘Prof. Dr. Diogo Ferraz

Problema de Especificagao

Lt

Modelo lll (Fungédo Poténcia — Fungao Cobb-Douglas)

Aplicando logaritmos, obtemos log¥, =logor+ Plog X, +loge,
Essa fungdo poténcia
ou Z,=A +/}If: +u; corresponde a um
modelo de RLS nos
logaritmos ~ das  duas
variaveis.

Onde

Prof. Dr. Diogo Ferraz o
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Problema de Especificagao

Lt

Modelo IV (Hipérbole)
Y=o+ v +u,
X,

Admitindo um erro aditivo o modelo IV fica

Basta fazer a anamorfose |1, = \L

para obtermos o modelo de uma RLS, |Y, = o+ fV, +u,

Modelos Ve VI

0 modelo V e VI sdo analisados como uma regressao muiltipla com duas variaveis explanatérias, tema que serd
abordado no préximo tépico.
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Exercicio

E dada uma amostra de 5 pares de valores:

Admite-se que as variaveis X e Y estéo relaciopadas de acordo com o modelo
Y, =a+pX;+w onde os u sdo varidveis aleatorias independentes com
distribuigdo normal de média zero e variancia

a) Determine as estimativas dos parametros da regressao linear.

b) Calcule o coeficiente de determinagéo e faga andlise de variancia da
regressdo, considerando o nivel de significancia de 5%.

c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipétese Hy: B = — 2 contra a hipétese
alternativa H,: B # - 2.

d) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipétese Hy: a = 13 contra a hipétese
alternativa H,: a < 13.

e) Determine a estimativa de Y para X =5
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Uma equipe de engenharia de produgdo esta avaliando o impacto do nimero de horas de treinamento
técnico (X) oferecidas a operadores de méquinas sobre o nimero médio de pegas corretamente produzidas
por tumo (Y). A tabela a seguir apresenta os dados coletados em cinco unidades da fabrica:

30
75

15
11,0
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