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Números Complexos 



Motivação algébrica!

O conjunto ℝ foi criado a partir de ℚ para que equações do tipo 𝒙𝟐 − 𝟐 = 𝟎

tivessem solução.

O conjunto ℂ (dos números complexos) foi criado a partir de ℝ para que

equações do tipo 𝒙𝟐 + 𝟐 = 𝟎 tivessem solução.

Assim: ℚ ⊂ ℝ ⊂ ℂ



DEFINIÇÃO

Definição:

Representa-se por ℂ o conjunto dos números complexos, cuja forma algébrica é dada por:

z = x + y𝑖, onde x, y ∈ ℝ e 𝑖² = -1 (𝑖 = unidade imaginária)

Isto é:

ℂ = {z = x +y𝑖 / x, y ∈ ℝ e 𝑖² = -1} → forma algébrica

1) Sendo z = x + y𝑖 ∈ ℂ, define-se:

x = Re(z): parte real de z → Re(3 + 2𝑖) = 3

y = Im(z): parte imaginária de z → Im(3 + 2𝑖) = 2
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DEFINIÇÃO

2) z = x + y𝑖 ∈ ℂ

y = 0 → z = x + 0𝑖 = x ∈ ℝ

x = 0 → z = 0 + y𝑖 = y𝑖 (imaginário puro)

2) ∀ x ∈ ℝ, x = x + 0𝑖

3) Igualdade de complexos:

𝑎 + b𝑖 = 𝑐 + d𝑖 ⇔ ൜
𝑎 = 𝑐
𝑏 = 𝑑
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DEFINIÇÃO

5) Potências da unidade imaginária

𝑖0 = 1 𝑖6 = 𝑖4.𝑖² = 1.(-1) = -1

𝑖1 = 𝑖 𝑖7 = 𝑖4.𝑖3 = 1.(-𝑖) = -𝑖

𝑖2 = -1 𝑖8 = 𝑖4.𝑖4 = 1.1 = 1

𝑖3 = 𝑖².𝑖 = (-1).𝑖 = -𝑖 𝑖9 = 𝑖5.𝑖4 = 𝑖.1 = 𝑖

𝑖4 = 𝑖².𝑖² = (-1).(-1) = 1

𝑖5 = 𝑖4.𝑖2 = 1.𝑖 = 𝑖

resto da divisão de 243 por 4

→ 𝑖243 = 𝑖4.60+3 = 𝑖4.60.𝑖3 = (𝑖4)60.𝑖³ = 160.𝑖³ = 1.𝑖³ = 𝑖³ = -𝑖
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OPERAÇÕES EM ℂ

Define-se:

Adição: (a+b𝑖) + (c+d𝑖) = (a+c) + (b+d)𝑖

Multiplicação: (a + b𝑖) ∙ (c + d𝑖) = (ac - bd) + (ad + bc)𝑖
⇨ (a + b𝑖) ∙ (c+d𝑖) = ac + ad𝑖 + bc𝑖 + bd𝑖²

= (ac - bd) + (ad + bc)𝑖
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OPERAÇÕES EM ℂ - Exercícios
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Exemplo 1

Determine x e y ∈ ℝ para que a igualdade é válida:

(a) (x + y𝑖) ∙ (2 + 3𝑖) = 1 + 8𝑖

(x + y𝑖) ∙ (2 + 3𝑖) = 1 + 8𝑖
2x + 3x𝑖 + 2y𝑖 + 3y𝑖² = 1 + 8𝑖

2x - 3y + (3x + 2y)𝑖 = 1 + 8𝑖
Resolvendo o sistema:

ቊ
2x − 3y = 1

9x + 6y = 24 ≈ ቊ
2x − 3y = 1
9x + 6y = 24

Logo,
4x − 6y = 2 → 13x = 26

∴ x = 2 e y = 1



CONJUGADO DE UM NÚMERO COMPLEXO

Definição:

Seja z = x + y𝑖 ∈ ℂ

• Define-se o conjugado de z, o qual denota-se por ҧ𝑧, como sendo z = x - y𝑖, isto é:

𝒛 = 𝒙 + 𝒚𝒊 ⇔ ത𝒛 = 𝒙 − 𝒚𝒊

Exemplos:
a) 2 + 3𝑖 = 2 − 3𝑖
b) 1 − 4𝑖 = 1 + 4𝑖
c) ഥ3𝑖 = 0 − 3i=−3i
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PROPRIEDADES CONJUGADOS

Propriedades: Considere 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. 𝐄𝐧𝐭ã𝐨:

(1) Ӗ𝑧 = 𝑧

• 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ⇒ ҧ𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑖 ⇒ Ӗ𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑖 = 𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑧

(2) z + ҧ𝑧 = 2Re(𝑧) ∀ z ∈ ℂ

• z + ҧ𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 + 𝑥 − 𝑦𝑖 = 2𝑥 = 2Re(𝑧)

(3) z − ҧ𝑧 = 2Im(𝑧) ∀ z ∈ ℂ

• z − ҧ𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 − (𝑥 − 𝑦𝑖) = 2𝑦𝑖 = 2Im(𝑧)
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PROPRIEDADES CONJUGADOS

Cont.

(4) 𝑧1 + 𝑧2 = ഥ𝑧1 + ഥ𝑧2

(5) 𝑧1 ∙ 𝑧2 = ഥ𝑧1 ∙ ഥ𝑧2

(6) 𝑧1 − 𝑧2 = ഥ𝑧1 − ഥ𝑧2

(7) 𝑧1

𝑧2
=

𝑧1

𝑧2

(8) Se 𝑧 ∈ ℝ então 𝑧 = 𝑥 + 0𝑖. Daí ҧ𝑧 = 𝑥 − 0𝑖 = 𝑧.
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DIVISÃO DE COMPLEXOS

Sejam z = a + b𝑖, w = c + d𝑖 ∈ ℂ w ≠ 0 então:

Exercício: 

2 + 3𝑖

1 + 4𝑖
=?
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NORMA DE UM NÚMERO COMPLEXO

Definição: Seja z = x + y𝑖 ∈ ℂ.

Define-se a norma de z, a qual denota-se por N(z), como sendo um número real positivo 

dado por: 
______

𝑁(𝑧) = 𝑧 ∙ 𝑧 = (𝑥 + y𝑖) ∙ (𝑥 − y𝑖) = 𝑥² − 𝑦²𝑖² = 𝑥² + 𝑦²

Isto é:
< _______

𝑁(𝑧) = 𝑧 ∙ 𝑧 = 𝑥² + 𝑦²

Exemplo: Qual é a norma de z = 3 + 5𝑖?



MÓDULO DE UM COMPLEXO

Definição: Seja z = x + y𝑖 ∈ ℂ.

Define-se a módulo de z, o qual denota-se por | z |, como sendo o número real positivo 

dado por:

𝑧 = 𝑁 𝑧 = 𝑧 ∙ 𝑧 = 𝑥² + 𝑦²

O módulo fornece a distância do ponto (x,y) à origem. 

OBSERVAÇÃO: Seja 𝑧 = 𝑥 + y𝑖 ∈ ℂ . Note que se ҧ𝑧 = 𝑥 − y𝑖 então

| ҧ𝑧|= 𝑥2 + (−𝑦)² = 𝑥2 + 𝑦² = |𝑧|

Exemplo: Qual é o modulo de z = 3 - 4𝑖?

x

y

0

z



MÓDULO DE UM COMPLEXO

Outras interpretação geométricas

𝑧 − 𝑖 = 3 significa que:

𝑧 ∈ 𝐂 (circunferência de centro (0,1) e raio 3):

𝑥 + 𝑦𝑖 − 𝑖 = 𝑥 + 𝑖 𝑦 − 1 = 𝑥2 + (𝑦 − 1)² = 3

o:

(0,1)

C



MÓDULO DE UM COMPLEXO

Outras propriedades:

(1) 𝑧 ∙ ҧ𝑧 = |𝑧|2

(2) 𝑧1 ∙ 𝑧2 = 𝑧1| ∙ |𝑧2

(3) 𝑧1

𝑧2
=

|𝑧1|

|𝑧2|



Forma Polar

Re 𝑧 = 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃
Im 𝑧 = 𝑦 = 𝑟 sen 𝜃

𝑟 = 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦²

Seja 𝑧 = 𝑥 + y𝑖 ∈ ℂ . A forma polar é dada por 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑖 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃 )

em que 𝜃 é chamado de argumento de z, denotado por arg(𝑧).

Exemplo: Qual é a forma polar de 𝑧 = 2

2
+

2

2
𝑖?

x

y

0

z
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Forma Polar

Re 𝑧 = 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃
Im 𝑧 = 𝑦 = 𝑟 sen 𝜃

𝑟 = 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦²

Seja 𝑧 = 𝑥 + y𝑖 ∈ ℂ . A forma polar é dada por 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑖 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃 )

em que 𝜃 é chamado de argumento de z, denotado por arg(𝑧).

Exemplo: Qual é a forma polar de 𝑧 = 2

2
+

2

2
𝑖?

• 𝑟 = 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦² =
1

2
+

1

2
= 1

• 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 ⇒ cos 𝜃 =
2

2

• 𝑦 = 𝑟 sen 𝜃 ⇒ sen 𝜃 =
2

2

x

y

0

z

θ

𝜃 = arg 𝑧 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋, 𝑘 = 0,±1,±2,… .

∴ 𝑧 = cos
𝜋

4
+ 𝑖𝑠𝑒𝑛

𝜋

4



Forma Polar

Exercício: Qual é a forma polar deഥ𝑧?

Propriedades: 

(1) Seja 𝑧1 = 𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sen 𝜃1 ) e 𝑧2 = 𝑟2 cos 𝜃2 + 𝑖 sen 𝜃2 então:

𝑧1 ∙ 𝑧2 = 𝑟1𝑟2(cos 𝜃1 + 𝜃2 + 𝑖 sen 𝜃1 + 𝜃2 )

(2) arg 𝑧1 ∙ 𝑧2 = arg 𝑧1 + arg(𝑧2)

(3) 𝑧𝑛 = cos 𝜃 + 𝑖 sen 𝜃 𝑛 = 𝑟𝑛(cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sen 𝑛𝜃 ), 𝑛 ∈ ℕ
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