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Bibliografia Basica

Principais referéncias:

@ Oppenheim, A. V.; Willsky, A. S. Sinais e Sistemas, 22 edic3o,
Pearson, 2010.

e Capitulo 3, Secdes 3.6 e 3.7.

o LATHI, B. P. Sinais e sistemas lineares. 22 edicdo. Porto Alegre:
Bookman, 2007.

o Capitulo 10.

Outras fontes recomendadas:

o OPPENHEIM, A.V.; SCHAFER, R. W. Processamento em tempo
discreto de sinais, 3a edicao, Pearson, 2012.

o Secdes 8.1 e 8.2

@ Notas de aula da Profa. Maria D. Miranda sobre a SFD disponivel no
e-disciplinas.

@ Colab com exemplos da aula.
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https://dedalus.usp.br/F/U1RPRCF2YSLSX6APJ14886FTMU1R5ECQULK2J3ESXN54BM7YEF-14129?func=item-global&doc_library=USP01&doc_number=002314808&year=&volume=&sub_library=EPELM
https://dedalus.usp.br/F/U1RPRCF2YSLSX6APJ14886FTMU1R5ECQULK2J3ESXN54BM7YEF-12501?func=item-global-exp&doc_number=001582331&item_sequence=000050&sub_library=EPELM
https://dedalus.usp.br/F/U1RPRCF2YSLSX6APJ14886FTMU1R5ECQULK2J3ESXN54BM7YEF-14757?func=item-global&doc_library=USP01&doc_number=002343904&year=&volume=&sub_library=EPELM
https://dedalus.usp.br/F/U1RPRCF2YSLSX6APJ14886FTMU1R5ECQULK2J3ESXN54BM7YEF-14757?func=item-global&doc_library=USP01&doc_number=002343904&year=&volume=&sub_library=EPELM
https://colab.research.google.com/drive/16_geaGr5XlZD8oGQvPVExeWYaa1QOkc2?usp=sharing
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Caminho para uma Transformada de Fourier Discreta

o Apesar de sua utilidade, a TFTD X (e/) de um sinal x[n] tem alguns
inconveniéncias importantes, a comecar pelo fato de ser um sinal
continuo na frequéncia.

@ Assim, ela é complicada de trabalhar computacionalmente,
dificultando processamentos que poderiam ser feitos no dominio da
frequéncia.

@ Precisamos da definicdo de uma transformada de Fourier que seja
discreta. Ou seja, dado um sinal de tempo discreto x[n], queremos
obter uma representacdo espectral X[k] que seja uma sequéncia
também.

o Esta serd a Transformada de Fourier Discreta (TFD ou DFT), um dos
algoritmos mais importantes do PDS e que esta por trds de muitas e
muitas aplicacbes praticas.

@ Para chegar |4, vamos comecar, na aula de hoje, tratando
especificamente de sinais periddicos, para os quais definiremos uma
Série de Fourier Discreta. Este serd o embrido para a TFD a qual
chegaremos nas préximas aulas.
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Série de Fourier Discreta (SFD)

@ Seja X[n] uma sequéncia periddica de periodo fundamental N, ou seja,
X[n+ Nl =X[n], VnelZ

e N é o menor inteiro positivo que satisfaz esta relacdo. Definimos na

Aula 03 a frequéncia fundamental deste sinal como wg = 2—”

@ Da mesma forma como vocé aprendeu em Sistemas e Smals para
sinais de tempo continuo, podemos representar X[n| por uma soma de
exponenciais complexas da forma

&[] = 3" X[K] (o)
k

@ Porém, ha uma diferenca importante entre o caso continuo e o
discreto. No primeiro pode ser necessario um nimero infinito de
componentes exponenciais para representar o sinal.
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Série de Fourier Discreta (SFD)

@ No caso discreto, porém, sé existem N exponenciais complexas
. n
(efw°k> diferentes ja que

(ejw0(k+£N)>n _ (e,'wok)” . l2mtn _ (ejwok)n

@ Assim, os coeficientes X[k] e X[k 4+ ¢N] representam a mesma
frequéncia e podemos escrever simplesmente

nj= 3 XK (&K)" (1)

k=<N>

@ O simbolo k =< N > significa que a somatéria pode ser feita sobre
qualquer conjunto de N valoresde k (0a N —1, —-N/2a N/2 -1
para N par, etc.): apenas N coeficientes sdo necessarios para
qualquer X[n]!
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Série de Fourier Discreta (SFD)

@ A SFD de uma sinal com periodo N tem exatamente N coeficientes
complexos.

Importante: Ortogonalidade das exponenciais complexas discretas

Considere a funcao:
N-1
alk] = Z el wkn,
n=0

(a) Demonstre que alk] = N para k = 0,£N,+2N, +3N, .. ..

(b) Demonstre que a[k] = 0 sempre que k ndo é um inteiro multiplo de N.
Dica: Use a férmula da soma da PG finita para mostrar o resultado.

(c) Repita os itens (a) e (b) se

a[k] _ Z ej(27r/N)kn’
n=(N)

modificando adequadamente a demonstracao.
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A SFD inversa

Multiplicando ambos os membros de (1) por e 9"“°" e somando sobre N
parcelas,

Z ;([n] e—jrwon — Z Z )"([k]ejkwone—jrwon

n=(N) n=(N) k=(N)

— Z Z X[k]ej(k r)won

(N) k=(N)
Trocando a ordem do somatério no membro direito, temos:
> x[n] e dreen = Z X[k S efkn) (3.92)
n=(N) (N) n=(N)

Do exercicio do slide anterior, a soma mais interna em n é zero, a menos
que k — r = 0 ou um mdltiplo inteiro de N. Assim,

X = = 3 saledr¥n (3.93)
N

n=(N)
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Par SFD

- 27
Forma usual: Na literatura de PDS costuma-se utilizar | Wy £ e/
Assim, temos o seguinte par SFD

Dado X[n] periédico com periodo fundamental N,

Ml= D XKwy "

k=<N>
< 1
X[kl == > x[n]Wy"
n=<N>
v
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Propriedades importantes da SFD

(A) Linearidade

Linearidade

Sejam X [n] L X1[k] e %[n] 2B, Xo[k] de mesmo periodo N. Ent3o,
para constantes escalares a e b,

asa[n] + boln] &2 2 X [k] + b Xa[k].

Demonstracao:

e Basta substituir x[n] = aX1[n] + bX2[n] na expressdo:

1 N-1 ;2T
N Z x[n] e S wkn,
n=0

o Distributividade da soma e fatoracdo de a, b permitem separar os
termos, resultando em

a Xi[K] + b Xo[K].
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Propriedades importantes da SFD

(B) Deslocamento no Tempo

Deslocamento no tempo

Se X[n] 8 X[k], ent3o

fln—no] <5 X[k] Wk,

Demonstracao (Esboco):

@ Defina y[n] = X[n — ng] que tem o mesmo periodo: y[n+ N] = y[n].
o Calcule a SFD: )
VK= X sl whn
n=<N>

@ Substituindo y[n] = X[n — ng] e fazendo mudanca de varivel,
obtém-se o fator de fase Wy™.
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Propriedades importantes da SFD

(C) Convolucao Ciclica

Sejam duas sequéncias periddicas Xi[n] e X2[n] de periodo N, com SFD
Xi[k] e Xz[k], respectivamente. Definimos a convolugdo circular ou ciclica
ou periédica como

%1[n] ® %2[n] & Z k1[m] %2[n — m].
m=<N>

Ent3o,

5[n] ® %o[n] <2 Xu[k] - Xa[k].

- - sFp 1
x1[n] - X2[n] ¥— N

Xu1[K] ® Xa[k].

Demonstracao: Secdo 8.2.5 do PTDS do Oppenheim.
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Outras propriedades da SFD (material Profa. M. Miranda)

¢ Igualdade

Prof. Marcio Eisencraft (EPUSP)

Propriedade z(n) (k)
Simetria z*(n) ~:(—k)
*(—n) B X‘(ii)
Re{#(n)) 3 (%) + X))
im{@(n)} 3 (X - X*(h)
3 (F(n) +73*(-n)) Re{X(k)}
3 (F(n) =7 (-n)) JIm{ X (k)}
Linearidade a7 (n) + baa(n) aX1(k) + bXa(k)
Deslocamento Z(n—m) W’I‘{,"‘X (k)
W% (n) X(k—1)
Dualidade X(n) NZ(—Fk)
N-1
Convol. Periddica Z F1(m)a2(n —m) X (k)gz(k)
m=0
1 N-1
Modulagio #1(n)Ta(n) Z WO X2k — £)
N
de Parseval:
N-1 R

E)* = < D 1X (k)

n=0 k=0
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Exemplos

Exemplo 1: Convolucdo ciclica com N =4

Seja o Xi[n] mostrado a seguir.

x1[n]
© o o p
N (%)) ~ o
wv o (6, o
-ttt

H s
N————

» —s
Gl s
oO—o

~N—e

wi—e

—4-3-2-1 C

Determinar

>"<[n] = )?1[”] €3 >?1[n].

x = np.array([1.0, 0.75, 0.5, 0.25])
X = np.fft.fft(x)
Y =X % X

cconv_fft = np.fft.ifft(Y)

Convolucao circular (cconv) = [1.625 1.75 1.625 1.25 ]
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Exemplos

Exemplo 2: SFD de uma senoide

Seja
x[n] = cos (%n + ¢) :

Encontre a representacdo por SFD deste sinal.
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Exemplos

Exemplo 3: SFD de uma onda quadrada

Encontre os coeficientes da SFD para a onda quadrada com N =6 da
figura.

15
1.0
<
o5
0.0
=3 0 5 10 15
n
v
x_period = np.array([1, 1, 1, 0, 0, 0], dtype=float)
N = len(x_period)
X = np.fft.fft(x_period)
for k in range(N):
print (£" k={k}: X[{k}] = {X[k]l:.4f}")
Serie de Fourier Discreta (coeficientes X[k]):
k=0: X[0] = 3.0000+0.0000j
k=1: X[1] = 1.0000-1.7321j
k=2: X[2] = 0.0000+0.0000j
k=3: X[3] = 1.0000+0.0000j
k=4: X[4] = 0.0000+0.0000j
k=5: X[5] = 1.0000+1.7321j
Prof. Marcio Eisencraft (EPUSP) PTC3424 - Aula 11 Abril 2025 21/22



Exemplos

Exemplo 4: SFD de sinal par

Determine os coeficientes da SFD para o sinal periédico na figura a seguir.

N

x[n]

=

x_period = np.array([1l, 2, 0, 0, 0, 2], dtype=float)
N = len(x_period)
X = np.fft.fft(x_period)
for k in range(N):
print (£" k={k}: X[{k}] = {X[k]l:.4f}")
Serie de Fourier Discreta (coeficientes X[k]):

k=0: X[0] = 5.0000+0.0000j
k=1: X[1] = 3.0000+0.0000j
k=2: X[2] = -1.0000+0.0000j
k=3: X[3] = -3.0000+0.0000j
k=4: X[4] = -1.0000+0.0000j
k=5: X[5] = 3.0000+0.0000j
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