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3.2 Propriedades da Transformada de Fourier de Tempo Discreto

Alguns pares transformados podem ser obtidos facilmente a partir da definicao da Transformada
de Fourier de Tempo Discreto (TFTD) e da TFTD inversa, ou seja,

1 ™ . i ) —+o00 '
zr(n) = — X (e?)e?“" dw +— X (V) = Z z(n)e 34m,
27 J_, e

Exemplos desse caso sdo os pares transformados da Tabela 1. Outros pares transformados porém,
sao mais facilmente obtidos a partir das propriedades da TFTD. Na Tabela 2 sdo resumidas as
principais propriedades da TFTD decorrentes da simetria de z(n).

Tabela 1: Pares transformados da TFTD.

x(n) — X (e/v)
o(n—A) — e IwA
a™ u(n) PR 1
(la| < 1) 1—ae v
Ly —L1+ Ly +1, se w =27k
D 0=k = {3 sin(w(Ly — Ly +1)/2) LI, o £ ok
k=L sin(w/2) ’

Tabela 2: Propriedades da TFTD decorrentes da simetria de x(n).

o*n) > X*(e )
o(-n) < X(e7)
gH(=n) > X*(e)
Tpar(n)  —  Re{X(e/)}
Timpar(n) ¢ j Im{X (e’*)}

As demonstragoes das propriedades da Tabela 2 sdo relativamente triviais. Para ilustrar o
procedimento, serd feita a demonstracao da propriedade da inversao do eixo do tempo, ou seja,
y(n) = z(—n) «— Y (/%) = X (e7v).

oo

Prova: Y (/%) = Z z(—n)e 9 = Z z(m)e’m = X (efjw)' <

n=—oo m=—0oQ

'Notas sobre TFTD inicialmente feitas para o curso de PTC 2324 (Processamento Digital de Sinais). Profa. Maria
D. Miranda e colaboragdo do Monitor Flavio René M. Pavan.



Na Tabela 3 sdo mostradas as principais propriedades da TFTD. A seguir é feita a demonstragao
de algumas dessas propriedades.

Tabela 3: Propriedades fundamentais da TFTD.

1) Deslocamento no tempo: x(n —ng) +— e 7m0 X (eI¥)
2) Deslocamento na frequéncia: ejA"a:(n) «— X (ej(w—A))
dX (e
3) Derivada na frequéncia: nz(n) <— jage)
w
+w . .
4) Convolugao no tempo: Z z(l)y(n — L) +— X ()Y (e!*)
{=—00
1 ™ . .
5) Multiplicagao no tempo: z(n)y(n) +— o X (Y (2“9 do
™ —T
+oo 1 T '
6) Igualdade de Parseval: Z lz(n)|? = / |1 X (e7°) 2 dw
n=-—00 2m -7

1) Propriedade do deslocamento no tempo: z(n — ng) +— e 9™ X (/%)
Prova: > .
TFTD{z(n —no)} = Z x(n —ng)e 7"
n=—00
+o00

= Z z(m)e 1w m+no)

m=—oo
+o0
— efjwno Z x(m)efjwm

m=—0oQ
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3) Propriedade da diferenciagao na frequéncia: nx(n) «+— j %ﬁijw)
Prova: j oo —j
dX(elv) de I
dw - nz_:oo z(n) dw
+oo )
=—j Z nx(n)e *"

= —j TFTD{nz(n)}. <

Exemplo de aplicagio: x(n) = (n + 1)a™u(n) (la| <1) +— X(e/¥) =7

+ +
X(ejw) = i na”u(n)e_j“’” + ZOO a"u(n)e_j“m
n=-—00 n=—o00

_.d 1 N 1

~dw \ 1= aei» 1—ae v
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4) Propriedade da convolucdo no tempo: z1(n) * x2(n) +— Xi(e/*)Xa(e/¥)
Prova:

+oo +0o0
TEFTD{z1(n) * z2(n)} = Z [ Z z1(k)za(n — k)] e Iwn

n=—00 Lk=—o00
= Z z1(k)e vk Z zo(n — k)e 7w n=k)
k=—o00 n=-—00
= [ Z xl(k:)e_wk] [ Z :Ug(m)e_jwm] = X1(eY) X2 (e’¥). «
k=—o0 m=—00
5) Propriedade da multiplicagao no tempo (convolucao periddica na frequéncia):
1 /7 . .
s(n)y(n) «— X (@Y (2“9 do
™ —T
Prova:
X1y g o .
TFTD{z(n)y(n)} = nz_joo [% B X (e79)el?n de] y(n)eI«n
1| (0—8) "
=5 » L:Z_my(n)e J ] X(e?”)db. <
:Y(ej(w*0>)

Na Figura 1 é ilustrado um exemplo grafico das etapas da convolucao periddica de dois
espectros X (e/“) e Y (e/“). Note que o resultado da convolugdo em um periodo —7 < w < 7
para uma dada frequéncia angular normalizada é a drea da funcao marcada em verde no
ultimo grafico da Figura 1.
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Igualdade de P I: P=— [ [X()d
6) Igualdade de Parseva n_z_:oo]x(nﬂ 5 /ﬂ] (?“))* dw
Prova:
+oo +o0 +oo 1 T 4 '
nzzoo lz(n)|? = n;oow(n)x*(n) = nzzoox(n)% /_ ] X*(e?)e 9" dw
1 /7 .= , 1 /7 o
=50 _WX*(er)n:Z_OOm(n)e_Jw” dw:% _W|X(ejw)’ dw. <

=X (eIw)

Obviamente a Igualdade de Parseval se aplica apenas a sinais de energia finita. Note que
| X (e7“)| é a densidade espectral de energia, informa como a energia do sinal z(n) estd dis-

tribuida nas suas componentes em frequéncia.
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Figura 1: Exemplo de convolucao periddica.



