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PREFACIO

Estas notas de aula representam a modesta compilacdo de diversos manuscritos e algum
material digital produzido ao longo de anos de docéncia na drea e em dareas correlatas. O
material original contou com contribui¢cdes de meus mestres, colegas e orientados em trabalhos
de conclusao de curso, dissertacoes de mestrado e teses de doutorado, cuja participacao ficara
clara nas referéncias ao longo do texto.

Evidentemente, o material aqui exposto deve ser utilizado como coadjuvante na comple-
mentacdo aos contelidos abordados em sala de aula; por exemplo, exercicios e simula¢oes
numeéricas dos temas abordados n3o irdo, pelo menos em principio, fazer parte desta com-
pilacdo. No entanto, poderdo eventualmente ser adicionados em versoes posteriores. Mais
importante, entretanto, é que a(o)s estudantes recorram também & bibliografia recomendada,
referéncias classicas no assunto, além de consultar a imensa gama de contetdo disponivel nos
canais digitais.

Por fim, gostaria de salientar que a colaboracao de leitores no sentido de apontar erros ou
incongruéncias no texto em si e, mais importante, nas criticas (de preferéncia, construtivas)
ao conteudo sao sempre bem-vindas.

FLAvio CELsSO TRIGO, 2025
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1 INTRODUCAO

O QUE E CONTROLE?

A primeira pergunta que surge quando se fala em controle é: o que é e qual a utilidade
de um sistema de controle? A questdo é bastante abrangente e, desde a Antiguidade, ocupa
posicao de destaque no desenvolvimento tecnoldgico. Imagine, por exemplo, encher um copo
de dgua para beber, aciao bastante corriqueira no dia-a-dia das pessoas. A sequéncia de acoes
necessdrias pode ser resumida da seguinte maneira:

1. verifica-se a disponibilidade do copo (vazio) e do recipiente que contém a dgua armaze-
nada;

2. levanta-se o recipiente para leva-lo até o copo;

3. derrama-se o liquido no copo monitorando continuamente sua altura até o nivel desejado.

O processo acima é um exemplo de um sistema de controle tipico com todos os elementos
que o compéem. Em primeiro lugar, identificar a existéncia do copo vazio e do recipiente cheio
envolve normalmente a visualizacdo desses dois elementos, caracterizando o sensoriamento, isto
é, a maneira como a informag3o é captada. Na sequéncia, o controlador humano (o cérebro)
identifica configuragdes e prevé esforcos necessarios para a realizagdo da tarefa contando com
o auxilio de modelos armazenados internamente (n3o é importante agora como esses modelos
neurais foram aprendidos). Posteriormente, o mesmo controlador envia aos mdsculos dos
bragos (os atuadores) os comandos elétricos de ativagdo para executar a tarefa. Novamente,
a inspegdo visual constantemente monitora o nivel do liquido, enviando essa informacdo ao
cérebro que, no limite de extravasamento, comanda o término da a¢ao do braco que sustenta
o recipiente-fonte.

Em uma perspectiva mais abrangente, pensemos o mundo em termos de sistemas dinamicos
cujo estado pode ser matematicamente descrito por meio de conjuntos de equagdes diferenci-
ais ordinarias (EDOs), caracteristicas de modelos a pardmetros concentrados, forma que tem
sido utilizada largamente em com bons resultados na modelagem de fenémenos do mundo
real, como o movimento planetdrio, a dindmica de populacdes, a disseminacdo de doengas, a
dindmica de sistemas automotivos e robéticos, sé para citar alguns exemplos.

O refinamento desses modelos a partir de sua validagdo com dados do mundo real permite-
nos ndo sé construir modelos preditivos do comportamento natural (ndo-forgado) do sistema,
mas também manipula-lo para obter respostas desejadas pela imposicao de légicas de controle
especificamente projetadas a priori.
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1.1 Algumas definicoes fundamentais
As definicOes a seguir serao amplamente utilizadas no estudo de sistemas de controle.

e sistema de controle é um conjunto de componentes fisicos relacionados de maneira a
regular dinamicamente a si mesmos ou a outros sistemas. Um sistema é dito dindmico
se sua resposta depender da excitacdo passada. O primeiro passo para o projeto de um
sistema de controle eficaz é a descricdo, por um bom modelo, do sistema fisico que se
deseja controlar;

e um modelo nada mais é que uma representacdo matematica de uma situacao real; o
modelo serd utilizado para prever o desempenho do sistema fisico em servico;

e malha aberta: o controle em malha aberta consiste basicamente em a¢des pré-programadas
para as quais ndo ha informacdo sobre o resultado (a saida do sistema). Por exemplo:

— um regador automatico de jardim programado para ligar todos os dias pela manha
durante 10 minutos ird efetuar essa acao independentemente de outros fatores como
a pressao da dgua, a humidade do ar ou das plantas ou mesmo que em determinado
momento esteja chovendo.Nota-se a auséncia de sensores que fornecam informagao
para que alguma "inteligéncia” adapte o regador as condi¢cdes do meio ou prescritas;

— motores de passo sdo frequentemente controlados em malha aberta. As bobinas
sao acionadas em uma sequéncia que envolve determinado nimero de passos €, em
principio, ndo ha garantia de que a posicao angular desejada tenha sido atingida,
mesmo com o correto dimensionamento em funcdo da carga. Isso ocorre pois, na
auséncia de sensores (deslocamento angular, corrente nas bobinas), ndo hd maneira
de corrigir eventuais erros.

e malha fechada, também denominado com realimentacdo ou feedback, como aparece
normalmente nas referéncias cldssicas sobre o assunto: o controle em malha fechada,
devido a presenca do mecanismo de realimentacdo, permite-nos lidar com variagdes nas
condicoes de operacao dentro dos limites de projeto. Observe a diferenca causada pela
existéncia de um mecanismo de realimentacao nos dois exemplos anteriores:

— nao é possivel prever o exato momento em que ird comecar a chover; portanto, se
quisermos que o regador automatico seja desligado quando isso ocorre, é necessario
fornecer essa informagdo a uma "inteligéncia” (o sistema de controle) que corte o
fornecimento da dgua nesse instante e que retorne a operagdo caso a chuva pare
em menos que os 10 minutos programados;

— no caso do motor de passo, o sistema de controle, realimentado com o sinal de
deslocamento angular, poderia atuar no sentido de corrigir passos que deveriam mas
que ndo foram dados; para tanto, outro conjunto de bobinas poderia ser acionado,
por exemplo.

Como iremos ver, a introducdo da realimentagdo permite que a dinamica do sistema
seja alterada de forma que a resposta obtida seja direcionada para a configuracao dese-
jada. A figura (1] apresenta o diagrama de blocos de um sistema dindmico genérico que
possui todos os elementos mencionados nos exemplos anteriores. A entrada ou sinal de
referéncia R é o objetivo buscado, encher o copo até a altura limite, Y, que é a saida do
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Controlador
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_—— -

Figura 1: proviséria 0

sistema, altura medida com a ajuda de sensores, no caso, os olhos do operador. O erro
E é a diferenca entre a altura do liquido a cada instante e o que é requerido. Esse erro é
utilizado pelo processador (o cérebro), elemento inteligente do sistema responsavel pelo
envio de sinais ao atuador (o braco) que executa a a¢do. Esse conjunto estd identificado
como controlador, embora na literatura atuadores e controladores também aparecem de
forma separada, com o sinal de controle U sendo enviado ao atuador e nao diretamente
a planta. Ambas as representacoes sao validas e estao corretas.

No diagrama aparecem ainda entradas nao modeladas que sao denominadas disturbios,
W, e W respectivamente antes e depois da planta, além de perturbacoes V,,, que
afetam os sensores e s3o inerentes a todo processo de medicdo. O bloco em linha
pontilhada denominado Observador serd estudado mais adiante quanto abordarmos o
controle moderno.

Resumindo o que foi visto até aqui, podemos afirmar que um sistema de controle é um
conjunto de componentes fisicos relacionados de maneira a regular dinamicamente a si mesmos
ou a outros sistemas. Um sistema é dito dindmico se sua resposta depender da excitacdo
passada. O primeiro passo para o projeto de um sistema de controle eficaz é a descricao,
por um bom modelo, do sistema fisico que se deseja controlar. Um modelo nada mais é
que uma representacao matemadtica de uma situacao real; o modelo é utilizado para prever o
desempenho do sistema fisico em servico.

Nosso interesse particular neste curso é nos sistemas de controle em malha fechada
como o mostrado na figura [I] fato evidenciado pela presenca da malha de realimentagdo. O
motivo para tal interesse é que um sistemas de controle em malha fechada bem projetados
possuem, idealmente, as seguintes caracteristicas nao necessariamente presentes no processo
ou planta original:

e resposta assintoticamente estavel;

e acompanhamento de referéncias;

e rejeicao de perturbacdes;

e robustez.

A importancia de cada um desses requisitos ficard mais clara a medida que o curso for se
desenrolando.
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Um sistema dinamico pode ser matematicamente representado no dominio do tempo
por um conjunto de equagdes diferenciais; tais equa¢bes podem ser ordindrias (sistema a
parametros concentrados) ou parciais (sistema a pardmetros distribuidos). O sistema de
equacoes diferenciais relaciona como serdao as saidas do sistema em funcdo de suas entra-
das. Vdrios processos podem ser descritos por equacdes diferenciais ordinarias lineares, que
sao combinacgoes lineares da varidvel dependente e de suas derivadas. A equacdo diferencial
ordindria

d*x
—= + (1 —cos(2t))z =0 (1.1)
dt
é um exemplo de um sistema linear variante no tempo. Neste curso, estamos interessados
em sistemas que podem ser modelados por equacdes diferenciais ordinarias a coeficientes

constantes e, portanto, invariantes no tempo.

Quando, a um sistema linear de equagoes diferenciais ordinarias, é aplicado o operador £
de Laplace, o sistema passa a ser descrito por um conjunto de equagdes algébricas no dominio
da varidvel s de Laplace, complexo ou da frequéncia. No dominio matemdtico em que a
representacdo acima é valida, o sistema fica representado por uma funcio de transferéncia,
expressao matemdtica que permite caracterizar a saida a partir das entradas e das condicoes
iniciais do sistema.

Uma maneira de representar a funcao de transferéncia é através de Diagramas de Blocos,
especialmente quando se deseja visualizar os diversos sub-sistemas componentes de um sistema
maior e as interacoes entre eles. Veremos, a seguir, como é feita esta representacio e regras
para simplificar diagramas de sistemas complexos.
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2 DIAGRAMAS DE BLOCOS

Como ja vimos anteriormente, um sistema de controle de malha fechada é caracterizado pela
realimentacdo de um sinal proveniente da saida até a entrada, para que possa ser comparado
a um sinal de referéncia. Em relagcdo as trajetdrias do sinal em um sistema de controle em
malha fechada, pode-se definir o que se chama de ramo direto, ramo de alimentacdo e ramo
de realimentagao.

O ramo direto é aquele que sempre conduz o sinal na direcdo entrada-saida e, geral-
mente porém ndo obrigatoriamente, as fun¢des de transferéncia de seus blocos sao represen-
tadas por G;(s), onde i é um ndmero inteiro.

O ramo de alimentagdo esta sempre disposto em paralelo ao ramo direto e também conduz

o sinal na direcdo entrada-saida; suas fun¢des de transferéncia sdo igualmente representadas
por G(s).

Finalmente, o ramo de realimentagdo contém os blocos responsdveis por conduzir o sinal
da saida para a entrada. As fungdes de transferéncia eventualmente existentes neste ramo sdo
normalmente designadas por H;(s). A fig. [2|ilustra o exposto acima.

RAMO DE
PRE-ALIMENTACAO

G_)i‘-\J
Ris) E(s) V(s
el (s) RAMO DIRETO (_)-
(-)Y;;{.‘r':l
E.
RAMO DE HIi_\[,[.\]J'.'.\'l'_\f}'_:\{)

Figura 2: Ramos direto, de alimentagao e de realimentagao

A partir da representacdo de um sistema em diagrama de blocos, pode-se utilizar a dlgebra
decorrente da transformacdo de Laplace para reduzir o diagrama a um tnico bloco correspon-
dente a funcao de transferéncia que descreve o comportamento dindmico do sistema como um
todo.

O ramo de realimentacdo de um sistema de malha fechada pode ou ndo conter uma funcdo
ou um conjunto de fun¢Bes de transferéncia H;(s), dependendo da necessidade. Quando a
realimentac3o é feita sem a introducdo de qualquer funcdo de transferéncia, ela é denominada
realimentacdo unitdria, conforme mostrado pela linha tracejada vermelha na fig. 3] Por outro
lado, a introducdo de funcdes de transferéncia no ramo de realimentacao caracteriza o que
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se denomina simplesmente sistema realimentado, conforme mostrado no traco preto continuo
nessa mesma figura. As fun¢des de transferéncia em sistemas controlados recebem deno-

R(s) E(s) rn
G(s) Y(s)

Figura 3: Sistema com realimentagdo unitaria (linha tracejada vermelha) e realimentado (linha
preta).

minacgoes especificas de acordo com o fluxo de sinais no diagrama de blocos correspondente.
Com respeito a fig. , podemos definir a funcdo de transferéncia de malha aberta (FTMA)
como a relagdo entre o sinal de realimentacao B(s) e o sinal de erro E(s), ou seja

FTMA = L(s) = = G(s).H(s) (2.1)

A relagdo que existe entre o sinal de saida Y (s) e o sinal de erro E(s) é denominada
funcdo de transferéncia do ramo direto, dada por
Y(s)

funcdo transf. ramo direto = Es) = G(s) (2.2)

Note que, quando a realimentac3o for unitaria, a FTMA e a funcido de ramo direto coincidem.

A razdo entre o sinal de saida Y (s) e o sinal de entrada R(s) é a fungdo de transferéncia
de malha fechada (FTMF), calculada conforme mostrado a seguir:

Y(s) = E(s)G(s)

E(s) = R(s) — B(s)
portanto, pode-se escrever
Y(s) = [R(s) — B(s)]G(s)
porém  B(s) =Y (s)H(s)

Y(s) = [R(s) = Y(s)H(s)G(5)
assim [I 4+ G(s)H(s)]Y(s) = R(s)G(s) e, portanto,

B Y(s)  G(s) __G(s)
FIME =T ) = T3 G i)~ 1+ L(s) (23)

Repare que quando a realimentacdo é negativa (sinal “—" no somador), o denominador da
FTMF possui o sinal positivo entre o termo independente e o termo em s; por outro lado, uma
realimentacdo positiva (sinal “+" no somador) implicaria na existéncia de um sinal negativo
entre os termos do denominador da FTMF.

Pode-se concluir, com base na eq. , que a saida Y (s) é influenciada tanto pela fun¢do

7
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de transferéncia de malha fechada quanto pela entrada de referéncia R(s), de acordo com a
equacao
G(s)
Y(s)=R

() = R TG A s)

A partir dai, o procedimento para obter a resposta no tempo é o mesmo visto anteriormente,
ou seja, efetuar a decomposicao do polinomio em s em fragOes parciais e utilizar as tabelas
de transformadas de Laplace; alternativamente, pode-se empregar algum programa capaz de
efetuar tais calculos, como Matlab, Scilab ou Octave.

(2.4)

2.1 Algebra de diagramas de blocos

Os diagramas de blocos representam as funcdes de cada componente de um sistema, bem
como o fluxo de sinais entre eles e as inter-relagdes existentes (??). A disposi¢do dos blocos
no diagrama permite classificar as associa¢cGes entre os subsistemas em cascata (ou em série)
e em paralelo. A fig. 4] representa as duas associa¢des

R(s) Y(s) R(s) Y(s)
B Gi(s) Go(s) —» |:> —| GGy (s)—

G1(s)
s R(s) Y(s
[ ot
Gal(s)

Figura 4: AssociagOes entre sistemas: (a) - em cascata; (b) - em paralelo

Sistemas mais complexos, que possuem muitos subsistemas (e funcdes de transferéncia
correspondentes), geram representagdes em diagramas de blocos em que a relagdo entre a
saida e a entrada ndo pode ser imediatamente visualizada. Uma das maneiras de simplifi-
car a representacdo é a redugcdo de diagrama de blocos. O procedimento de reducdo con-
siste basicamente em deslocar blocos, somadores e ramificacGes para outros pontos do dia-
grama original sem entretanto modificar a fung3o de transferéncia original de
cada subsistema. Ogata (1990) estabelece as seguintes regras praticas para a redugdo de
um diagrama de blocos:

1. o produto das funcdes de transferéncia de ramo direto deve permanecer o mesmo;

2. o produto das funcdes de transferéncia ao redor da malha deve permanecer o mesmo.

O deslocamento propicia a criagdo de novas associa¢des cuja algebra é mais simples e
direta (como uma associagdo em cascata, paralelo ou um conjunto que pode ser reduzido a
uma FTMF utilizando diretamente a eq. . Exemplos de reducdo de diagramas de blocos
serdo dados em sala de aula.
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Sistema de malha fechada submetido a um disturbio

€ comum em sistemas reais a existéncia de perturbacSes ou distirbios. Por exemplo, deseja-se
que um mecanismo posicionador de uma maquina operatriz mantenha a mesa em uma posicao
fixa durante certa operacao de usinagem. No ambiente industrial, as vibragdes produzidas
por outros equipamentos podem influenciar o posicionamento desejado da mesa, provocando
pequenos deslocamentos indesejaveis para o processo em execu¢do. O sistema de controle de
posicionamento da maquina deve ser robusto o suficiente para suprimir tais distlrbios a fim
de nao prejudicar o processo.

O diagrama da fig[5] representa um sistema de controle de malha fechada submetido a um
disttrbio externo. Utilizaremos os conceitos de reducdo de diagrama de blocos para obter a
funcdo de transferéncia deste sistema de duas entradas.

D(s)

L Gp(s) >

H(s) (=

Figura 5: Sistema de malha fechada que sofre uma perturbagdo externa

Como o sistema é, por definicdo, linear o resultado final de varias entradas é a somatdria
dos efeitos que seriam causados se cada umas das entradas agisse separadamente. Assim,
comecemos avaliando o efeito apenas do distirbio D(s) na auséncia hipotética de R(s). Se
R(s) =0, a FTMF do sistema de malha fechada com disttrbio ficaria

Yvd(£) — GQ(S) (2 5)
D(s) 14 Gi(s)Ga(s)H(s) '
resultado em que utilizamos diretamente a eq. [8.2
Agora, consideremos que nao haja disttrbio. A FTMF da malha resultante serd
V) Gils)Gals) 6
R(s) 14+ Gi(s)Ga(s)H(s) '
onde novamente utilizou-se a eq. [8.2
A somatdria dos efeitos, egs. e [2.6] permite-nos obter a resposta final Y'(s):
Y(s) = Ya(s) + Y. (s) (2.7)
Giy(s) G1(s)Ga(s)
Y(s) = D R 2.8
&= T ameere) Y T T e e e aE ) (28)
Simplificando a equagdo acima obtém-se
Ga(s)
Y(s) = D 2.
(5> 1+ Gl(S)G2<S)H(S) [Gl (S>R(S) + (S)] ( 9)

que € a funcao procurada.
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3 ACOES DE CONTROLE

3.1 Introducao

Diversos sistemas industriais utilizam-se atualmente de controladores automaticos para moni-
toramento e ajuste de seus processos. A funcdo bdsica de qualquer controlador é fazer com
que a operacdo do equipamento ou sistema ocorra estritamente dentro da faixa especificada
em projeto, ou ainda impedir que os eventuais desvios previstos nao ultrapassem os valores
admissiveis.

Talvez os mais conhecidos atuadores industriais sejam os de a¢do proporcional, integral
e derivativa, abreviadamente denominados controladores PID. O objetivo deste médulo é for-
necer uma visao geral sobre as principais acoes de controle e como utiliza-las para regular a
operacao de sistemas.

Antes de tratarmos das acoes de controle e dos controladores PID, cabe-nos ressaltar que
qualquer acao de controle baseia-se na avaliacdo do erro existente entre o sinal de referéncia e
a saida do sistema. Desta forma, é necessério primeiro verificarmos como o erro se manifesta
em diferentes tipos de sistemas. Inicialmente, estudam-se os erros em estado estacionario ou
em regime permanente (= t — 00).

3.2 Erro em estado estacionario

3.2.1 Definicao

Considere o sistema em malha aberta mostrado na figura abaixo:

R(s Y(s

Figura 6: Representacao de um sistema em malha aberta

O erro neste sistema é
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Um dos parametros mais importantes no projeto de sistemas de controle é o erro em estado
estaciondrio, também denominado erro em regime permanente. O erro em estado estacionario
é a discrepancia existente entre o estado que se pretendia atingir e o estado efetivamente
atingido por um sistema dinamico quando o tempo tende ao infinito. Em outras palavras,
dado um sinal (um comando de posicionamento, por exemplo), o sistema deve buscar atingir
exatamente o estado comandado ou, na nomenclatura de controle, seguir a referéncia. Nao
por acaso, em nossos diagramas de blocos o sinal de entrada principal é representado por
R(s). Vejamos agora como determinar de forma pratica o erro em estado estacionario.

O erro em estado estaciondrio, daqui em diante denominado e, é calculado com base no
Teorema do Valor Final (TVF),

ess = lim e(t) = lim sE(s) = lim sR(s)[1 — G(s)] (3.4)

t—o0 s—0 s—0

Supondo, por exemplo, uma entrada em degrau unitario r(t) = u(t) em t = 0Os, temos
R(s)=1e

S

s = lims. 1[1 — G(s)] = 1 — G(0) (3.5)

s—0 8

O valor de G(s) quando s = 0 é chamado ganho estatico e, geralmente, é maior que 1. Como
pode-se ver, um sistema de malha aberta sujeito a uma entrada em degrau ird apresentar erro
em regime permanente que pode ser significativo, dependendo do valor de G(0). No entanto,
pode-se tentar ajustar G(0) = 1 de forma a fazer o ganho em regime estético nulo na equagio
acima. Este ajuste n3o garante que, durante a operacdo, G(s) sofra modificagdes devido a
perturbacdes, alterando assim o ajuste inicial de G(0) e fazendo com que o erro persista. Uma
das maneiras de diminuir tal efeito é utilizar a retroacdo negativa. Considere agora a figura
abaixo, onde um sistema de controle com realimentacao unitdria é mostrado.

Y(s)

Figura 7: Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada com retroacdo unitdria
negativa

Como estamos interessados no erro, é conveniente determinarmos a funcao de transferéncia
relacionando o erro E(S) com a entrada R(S). Da algebra de diagrama de blocos podemos
escrever obter o erro E(s) como

E(s) = R(s) — Y{(s) (3.6)

11
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Desenvolvendo obtemos

E(s) = R(s) — E(s)G(s) =
E(s)[1+ G(s)] = R(s) =
ig T 1y 1G(s) (39)
B(s) = ; fg)(s) (3.10)
Aplicando o TVF para obter o erro em estado estacionario,
= lim e(t) = g%s% (3.11)

A eq. pode ser utilizada de maneira genérica para determinar o erro em estado
estaciondrio de um sistema com retroacdo unitaria negativa. Os beneficios da utilizacdo da
retroacdo, sistema mais caro e complexo, ficam evidentes como mostra o exemplo a seguir.

1. Exemplo 1

Considere-se a fungdo de transferéncia em malha aberta G(s) = Tsfil, que representa a

dindmica do controle em um sistema elétrico, térmico ou mecanico (controlador de nivel de
liquido em um tanque). Supondo-se K > 1, como € usual, o erro em estado estacionario do
sistema em malha aberta, quando submetido a um degrau unitario na entrada é, de acordo

com a eq. 3.4}

lim sE(s)> = 1— G(0) = 1 — K (3.12)

s—0 S

O mesmo erro, em malha fechada seria, pela eq.

s 1
e“*lli%SH%*HK

(3.13)

Se o ganho K sofrer uma variacdo de 10%, por exemplo devido a alguma razdo imprevista,
o erro do sistema em malha aberta, com relaco a referéncia, seria de 10%, ao passo que, no
sistema em malha fechada com retroacdo unitéria, seria 0,1%, justificando a introducdo deste
sistema de controle (com retroa¢do), mais complexo e de maior custo.

Consideremos novamente o sistema da fig. [7] A fun¢do de transferéncia de malha fechada
é dada por
G(s)

Y(s) a
R(s)  1+G(s) (3.14)

[I>

12
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Demonstragao:
Y(s) = G(s)E(s)
E(s)=R(s) = Y(s) =
Y(s) = G(s)(R(s) = Y(s))
Y(s)(I + G(s)) = G(s)R(s) =

3.3 Sensibilidade

Seja um sistema com uma entrada e uma saida (UEUS, ou SISO em inglés), conforme o
mostrado na fig. [8 Define-se a Sensibilidade:

E
S(s) 2  sensibilidade :R(S) (3.15)

Para generalizar este conceito, suponhamos agora que a fung¢do de transferéncia do ramo
direto, G(s), seja composta pelo arranjo em série (ou cascata) de um controlador G.(s) com
a planta G(s) de tal forma que a fungdo de transferéncia de malha aberta seja dada por (vide

fig.
L(s) = G.(s).Gp(s) (3.16)

A partir da introducao do controlador, ha necessidade de adequar a nomenclatura da seguinte

R(s E(s) Uls |
{ ) G{?(s) ‘—ﬁ-‘ G;}(S} Y(S) L

! B

Figura 8: Diagrama de blocos de sistema com realimentacao unitdria e ramo direto contendo
controlador e planta em séria.

forma, tendo como base a fig. [8}

FTMA ou canal direto  L(s) = G(s) = G¢(s).G,(s)
Y (s) _ Ge.Gp(s) _ G(s)
R(s) 1+ G.Gp(s) 1+G(s)

FTMF  T(s) =

13
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Entao

R, E=R-Y, Y=EG=

E = e (3.17)
(s)S(s) (3.18)

Vamos estudar agora o efeito que uma variagdo no sistema (fungdo G(s)) ird provocar na
FTMF T'(s):

8T -1 -2
g_G_ 1+ G| .14;(—1) 1+G 1.6
T
oG 1+G T atar (3.19)
OTs) _ 1 _ g (3.20)

0G(s) (14 G(s))

Processos como o envelhecimento costumam afetar a planta. Assim, estuda-se a influéncia
de variagdes no desempenho da planta sobre o desempenho do sistema em malha fechada como
um todo:

or 9 G.G.
oG, oG, \ (1 +G.G,)

or o _1
6_Gp = 6_Gp (Gpo [1 + Gpo] )
O =G+ GG+ (GG, 1+ GG 2 Guls)
p
oT 2 —2
8_Gp = (Gc 1+ G.G,p| — GCGp) 1+ G.G)
aT _ Gc [1 + Gpo] - GCGI% _ Gc —g Gc
Gy 1+ G.G,) [1+G.G,) 1+G.G,
or G, G,\ GG, 1
8Gp_51+6u%><(Q)__51+GJ%GP:
aT(s) T(s)
=S5(s 321
2G5 "G, (321
De maneira analoga, obtém-se
oT'(s) T(s)
9G.(s) S(s) Go(s) (3.22)

14
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3.4 Tipos de Sistemas

A forma da fun¢3o de transferéncia em malha aberta de um sistema com retroagdo (unitdria
ou ndo) determina as caracteristicas do erro em estado estacionario. A FTMA de um sistema
pode ser escrita, de forma genérica, como

prva = g Heils+2) (3.23)
s" Hj=1(5 +p;)

onde K representa uma constante qualquer. E importante observar que esta classificacdo ndo
possui relacdo com a ordem da planta G(s), que estudaremos mais tarde.

O tipo de um sistema é definido em funcdo do nimero de integradores que sua FTMA
possui. Na fun¢do de transferéncia, cada polo em zero (s=0) corresponde a um integradoﬂ
Exemplos de sistemas tipos 0, 1 e 2 seriam, respectivamente,

(s —1)(s —3i)(s + 3i)
(s —4)(s —8i)(s+8i)(s+3)

(s —1)(s — 3i)(s + 31)
(s —4)(s —8i)(s+8i)(s+3)

B (s —1)(s—3i)(s+ 3i)
FIMA = K 50 —81)(s + 8)(s + 3)

FTMA=K
50

FTMA = K—
S

3.5 Entradas de teste para erro

A avaliagcdo do comportamento de um sistema controlado em malha fechada, e de sistemas
em geral, é baseada na resposta deste sistema a aplicagcdo de alguns tipos de sinais-padrao de
teste. Os mais comumente utilizados s3o o degrau, a rampa e a parabola.

3.5.1 Entrada em degrau

Estudaremos a resposta de sistemas dos tipos 0, 1 e 2 a entrada em forma de degrau de
amplitude A, ou seja f,(t) = A.u(t). Aplicando-se a transformada de Laplace a este sinal
obtém-se

Ll Au(t)] = é (3.24)

10 nome integrador deve-se ao fato de que a transformada de Laplace da integral de uma func3o é dada

por . { Ot f(T)dT} _Fs) i/ooc f(t)dt

S

ou seja, a cada integracdo um termo em s é obtido no polinémio do denominador da fun¢do transformada.

15
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3.5.2 Entrada em rampa

A funcdo rampa € a integral no tempo da funcdo degrau, explicitamente,

frlt) = /0 t fult)dt = /0 tA.u(t)dtzAt (3.25)

Para calcular a transformada de Laplace da rampa, podemos utilizar a propriedade da trans-
formada da integral,

t
Lifr(®)] =L [ / A.u(t)dt} - M - g (3.26)
0
3.5.3 Entrada parabdlica
Lembrando que
t At2
fp(t) = / fr(t)dt = BN (3.27)
0
e utilizando as propriedades da transformada de Laplace, obtemos
A
Fy(s) = . (3.28)

onde a constante A engloba também o fator % oriundo da integracao de At. A fig. @representa
as trés entradas para teste mais comuns.

£(t) £(t) £(t)

(a) degrau (b) rampa (c) parabola

Figura 9: Entradas de teste mais utilizadas na avaliagdo de sistemas de controle.
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3.6 Avaliacao do erro em estado estacionario

3.6.1 Erro para uma entrada em degrau
Sistema do tipo 0

Seja a FTMA de um sistema,

G(s) = Ksol_ll‘%‘i(j;j;)j)’ (3.29)

Utilizando a equacdo genérica para célculo do erro, eq. , com R(s) = 4,

S

. A 1
€ss = lim L(S) = lim s— — (330)
s—0 1+ G(S) s—0 S 14+ KH¢:1(S+Zi)
?:1(5""1%)
A A
- N 3.31)
TG 1+ K (
L+ Ky

onde

K A H:il(ZZ) (3_32)

p n
Hj:l (pj)
é denominada constante de erro de posicao.

Sistemas dos tipos 1 e 2

Observemos o que ocorre quando a entrada em degrau é aplicada a sistemas cujas FTMAs
possuem integradores. Por exemplo, para o sistema do tipo 1, teremos

G(S) - K H:il(s+zl)

st Hj:l(s +pj)
O erro em estado estaciondrio fica, aplicando-se a equag¢do [9.67)
) A 1
Cos = hr%%((;?)) = lmss T, 520 (3.34)
s— S s—0 s A= 572
L+ BT G
AsT[ (s +p;
— lim Uit ) —0 (3.35)

O s Ty (s + ;) + KT (s + 1)

O termo independente em s no numerador da equacdo acima, quando levado ao limite
zero, anula o resultado. Conclui-se, portanto, que a presenca de mais integradores (sistemas
do tipo 2 em diante) fard com que o comportamento do erro seja idéntico ao relatado acima.

17
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3.6.2 Erro para uma entrada em rampa

Sistema tipo 0

Utilizando-se a eq. com R(s) = 4 obtém-se, para um sistema cuja FTMA G(s) é do
tipo zero,

s.R(s) A 1 A 1
0

—————————— :1. — rey p—
s—0 1+ G(3s) 8%8321+KM 1+ G(0)

?:1(5+i”j)

= 0 (3.36)

Assim, um sistema do tipo 0 é incapaz de acompanhar uma entrada em rampa. Como
veremos a seguir, ha necessidade de incluir integradores na fun¢do de transferéncia para tornar
esta acao possivel

Sistema tipo 1

Imediatamente, através da eq. tem-se, para um sistema cuja FTMA G(s) é do tipo 1,

R A 1
o=l ey SR e O9)
s— S s—=0 8§ i=1\5T%i
L KT e

A s[T—1 (s + py) AT () A

= lim — = - = === = — 3.38
O ST ~ KL G+2) KL G) Ky (3:38)

A constante K, definida como
Ky, 2 KM (3.39)

H?: 1(pj)

é conhecida como constante de erro de velocidade e mostra que um sistema com um integrador,
sob a acdo de uma entrada em rampa, apresenta um erro constante em regime permanente.

Sistema tipo 2

De maneira andloga, aplicando-se a eq. a um sistema cuja FTMA G(s) é do tipo 2
obtém-se

R A 1

_ sR(s) _ A __ (3.40)
SOL+Gs) om0 8Py g JLalre)

5711 j=1(8TPj

é 57 H?:l (s +pj)

T ET T (3.41)

j=1

Conclui-se que a presenca de dois integradores possibilita a um sistema do tipo 2 acompanhar
uma entrada em rampa.

18
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3.6.3 Erro para uma entrada parabdlica
Sistemas tipos 0 e 1

N3o é dificil observar que, em sistemas para os quais as FTMA sejam dos tipos 0 e 1, a
presenca de uma entrada parabdlica, R(s) = 5%, implica na inclusao de 3 polos em s = 0, que
ndo podem ser cancelados pelos zeros da fungdo de transferéncia. Assim, pela eq. [9.67] para
um sistema do tipo 1, por exemplo,

A 1
€ss = H% 1S+RC(;()) 1[% 5—3 T (or20) (342)
s5— s—=0 S i=1\5T%i
L Ko G
~ lim A SH] (5 +p)) o éH?:l(pj> _ (3.43)

50 52 SH (s +pj)+ KH¢:1<S + 2;) 0 HL(zz) B

O resultado acima é valido também para sistemas do tipo zero, pois estes ndo sdo capazes
sequer de anular o efeito de um dos zeros da FTMA.

Sistema tipo 2

Por fim, analisemos o comportamento do erro para um sistema com dois integradores quando
submetido a uma entrada parabdlica. Novamente, pela eq. [9.67, tem-se

R(s A 1
= lim c<:(>) = I, G (344)
s— s—0 S8 i=1\5T%i
1+ K52 H;L:1(3+Pj)

A S TT0y (s +pj) _AllL ) A

— lim = _ m = _ = = 3.45
LG + KIIL G+ ) KILG)  Ka O

A constante K 4, definida como
K, 2 gllizi) (3.46)

H?:1 (pj)

é denominada constante de erro em aceleracao e corresponde a um dos fatores que causa erro
constante em regime permanente para um sistema do tipo 2 quando submetido a uma entrada
parabdlica. Para cancelar tal erro, mais um integrador seria necessério.

A argumentacdo acima denota a importancia da presenca de elementos integradores em
sistemas de controle. Nas préximas secOes, apresentam-se as acoes de controle e mostram-
se as funcdes desempenhadas por elementos de ganho constante, integral e diferencial em
sistemas genéricos.
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D(s)
CONTROLADOR \%Uj\krlﬂn‘{%’rgm PLANTA
:____-__-___-_‘I r_r__‘__'l
bt~ Y(s)
ol Go(s) | Lo Gy ——f Gp(s) -
]
PoboToo-- ;
H (s} -
B(s) SENSOR

Figura 10: Representacdo de um sistema de controle genérico em malha fechada
3.7 Acoes de Controle

Vimos, nas se¢des anteriores que, em determinados tipos de plantas (sistemas), a resposta
aos sinais de referéncia mais utilizados nem sempre é a esperada. Em outras palavras, existem
situacdes em que a planta, por si sd, é incapaz de seguir o sinal de referéncia e proporcionar
erro nulo.

A funcdo dos controladores automaticos é comparar o valor da saida do sistema com a
referéncia a ser seguida e, através de agdes de controle, ajustar o ganho do conjunto controlador
de forma a reduzir o erro até valores aceitaveis. Seja, portanto, o diagrama de blocos da fig.
10, onde mostra-se uma planta genérica controlada em malha fechada nao-unitaria

O funcionamento do sistema de controle pode ser resumido da seguinte forma: o elemento
comparador ou detector de erro presente no controlador determina o desvio entre o sinal de
saida e a referéncia (ou ponto de ajuste). A fung¢do do amplificador € elevar a poténcia dis-
ponivel na saida do comparador (que normalmente é baixa) até um valor suficiente para acionar
o atuador. O atuador é o elemento que efetivamente ird controlar o sistema. Exemplos de
atuadores sdo motores elétricos diversos (DC, passo, servomotor), vélvulas eletropneumaticas,
relés, motores ou pistdes hidraulicos, entre outros.

Observa-se, na figura [I0] que a realimentagdo n3o é unitria. O bloco sensor representa
a dindmica do sensor acoplado a saida do sistema. Isto é necessario em situacoes nas quais
o sinal de saida do sistema é distinto daquele utilizado para a entrada de referéncia e que
sera comparado no detector de erro. Assim, por exemplo, um determinado sensor pode medir
velocidade porém a referéncia a ser comparada é dada em Volts. O bloco sensor é responsavel
por converter a saida em velociadade para seu equivalente em volts.

Pode-se, agora iniciar a descricao das a¢coes de controle propriamente ditas. Basicamente,
podem-se classificar os controladores industriais em sete tipos, de acordo com suas acdes de
controle:

1. controladores de duas posi¢des (liga-desliga);
controladores proporcionais;

controladores integrais;

controladores derivativos;

controladores proporcional-integrais;

controladores proporcional-derivativos;

N e gk w N

controladores proporcional-integral-derivativos;

20
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Acao de controle de duas posicoes

Sistemas de controle deste tipo possuem duas posi¢des fixas, genericamente designadas ligado-
desligado. Devido a sua simplicidade, controladores liga-desliga possuem baixo custo. Depen-
dendo do sinal de erro atuante e(t), o controlador apresenta agdo de controle u(t) positiva ou
negativa,

u(t) =Uy, se e(t) >0 (3.47)
u(t) =Us, se e(t) <0 (3.48)
(3.49)

com U; e U, constantes. O valor Uy pode ser zero ou —U;, dependendo do caso e aplicacdo.
Esquematicamente,

Controlador Automatico

u
R(s) @E Amplificador ®

intervalo diferencial

Uy,

(@)

T)

(b)

t

Figura 11: Acdo de um controle de duas posi¢oes

Na fig. [1I(a), observa-se a presenca do chamado intervalo diferencial. O intervalo dife-
rencial é o tempo durante o qual o erro atuante deve permanecer até que ocorra a comutacgao.
A existéncia de tal intervalo é causada, algumas vezes, por falhas mecanicas no sistema de
acionamento (atrito, emperramento, folgas devido a desgaste). No entanto, recorre-se ao in-
tervalo diferencial como caracteristica de projeto de tais sistemas para evitar seu acionamento
com elevada frequéncia, o que é comum em sistemas cuja dinamica é dita rdpida. Exemplos
tipicos de acao de controle liga-desliga sao o controle de temperatura de uma geladeira e o
controle de nivel de um fluido em processos industriais.

No caso da geladeira, o ajuste que promovemos no seletor nada mais é que um ajuste da
referéncia, que ird determinar o tempo de funcionamento do compressor de forma a fazer com
que o sistema atinja a temperatura solicitada. O gréfico da fig. b) apresenta a resposta no
tempo para tal planta, comandada por um controlador liga-desliga. Nota-se que a temperatura
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oscila entre dois patamares, que correspondem aos limites do intervalo diferencial. Para que
o intervalo fosse diminuido, seria necessario que a troca entre os estdgios ligado e desligado
ocorresse com maior frequéncia; no entanto, o aumento no nimero de acionamentos tende a
diminuir a vida atil do equipamento.

Acao de controle proporcional (P)

Controladores proporcionais apresentam como caracteristica a lei de controle

u(t) = Kpe(t) (3.50)
ou, no dominio complexo, (5)
Uls

K, = B (3.51)

onde K, é o chamado ganho proporcional, que pode ser ajustado em fun¢do da necessidade e
de suas Iimitag(")esE]. Um exemplo tipico de agdo de controle proporcional é o controle de forca
em um mecanismo de acionamento hidraulico. O diagrama de blocos da fig. [I2 apresenta um
sistema de controle deste tipo e a respectiva resposta no tempo.

Uts) Planta Yes)

=~

g

B(s)

(a)

e(t) U(t)

(b)

Figura 12: Ac3o de controle proporcional e sua resposta a um erro em degrau de amplitude A.

Um sistema de controle proporcional apresenta as seguintes caracteristicas:

e n3o altera a ordem do sistema, pois nao introduz polos ou zeros na FTMF;

e pode nao ser capaz de corrigir o erro de estado estacionario, devido a capacidade limitada
de ganho;

e 0 aumento excessivo do ganho (K,) pode tornar o sistema instavel.

2Este termo refere-se a poténcia disponivel, seja no sistema de controle, seja no atuador.
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Acdo de controle integral (1)

O controlador do tipo integral possui uma lei de controle em que a agdo é proporcional a
integral do erro, conforme mostram as equag¢des abaixo:

t
E
u(t) = Ki/ e(t)dt — U(s) = K28 (3.52)
0 S
= 3.53
E(s) s (3:53)
onde K é o ganho integral, ou ganho de restabelecimento. Quando observa-se que

du(t !
Zg ) Ke(t) = ult) = K, / e(t)dt (3.54)

0

pode-se entender a acdo do controle integral u(t) como aquela cuja taxa de variagdo é pro-
porcional ao erro atuante e(t).

O diagrama de blocos de um sistema que possui tal controlador é mostrado na fig. [13
Observa-se, nesta figura, que se o erro e(t) for constante, a a¢do de controle é uma rampa.
As caracteristicas do controlador integral sdo:

e aumenta a ordem do sistema, pois introduz um polo em s = 0 na FTMF;

e possui bom desempenho em regime permanente (anula o erro em regime permanente
para sistemas do tipo zero);

e raramente € utilizado separado de outros tipos de controladores, principalmente os do
tipo proporcional.

R(s) @@ K, U | planta Y(s)

B(s)

Acdointegral

e(t) u(t) (b)

K, [e(t) dt

—

t t

Figura 13: Acao de controle integral
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Acdo de controle derivativa (D)

Controladores do tipo derivativo possuem uma lei de controle em que a acdo de controle é
proporcional a velocidade do erro, o que corresponde a sua derivada:

de(t)

ult) = Ka™, (3.55)

U(s) = K4E(s)s — (3.56)
U(s)

Bl = o (3.57)

onde Ky é o ganho diferencial. O controlador tipo D possui as seguintes caracteristicas:

e atua somente quando ha transitério (variagdo) no erro; assim, nunca é utilizado separa-
damente;

e introduz um zero na FTMF;

e aumenta a rapidez na resposta.

O diagrama de blocos e os graficos de resposta no tempo de um controlador deste tipo
sdo mostrados na fig. [14, Novamente, salienta-se que tal representag¢do é apenas didatica,
uma vez que nao se utilizam controladores do tipo derivativo separadamente.

R(s) @ﬂ Ka's us) Planta )

B(s)

(a)

Acao derivativa
(b)
u(t)

e(t)

K, de(t)/dt

—

t t

Figura 14: Acao de controle derivativa

Acao de controle proporcional e integral (Pl)

Um dos tipos mais utilizados de controladores é o que combina as acoes de controle propor-
cional e integral. O efeito combinado é obtido através da somatdria dos efeitos individuais,
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gerando a lei de controle

u(t) = Kpe(t +K/ t)dt —

— K,B(s) + K; is) N

=K, (1+——) E(s) —
25; o <1 * TL)

K; 1 1

— = — |sequndo~ 3.58

K =T [seg ] (3.58)
é denominado tempo integral. Pode-se ajustar K, e T; durante a operagdo do controlador. O
inverso do tempo integral T; é denominado taxa de restabelecimento e representa o nimero de

vezes por minuto em que a ag¢ao proporcional do controlador é duplicada. A fig. representa

tal controlador.
R(s) @E@ K,(1+T;s) | U(s) Planta Y(s)
T, s

B(s)

O termo

Acao proporcional e integral

et) u(t) (b)

Kp(1+Ti s)
Ts P+l

2K |-

somente P

t 1T, t

Figura 15: Acao de controle proporcional e integral

O controlador Pl introduz um polo na origem, sendo portanto recomendado para sistemas
de la. ordem. Quando os ganhos combinados s3o excessivamente aumentados, pode haver
saturacdo no atuador.
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Acao de controle proporcional e derivativa (PD)

A lei de controle que descreve a acdo de controle combinada proporcional e derivativa é dada
pelas seguintes equacodes:

de(t)

u(t) = Kpe(t) + Kq 7 3.59)

U(s) = K,E(s) + KqE(s)s — (3.60)

U(s) = K, (1 + %) E(s) — (3.61)

28 = K, (1 + Tys) (3.62)

o L Ty [segundo] (3.63)
Le

€ denominado tempo derivativo. Neste tipo de controlador, tanto o ganho proporcional quanto
o tempo derivativo podem ser ajustados. Como pode-se perceber pelas equagdes precedentes,
o tempo derivativo € o intervalo pelo qual a acdo de controle proporcional é “antecipada”.
O efeito descrito pode ser visto na fig. [16] Deve-se salientar que, na realidade, ndo h3
“antecipacdo” de algo que ainda n3o ocorreu, o que justifica as aspas duplas. A analogia
refere-se ao comportamento matematico da acdo derivativa. As principais caracteristicas dos
controladores PD sao:

e proporcionam corre¢do acentuada antes que e(t) se eleve muito;

o ganho diferencial “antecipa” a acdo do controle proporcional simples;

tendem a amplificar ruidos e podem causar satura¢do no atuador;

normalmente dificeis de sintonizar.

Y
A(s) @@ Ko (1eTys) |2 Planta )

B(s)

Acao proporcional e derivativa

e(t) u(t)

P+D
Kp (14T y8)
P
—
A somenteD
t Ty t

Figura 16: Acdo de controle proporcional e derivativa
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Acao de controle proporcional-integral-derivativa (PID)

Controladores PID possuem ampla aplicagdo industrial. A ac3o proporcional-integral-derivativa
é obtida combinando-se os efeitos individuais na seguinte lei de controle:

! de(t
u(t) = Kye(t) + Ki/ e(t)dt + Ky il(t) (3.64)
0
que, no dominio da frequéncia torna-se
E(s)
U(s) = KyE(s) + KiT + K E(s)s — (3.65)
K;1 Ky

U(s) =K, (1 + R, s + ES) E(s) — (3.66)

1 Kl Kd U(S) (1 + TZ’S + ETdSQ)
= teT, =" s\ _[K .67
comoTi er 4 Kp—>E(s) p( s (3.67)

A acdo conjunta introduz um polo e dois zeros no sistema, aumentando sua ordem. Sua
utilizacdo é recomendada para sistemas industriais com caracteristicas de 2a. ordem; neste
grupo de sistemas, controladores PID apresentam as vantagens de cada tipo de controlador
individual. O diagrama de blocos de um sistema com controlador PID e sua resposta no tempo
para uma entrada em rampa sdo mostrados na fig. [I7]

R(s)a@@ K, (4T | U6 Planta Y(s)
T;s

B(s)

Acao proporcional-integral-derivativa

e(t) u(t) ~
'P+D

©  _-somente P

Figura 17: Acao de controle proporcional-integral-derivativa

O projeto e a sintonia de controladores PID serdo estudados mais adiante neste curso.

Exemplo: modelo simplificado do mecanismo Clepsydra — o relégio d’agua de Cte-
sibius de Alexandria (3007 — 200? AC)

A fig[18 mostra um diagrama simplificado do relégio de Ctesibius, talvez o primeiro instrumento
eficiente para a mensuragdo do tempo. A dgua cujo fluxo volumétrico (vazdo) ¢.(t) alimenta
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o reservatdrio A é escoada através do orificio V' para um reservatério C', cujo nivel se eleva
lentamente. Com isso, a boia By sobe e movimenta o mecanismo de indicacdo de nivel. A
contagem de tempo exige que a vazdo da agua que entra em C' seja constante; para isso, o
reservatdrio A conta com a boia conica B; que obstrui a entrada da dgua quando o cone B2
atinge o nivel de referéncia (altura) planejado, ou seja, possui a fun¢do de vélvula reguladora
de fluxo.

12

By
—_—,—— Ihm (t)

Figura 18: Clepsydra: relégio de Ctesibius de Alexandria (Adaptado de Lepschy, 1992)

1

n

href

ruido na planta ruido na medida

Figura 19: Diagrama de blocos para o relégio de Ctesibius

A variacdo no volume no tanque A é proporcional a mudanca no nivel do liquido; por outro
lado, essa variacdao é também dada pela diferenca entre as vazdes de entrada ¢. e de saida,
s, dependentes da perda de carga combinada no vertedouro V' e na boia B;. Para pequenas

variagdes em hy, podemos considerar essa perda linear dada por um coeficiente R, [m?s™!].

28



PME 3481 - CONTROLE E APLICAGOES F. Trigo

Matematicamente,

AA%hf@) = qe(t) — q5(t) = qe(t) — hs(t)
0+ 2 =
L{} =(AaRys + 1) Hy(s) = RuQe(s)

R, R,

S

=

(s) _ B R
Qe(s)  AsRys+1  71s+1’ 7= AsR,
Hy(s) — 7/A,
Qe(s)  Ts+1 (3.68)

No sistema de primeira ordem da eq. [3.68| identifica-se o produto A4 R, como a constante
de tempo, normalmente designada com a letra 7. Um modelo em Matlab-Simulink para o
sistema envolvendo o tanque A é mostrado na fig. [I9] Sua simulagdo é efetuada em aula.
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4 METODOS DE ZIEGLER E NICHOLS

O presente médulo aborda os métodos de sintonia de Ziegler e Nichols. Os métodos de
Ziegler e Nichols, apesar de antigos e restritos a plantas com caracteristicas especiais, sao
ainda largamente utilizados na obtencao dos ganhos proporcional, integral e derivativo em
sistemas de controle de malha fechada. O grande mérito de tais métodos é a possibilidade
de fornecer ao menos uma estimativa inicial para os ganhos do controlador a partir de testes
simples efetuados na planta. Apds a primeira aproximagado, é possivel otimizar-se o sistema
controlado utilizando-se outras técnicas como Lugar das Raizes, Diagramas de Bode ou Espaco
de Estados.

Como sera visto mais adiante no curso, sistemas de ordem superior podem ser analisados
como somatdrias de sistemas de primeira e segunda ordens, o que ndo limita a presente
abordagem a tais sistemas.

4.1 Especificacoes de projeto para sistemas de 2a. ordem

Considere a figura abaixo, onde um sistema de controle com realimentacdo unitdria é
mostrado.

1S EH i
R(s) (s) (o) Yo

—
0

—

as]

Figura 20: Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada com retroagcdo unitdria
negativa

Apds a reducdo do diagrama de blocos considerando a realimentacdo unitdria negativa, a
fungdo de transferéncia do sistema, relacionando a saida C(s) (ou Y'(s)) com a entrada R(s)
fica:

T(s) = 3};53 T2t 25:18 + w? (4.1)

Esta funcdo de transferéncia é denominada Funcdo de Transferéncia em Malha Fechada,
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ou simplesmente FTMF. A partir de uma FTMF pode-se aplicar diversos sinais de entrada
R(s) e determinar, através da aplicagdo da transformada inversa de Laplace, a resposta do
sistema retroalimentado.

Considera-se inicialmente que o sistema em malha fechada dado pela FTMF da eq. [4.1]seja
excitado por uma entrada em degrau unitario u(t), cuja transformada de Laplace é L [u(t)] =
%. A saida Y'(s) deste sistema pode ser obtida diretamente a partir da FTMF (eq. )
fazendo-se R(s) = 1/s:

Y (s) w? 1 w?
T — — n > Y — T —_ = n
(S> % 52 +QCWnS+W% (S) <S)S 3(32+2Cwns+wﬁ)

Utilizando tabelas de transformadas de Laplace pode-se determinar a resposta no tempo
como

y(t)y=1- %ecw’ltsen(wnﬁt +6) (4.2)

onde

f=+1—C e O=arccos(() para 0< (<1

A constante w,, é a frequéncia ndo-amortecida do sistema, ao passo que ( representa o
coeficiente ou relacdo de amortecimento. A constante 6 é denominada angulo de fase e indica
0 quanto a resposta (saida) do sistema atrasa em relacdo a entrada (excitagdo). O fator w, /3
é comumente chamado wy, frequéncia amortecida.

Outro tipo de excitacdo utilizado para avaliar as caracteristicas da resposta de um sistema
dindmico é o impulso unitdrio ou delta de Dirac §(t), cuja transformada de Laplace é L [0(t)] =
1. Em termos da equacao da FTMF do sistema, eq. temos:

Y (s) w? w?
T(s) = = L = Y(s)=T 1) = n
() 1 52 4+ 2Cwy, s + w? (5) ()(1) 52 4+ 2Cwy, s + w?

Novamente, utilizando as tabelas de transformadas de Laplace obtém-se a resposta no
tempo

y(t) = %e‘c“’"tsen(wnﬁt)

A resposta no tempo do sistema dado pela eq. depende do pardmetro ( (coeficiente
de amortecimento). Os graficos das figuras 21| e [22 apresentam a resposta de um sistema de
segunda ordem em malha fechada dado pela eq. respectivamente para entradas em degrau
unitario e impulso unitdrio.

Um sistema é dito sub-amortecido ou sub-critico quando o coeficiente de amortecimento (
situa-se entre zero e um, critico quando ¢ = 1 e superamortecido quando ¢ > 1. Sistemas com
amortecimento sub-critico controlados em malha fechada e sujeitos a uma excitagdo em forma
de impulso unitdrio apresentam polos complexos conjugados com valor —Cw,, + w,+/1 — (%j
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Resposta a um degrau unitario

zeta=0

¥
T

0.8

0.6
zetaz2

0.4

Figura 21: Resposta de um sistema de segunda ordem a um degrau unitario em fung¢do do
coeficiente de amortecimento (

para cada frequéncia w,, conforme mostrado no grafico da figura ??. Verifica-se que quando
¢ = 0, ou seja, o sistema ndo é amortecido, os polos da funcdo de transferéncia localizam-se
sobre o eixo imagindrio jw e a resposta é oscilatéria, conforme mostrado na figura[22] Quando
¢ éigual a 1, os polos passam a ser reais €, a partir deste ponto, a resposta nao mais apresenta
oscilacdo.

4.2 Métodos de Sintonia de Ziegler e Nichols

Na nomenclatura de controle, sintonizar um controlador significa determinar os parametros
que atendam a uma dada especificacdo de desempenho. No caso de um controlador PID,
procura-se determinar os ganhos proporcional (K,), integral (K;) e derivativo (/) de modo
que a soma ponderada destes termos forneca uma saida que conduza a varidvel de processo
na direcao necessaria a eliminacao do erro.

Antes de iniciar a exposicao, convém relembrar alguns termos normalmente empregados:

K, ganho proporcional
K, ganho integral
K; ganho derivativo

Definem-se ainda:

g; = % onde T} é o tempo integral
%t =Ty onde T, é o tempo derivativo
P
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Resposta a um impulso unitario

y(t)/w

Figura 22: Resposta de um sistema de segunda ordem a um impulso unitdrio em funcdo do
coeficiente de amortecimento (

A partir destas definicoes, um controlador PID pode ser descrito pela expressao

1+ Tis + T, T8>
T;s ’

Gc = Kp (43)

onde G, representa o ganho do controlador.

A melhor maneira de sintonizar um controlador PID depende do modo como o sistema
responde ao controle. Seja, por exemplo, um processo cuja dindmica é lenta. Se um erro
é subitamente introduzido (uma mudanga na referéncia (setpoint), por exemplo), a reagcdo
inicial do controlador é determinada principalmente pelo termo derivativo. Isto fara com que
o controlador inicie a correcao no exato momento em que o erro deixa de ser zero. O termo
proporcional ird, em seguida, entrar em acao para manter a saida do controlador até que o erro
seja eliminado. Apds mais algum tempo, o termo integral também ird contribuir na correcao,
a medida que o erro acumula-se com o passar do tempo. Na verdade, o termo integral deverd
dominar a resposta, pois a diminuicao do erro é lenta (por hipStese, a dindmica da planta é
lenta). Mesmo apés a eliminacao do erro, o controlador continuard afetando a resposta, com
base na histéria dos erros que vinham sendo acumulados no integrador. A varidvel de processo
pode, entdo, apresentar um sobressinal, gerando um erro na direcao oposta.

Se o ganho integral ndo for muito elevado, este erro oposto subsequente serd menor que o
original, e o termo integral ird comegar a diminuir, pois erros negativos serdao adicionados aos
erros positivos previamente acumulados. A operacao descrita pode-se repetir diversas vezes
até que tanto o erro absoluto quanto o erro cumulativo sejam eliminados. Enquanto isso, o
termo derivativo ird continuar a influenciar a saida do controlador, baseado na derivada do
sinal de erro, sendo eliminado quando o erro for nulo.

Seja, agora, uma planta cuja dindmica é rapida. Neste caso, o termo integral ndo sera
predominante, pois os transitérios que originam os erros tendem a desaparecer mais rapida-
mente; em contrapartida, o termo derivativo tenderd a ser maior, uma vez que o erro muda
rapidamente.
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A esséncia da sintonia é, portanto, determinar o melhor conjunto de pardmetros que
atenda as necessidades do processo. Nos exemplos acima, o processo lento requer um valor
mais elevado para o ganho derivativo, fazendo com que a reagao do controlador a um erro
subito seja mais rapida. No processo mais rapido, entretanto, maiores valores de K tendem
a tornar a resposta muito oscilante, algo indesejavel, pois isto tende a desestabilizar o sistema.

Diversas técnicas matematicas e heuristicas para a selecdo de valores apropriados para
os ganhos do controlador PID tém sido desenvolvidos durante os ultimos 80 anos. Existem,
basicamente, trés correntes de estudo para a selecdo dos parametros do controlador:

1. Abordagem heuristica, isto é, baseada em tentativa e erro. Exige grande experiéncia do
projetista e nem sempre produz resultados aceitaveis.

2. Abordagem analitica, que envolve a obtencdo de um modelo matematico da planta. A
grande dificuldade desta abordagem é a modelagem de sistemas muito complexos, onde
as hipéteses simplificadoras podem acabar por inviabilizar o projeto de um controlador
eficaz.

3. Abordagem que mescla a experiéncia do projetista e utiliza ferramentas matematicas
para guiar a escolha.

Nesta categoria estdo as regras de sintonia de Ziegler e Nichols, publicadas por John
Ziegler e Nathaniel Nichols em 1942 e conhecidas como métodos de Ziegler e Nichols.

As regras de Ziegler e Nichols sdo particularmente vantajosas quando o modelo da planta
é desconhecido, o que entretanto ndo invalida sua utilizagao para sistemas com dindmica co-
nhecida. O objetivo destes métodos é projetar controladores PID que apresentem sobressinal
maximo de 25% quando o sistema é submetido a uma entrada em degrau. Tais regras conti-
nuam amplamente utilizadas devido a sua simplicidade e a sua aplicabilidade a diversos tipos
de processos. A sintonia pode ser efetuada in loco com o auxilio de experimentos utilizando
a planta.

4.2.1 Descricao dos métodos de Ziegler & Nichols
Método da curva “S”

Este método, conhecido também como método da resposta transitdria, é utilizado quando
um sistema em malha aberta sujeito a uma excitacdao em degrau unitdrio apresenta resposta
temporal cujo formato da curva é um “S", conforme mostrado na figura 23] Assim, o método
¢ aplicavel a sistemas que, em malha aberta, possuem dinamica criticamente amortecida ou
superamortecida. A filosofia do procedimento é fazer a planta operar em regime permanente,
promover uma perturbacao em forma de degrau e registrar graficamente a resposta do sistema.

As informagoes decorrentes do teste em malha aberta sdo o ganho em malha aberta K, o
atraso aparente L e a constante de tempo 7', obtidos graficamente. A funcao de transferéncia
real Y'(s)/R(s) pode, assim, ser aproximada por uma que corresponde a um sistema de primeira
ordem com atraso de transporte,

Y(s) Ke s

R(s) Ts+1 (44)
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y(®)

tempo
L T

Figura 23: Resposta de um sistema em malha aberta a um degrau unitario

Para um sistema cujo comportamento seja semelhante ao descrito acima, Ziegler e Nichols

sugerem adotar para o ganho proporcional, o tempo integral e o tempo derivativo de acordo
com a tabela abaixo

Controlador tipo | K, | T; Ty
P % 00 0
PI S las ] 0
PID L2ZL 1 2L | 0,5L

Observa-se que um controlador PID sintonizado pelo método da curva “S" é tal que

1 T 1 (s+1/L)?
=K, ([1+=—+Tys)=1,2—= (14— Ls) =0,6T———— 4.
G. p( +Tis+ ds) : L( +2LS+O,5 s) 0,6 . (4.5)

Assim, o controlador possui um polo na origem e dois zeros em s = —1/L.

Método da malha fechada ou do ultimo ganho

Para a utilizacdo deste método, considera-se um sistema em malha fechada incorporando
um controlador proporcional de ganho K, sujeito a uma excitagdo do tipo impulso unitério,
conforme representado no diagrama a seguir.

35



PME 3481 - CONTROLE E APLICACOES F. Trigo

Diagrama de blocos para a utilizagao do 2° método de Ziegler & Nichols, com R(s) = 1.

O método consiste em utilizar um controlador proporcional, escolhendo-se K, até que a
resposta ao impulso seja uma oscilagdo mantida, vide figura [24] Na pratica, isto corresponde
a fazer T; = oo e T; = 0. Ressalta-se que, se n3o for possivel a obtencdo de uma oscilacdo
mantida para algum valor de K, entdo o método ndo é aplicavel.

y(t)

tempo(s)

Figura 24: Resposta de um sistema em malha fechada a um impulso unitario para a deter-
minacdo dos pardmetros do PID através do 2° método de Ziegler & Nichols

Quando a resposta mostrada na fig. [24] é obtida, o resultado denomina-se ajuste de tltimo
ganho, sendo o valor Ky o ganho critico. A partir dai, determina-se graficamente o periodo
critico, p., e calculam-se os valores das constantes do controlador por meio da tabela abaixo:

Controlador tipo K, T; T,
P 0,50K | oo 0
PI 0,45K | 5P; 0
PID 0,60K | 0,5P, | 0,125P,
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Nota-se que a sintonia de acordo com a regra do ultimo ganho fornece um controlador PID

(s +4/P.)"
’ (4.6)

1
Gc:Kp<1+T

iS

+ Tds) =0,6K (1 + + 0, 125Pcs) =0,075K,F,

0,5PF.s

que possui um polo na origem e dois zeros em s = —4/Pec.

4.3 Exemplos

Exemplo 1

Seja a malha da figura subsequente, em que a fun¢3o de transferéncia da planta G(s) é dada

por
1

(1+5)(1+0,2s)(1+0,005s)(1+0,001s)
e (G, representa um controlador incorporado ao sistema. Aplicando os métodos de Ziegler &

Nichols, projete sistemas de controle P, Pl e PID e verifique a resposta a um degrau unitario
nos trés casos.

G(s) =

Solucao

Para a resolucao deste problema, recorre-se a scripts em Matlab.

Em primeiro lugar, é necessario verificar:

e se os métodos de Ziegler e Nichols se aplicam e;

e em caso afirmativo, qual dos métodos aplicar.

Assim, verifica-se, inicialmente, se a resposta do sistema em malha aberta, ou seja, so-
mente com a presenca da planta G(s), quando sujeita a uma entrada em degrau unitério,
possui a forma de um “S” para que o primeiro método seja aplicavel. O script em Matlab a
seguir foi utilizado:

#Determinacao da FT da planta do sistema:

clear all;close all;

nump=1;denl=[1 1]; den2=[0.2 1]; den3=[0.005 1];
den4=[0.001 1];
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den12=conv(denl,den?2) ;

denl123=conv(denl12,den3);

denp=conv(den123,den4)

printsys (nump,denp) ;

t£1=0:0.01:5;

[yp,xpl=step(nump,denp,tl); plot(tl,yp,’w’);grid;

xlabel (’tempo(s)’); ylabel(’amplitude’);

title(’Resposta do sistema em malha aberta a um degrau unitario’);

A resposta do sistema em malha aberta é mostrada na figura [25, onde verifica-se que o
formado da curva permite a utilizacdo do método da curva “S" para a obtencdo dos parametros
L e T. Graficamente, obtém-se L =0,15e T =1, 3;

Resposta do sistema em malha aberta a um degrau unitario

1 T T T T T T T T

0.9

0.8

0.7

amplitude
o o
o o

o
IS

0.3 .
0.2 _
0.1 —
0
(o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
tempo(s)

Figura 25: Resposta em malha aberta da planta G(s) a um degrau unitério

Uma das formas genéricas de controlador PID é dada pela eq. [4.3] que é exatamente a
utilizada no método de Ziegler & Nichols. As equagdes correspondentes ao método da curva
“S" sdo implementadas em Matlab conforme as instrucdes a seguir, e os controladores P, Pl e
PID s3o simultaneamente obtidos. Os resultados sao apresentados nos graficos da figura ?7?.

%#Determinacaoo dos controladores:

L=0.15; T=1.3;

numsis=T/L;

densis=denp;

[nummfp,denmfpl=cloop(numsis,densis,-1);
[yp,xpl=step(nummfp,denmfp,tl); plot(tl,yp,’w’);

xlabel (*tempo(s)’); ylabel(’amplitude’);

title(’Resposta do sistema em malha fechada com o controlador P’);grid;
figure;

%Controlador PI:

KP=0.9%T/L;
TI=L/0.3;
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numkpi=KP*[TI 1]; denkpi=[TI 0];
[numpI,denpI]=series(numkpi,denkpi,nump,denp) ;

[nummfpi,denmfpil=cloop (numpI,denpl,-1);

[ypi,xpil=step(nummfpi,denmfpi,tl);
plot(tl,ypi,’r’) ;xlabel(’tempo(s)’);ylabel(’y(t)’); grid;

xlabel(’tempo(s)’); ylabel(’amplitude’);
title(’Resposta do sistema em malha fechada com o controlador PI’);

%Controlador PID:
KP=1,2%T/L; TI=2%L; TD=0,5%L;
numkpid=KP* [TI*TD TI 1]; denkpid=[TI 0];
numpID=conv (numkpid,nump)

denpID=conv(denkpid,denp)
[nummfpid,denmfpid]=feedback (numpID,denpID,1,1,-1);

[ypid,xpid]l=step(nummfpid,denmfpid,tl) ;figure
plot(tl,ypid,’w’);grid;xlabel (’tempo(s)’);ylabel(’y(t)’);

xlabel(’tempo(s)’); ylabel(’amplitude’);

title(’Resposta do sistema em malha fechada com o controlador PID’);

Resposta o sistema em malha fechada com o controlador P

N\
/ \

[

[

\ o
3\ :
VT o~

2 25
tempols)

Simulagdes de um sistema de primeira ordem

Figura 26:
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Exemplo 2

Ainda com respeito a malha do problema anterior, considere a funcao de transfereéncia da
planta G(s) dada por

1
53 + 110s% 4 800s — 20000

Pede-se projetar, utilizando os métodos de Ziegler e Nichols, um controlador PID a ser colocado
no ramo direto (em série com a planta) de um sistema de controle com realimentag3o unitaria
negativa.

G(s) =

Solucao

Novamente, verifica-se a possibilidade e o tipo de método de Ziegler e Nichols a ser
aplicado.

Pelo primeiro critério de Routh-Hurwitz, ndo é dificil perceber que o sistema, em malha
aberta, é instavel, pois um dos coeficientes da equacao caracteristica é menor que zero. De
fato,

Y(s) 1
R(s)  s3+110s2 + 800s — 19999

A simulagdo desta FT a um degrau unitdrio (com o auxilio do Octave) fornece a resposta
dada na fig. 271 Conclui-se, portanto, que é impossivel utilizar o primeiro método de Ziegler
e Nichols. Recorre-se, entao, ao segundo método.

step: ju_1->y_1
0.012

0.01 /

0.008

0.006 =

0.004 - 1

0.002

/

-
0
-0.002
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
time [sl

Figura 27: Resposta em malha aberta de Y (s)/R(s) = 1/(s® + 110s% + 800s — 19999) a um
degrau unitdrio

Inicia-se a determina¢do de um controlador proporcional cujo ganho K, promova uma
oscilagdo mantida (sistema marginalmente estdvel) quando o sistema em malha fechada é
submetido a um impulso unitdrio. A maneira mais simples de efetuar tal ajuste, analiticamente,
é através do Critério de Routh-Hurwitz.

Considera-se um controlador proporcional com ganho K em série com a planta. A equacado
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caracteristica do sistema em malha fechada, com realimentacdo unitaria, fica

KO 3 2
1 — 0= 53+ 11052 + 8005 — 20000 + Ko = 0
t S 1 11052 + 8005 — 20000 s7 o sT A 5lls + o

Constroi-se a tabela de Routh-Hurwitz

53 1 800 0
52 110 Ky —20000 0
gl | 108000— K,

110
sY | Ko — 20000

Para que o sistema seja estdvel (e, marginalmente estdvel é uma condi¢do de estabilidade)
é necessario que:

1. todos os coeficientes sejam positivos. Assim,

Ky > 20000

2. nao deve haver trocas de sinal na primeira coluna:

108000 — K

K 1
110 > 0= Ky < 108000

3. se Ky = 108000, a linha inteira de s' se anula. Quando uma linha inteira é nula, a
linha imediatamente anterior aquela que se anulou fornece os coeficientes do polinémio
auxiliar, cujas raizes sdo os polos que tornam o sistema marginalmente estavel (oscilagdo
mantida). No caso em questdo, com K, = 108000 tem-se

1105 + 88000 = 0 =
s = +v/800j

4. afrequéncia natural do sistema nesta condigdo é determinada, wy = /800 = 28, 3rad/s.
O periodo critico é, entdo,

2
P=""_092s
wo

Graficamente, confirma-se o valor acima, com o auxilio do Octave, vide fig.

5. com o auxilio da tabela correspondente ao segundo método de ZN, obtemos os valores
para os parametros do controlador PID, a saber,

K, = 0,6K, = 64800
T, = 0,5P, = 0,11
T, = 0,125P, = 0, 0275
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40

impulse: |u_1->y 1

30

20 |

y(t)

20 |

-30

-40

0.1

0.2
time [s]

0.3

0.4

0.5

Figura 28: Resposta ao impulso unitdrio para Ky = 108000.

Isto fornece o controlador PID

6= 15 (

iS

1
1+T—+Td8

)

1
1+ — 2
+0 11$+0,0 758

?

)=

196, 02s% + 7128s + 64800

Ge

0,11s

6. simulacdo do sistema a uma entrada conhecida, por exemplo, degrau unitario. O primeiro
passo é obter a FTMF ja com o controlador acoplado,

Y 1 252 12 4
FTME — T(s) — () _ 96, 0252 4 71285 + 64800
R(s)  0,11s% + 12, 153 + 284, 0852 + 49285 + 64800
step: ju_1->y_1
25
2
1.5 - E
1 /\
0.5 / \\/
0 0 OI.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1I.6 1.8
time [s]

Figura 29: Resposta ao degrau unitdrio para o sistema controlado.
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Com auxilio do Octave, obteve-se a resposta mostrada na fig. [29, quando o sistema foi
submetido a um degrau unitdrio, na qual pode-se observar que que o valor do sobressinal é
excessivo (100%). H& necessidade de se efetuar um ajuste fino nos pardmetros estimados
através do método de Ziegler-Nichols. Ressalta-se, no entanto, que, sem o controlador, a
planta era instavel, o que demonstra a eficacia do projeto de acordo com tais regras.

A tarefa de sintonizar o controlador de forma a obter um sobressinal maximo de 25% é
deixada como exercicio para o estudante. Para tanto, deve-se recorrer a softwares como o
Matlab, Scilab, Octave ou similar.
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5 CRITERIOS DE DESEMPENHO GLOBAIS

Um critério ou indice de desempenho é a traducao matemdtica do comportamento global de
um sistema dindmico através de uma funcdo a ser maximizada ou minimizada. O sistema
de controle é étimo em relacao a determinado critério se os parametros de projeto forem
escolhidos de modo a tornar o indice de desempenho maximo ou minimo. Dorf (1998) define
indice de desempenho como “uma medida quantitativa do desempenho de um sistema [...]
escolhido de modo que a énfase seja dada a especificacOes de sistema importantes”.

Geralmente, procura-se ajustar os parametros do sistema de controle de forma que o
indice escolhido atinja um valor minimo, por exemplo: quais as caracteristicas de um sistema
de suspensdo ativa que tornam a oscilacio da cabine dos passageiros minima? Quais os
parametros de trabalho de uma turbina a gds para que o consumo seja minimo? Qual a
distribuicdo de massa em uma estrutura para que a espessura das vigas de sustentacio sejam
minimas?

Perceba que “minimizar um indice” significa obter o ajuste que melhor atende as espe-
cificagdes que, muitas vezes, podem ser conflitantes. Assim, cabe aos engenheiros a tarefa
de, além de projetar o sistema com base no critério escolhido, julgar a necessidade de efetuar
novas correcoes, em funcdo das necessidades e recursos disponiveis.

5.1 Critérios de desempenho

Critérios de desempenho sdo formulados em termos da minimizacdo de uma integral genérica
de um indice de desempenho I do tipo

1:/0 Fle(t),r(t), e(t), t)dt (5.1)

onde e(t), r(t), c(t) sdo respectivamente a fungdo de erro, a entrada de referéncia e a saida
do sistema. Os critérios mais utilizados sdo descritos brevemente a seguir.

1. Critério ISE
O critério ISE (Integral of the Square of the Error) é definido como

ISE £ /T e*(t)dt (5.2)

O limite superior é um tempo finito selecionado de forma arbitraria, sendo que uma
boa escolha é o tempo de assentamento 7;,. Este critério penaliza fortemente grandes
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erros, porém levemente os pequenos. Faz decrescer rapidamente um grande erro inicial;
consequentemente, apresenta resposta rdpida e oscilatéria, com pequena margem de
estabilidade.

2. Critério ITSE
Define-se o critério ITSE (Integral of Time multiplied by the Squared Error) como

T
ITSE = / te?(t)dt (5.3)
0

A minimizacdo deste critério permite obter controladores cujo efeito é penalizar leve-
mente os grandes erros iniciais e fortemente os erros menores ao longo do processo.
O desempenho de sistemas de controle projetados utilizando este indice é superior aos
obtidos com o ISE.

3. Critério IAE Define-se o critério IAE (Integral of Absolute magnitude of the Error) como
T
[AE & / e(t)|dt (5.4)
0

Projetos utilizando este critério apresentam bom desempenho apenas em sistemas cujo
amortecimento seja razoavel e que possuam resposta transitéria satisfatéria. Embora
dificil de implementar, é o mais difundido.

4. Critério ITAE

O critério ITAE (Integral of Time multiplied by Absolute Error) possui caracteristicas de
baixo sobressinal e bom amortecimento. A grande vantagem deste critério em relagcao
aos demais é sua maior seletividade, ou seja, o valor minimo da integral é facilmente
identificado em fun¢do da variacao dos parametros de projeto.

ITAE = /Tt|e(t)|dt (5.5)

5. Qutros critérios

Existe também a possibilidade de criar indices de desempenho baseados na combinagao
de um ou mais dos critérios acima, gerando os chamados indices mistos. Dois exemplos
de indices mistos seriam

1M1_/0 Hle(®)] + [e()])dt (5.6)

M2 = /O 20 + 2wt (5.7)

e assim por diante.

s

E interessante efetuamos uma comparacdo entre os desempenhos dos indices acima para
uma FTMF de segunda ordem do tipo T'(s) = ggz; = m cuja frequéncia natural é
wn = 1 rad/s, quando solicitada ao um degrau unitario. O grafico da fig. atesta a elevada

seletividade do sistema de controle projetado segundo o critério ITAE.
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5.2 Coeficientes para o critério ITAE

Como ja vimos, o método ITAE (Integral of Time Multiplied by Absolute Error - Integral
do Tempo Multiplicada pelo Erro Absoluto) é baseado na minimizagdo da integral de uma
funcdo do erro e do tempo. Os coeficientes que minimizam a integral desta funcdo foram
determinados para fun¢des de transferéncia em malha fechada genéricas na forma

Y(S) bo
T(s) = = 5.8
(s) R(s) s +by_1s" 1+ -+ bis+ by (58)

0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
C

Figura 30: Comparacao entre os indices de desempenho

Existem tabelas de coeficientes do método ITAE para funcdes de transferéncia em malha
fechada de ordem 1 até 6 para entradas em degrau unitario e em rampa. Os coeficientes sdo
dados em func3o da frequéncia natural n3o-amortecida, w,. A tabela de coeficientes ITAE
para uma entrada em degrau unitdrio é reproduzida a seguir.

TABELA DE COEFICIENTES ITAE PARA R(s) =1/s

5+ wy
s*+ 1, 4w, s + w?
s3+ 1, 75w, 8% + 2, 15w?s + w3
s+ 21w, 8% + 3,4w?s® + 2, Tw3 + w?
s° + 2, 8wy, st +5,0w2s3 + 5, 5w3s? + 3, dwls + wd
s+ 3.25w,,8° + 6, 6w2s" + 8, 6w3 s> + 7, 45wk s* + 3, 95wl s + WS

Quando a FTMF n3o apresenta apenas um termo constante by no numerador, é necessario
filtrar o sinal de entrada de forma a cancelar os zeros introduzidos pelo controlador PID, porém
tendo cuidado para manter o ganho estatico, ou seja, T'(s = 0). Tal procedimento serd melhor
compreendido através do exemplo a seguir.
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Vale destacar ainda que o coeficiente de amortecimento 6timo selecionado com base no
critério ITAE é 0,7. Para um sistema de segunda ordem, a resposta ao degrau é rapida e a
ultrapassagem percentual é de 4,6%.

5.3 Projeto de controladores PID pelo método ITAE

O projeto de controladores pelo método ITAE é explicado através de um exemplo e devida
simulagdo em computador, utilizando programas como Matlab, Octave ou Scilab, sendo os
dois dltimos de cédigo aberto.

Seja, portanto, a planta de segunda ordem dada por:

1

@) = T35y 1 0,269)

Para esta planta, projete um controlador PID a ser colocado no ramo direto com realimentagao
negativa e unitdria para que o sistema, solicitado a entrada em degrau unitdrio, possua as
seguintes caracteristicas de resposta: tempo de acomodagdo 7T, < 2 segundos; coeficiente de
amortecimento ¢ = 0,5. Utilize o método ITAE.

Solucdo

O diagrama abaixo ilustra a configuracdo solicitada:

G(s)

Y

R(s) Gc(s)

J— >

Figura 31: Diagrama de blocos para o exemplo
Utilizando a expresdo analitica para o tempo de assentamento determina-se w,,:

T, <2=w>4rad/s

— @
Adota-se w, =4 rad/s.

A FTMF (associagdo de G. e G em série e fechamento da malha através do ramo de
realimentacdo) para o diagrama de blocos acima fica:
Y(s) = Ge(s)G(s) Kis* + Kys + K;
R(s) 1+ G.(s)G(s) Kgs2+ Kps+ K; + 0,263 + 1,2652 + s

T(s) =

Como nas expressoes do critério ITAE o termo de maior ordem em s possui coeficiente 1,
divide-se a expressdo anterior por 0,26. Dessa forma,

T(s) = L&) _ 1 Kus? + Kps + K,
S — —
R(s) ~ 0,265 4 Miage 4 Tl o I
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Pelo critério ITAE, para uma FTMF de 3 ordem o polinémio do denominador é
§% 41, 75w, 5% + 2, 15w?s + w3,

e, quando igualado ao denominador da FTMF, fornece equagdes cujas incégnitas sdo os ganhos
do controlador PID. Assim:

1, 75w, = 22K — g, — 0,56

0,26
2,152 = He = K, =17,04
wy = d8 = K;=16,64

Tais calculos foram implementados em um script de Matlab, que também permitiu a
simulacdo do sistema controlado a uma entrada em degrau unitdrio.

%Script para projeto de PID pelo metodo ITAE -
Ta=2; zeta=0.5; omega=4/(Tax*zeta);

nump=1; denp=[0.26 1.26 1];

t=0:0.1:6;

Kd=1.75*omega*0.26-1.26;

Kp=2.15% (omega~2)*0.26-1;

Ki=0.26*(omega“3) ;

numpid=[Kd Kp Kil; denpid=[1 0];

numc=conv (numpid ,nump) ;
denc=conv(denpid,denp) ;

[numemf ,dencmf]=cloop (numc,denc,-1) ;

figure;

[yitae xitael=step(numcmf,dencmf,t);

plot(t, yitae); grid; gtext(’sem pré-compensador’); hold;

%filtro;
numfiltro=Ki;
denfiltro=numcnf;

[numfinal,denfinal]=series(numfiltro,denfiltro,numcmf,dencmf) ;
[yitae xitael=step(numfinal,denfinal,t);

plot(t,yitae,’-.");

gtext (’com pré-compensador’);

title(’Resposta a um degrau unitdrio com o PID ITAE’);
xlabel(’t(s)?); ylabel(’y(t)’);

A resposta do sistema em malha fechada com o controlador PID calculado acima é dada
na figura 32l Verifica-se que, apesar do tempo de assentamento dentro das especificagdes,
o sobressinal é de aproximadamente 30%, considerado muito elevado. O motivo para tal
anomalia é a presenca de zeros no numerador da FTMF do sistema controlado, pois as equacoes
do método ITAE pressupdem a existéncia apenas de um valor constante.

O problema é contornado pela introdu¢do de um pré-compensador ou filtro G¢(s) em
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série e antes do bloco correspondente a fungdo de transferéncia 7'(s), de modo a filtrar o sinal
de entrada. A func3o de transferéncia do pré-compensador deve ser escolhida de tal forma
a manter o ganho estatico. Portanto, fazendo s = 0 na expressdo de T'(s) verifica-se que o
ganho estdtico é unitario. Assim,

CKys?+ Kps+ K;

Gr(s)T(s)]s=0 = 1= Gy(s)

A parte denominada “filtro” no script anterior em Matlab é responsavel pela simulacdo do

Resposta a um degrau unitario com o PID ITAE

T T
sem pré—compensador

Figura 32: Resposta em malha fechada do sistema do Exemplo a um degrau unitario

sistema com o pré-compensador. No gréfico da figura [32] verifica-se que a presenca do filtro
provoca a diminuicdo do sobressinal até cerca de 3%, mantendo a caracteristica de resposta
rdpida.

Exemplo 3
Um problema comum em inddstrias quimicas e petroquimicas é o controlde de nivel de fluidos
armazenados em tanques, misturadores e vasos de pressdo. Considere a planta dada no

diagrama da figura |33, em que se deseja, através da acao de uma bomba, manter constante
a altura no tanque 2.
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Tangue |

A= fdm

Hio

<,
Tangue de campensacan

w

Figura 33: Representacdo esquemdtica do sistema de controle de nivel de tanque e respectivos
parametros geométricos

Os parametros do modelo s3o:

A= 0,64m? 4rea da secdo transversal do tanque superior
¢= 0,910~ vazdo na bomba em m?/s
hi0 = 0,25m nivel de dgua no tanque 1

hs0 = 0,35m nivel de d4gua no tanque 2

w= 1,0m largura do tanque 2
r= 0,25m raio do tanque 2
Cy = 4,0m®? restricdo na saida do tanque 1

Cy = 4,0m%? restricdo na saida do tanque 2

A funcdo de transferéncia do sistema em malha aberta é dada por: (77)

H2 a3b1
i 5.9
Q s?2 — (a1 + aq)s + ara4 (5.9)

Os valores a1, by, as, e ay sdo calculados a partir de:

a = —_Cl
LT 24V
1
bl = Z
B C1vhio
as =
4h10w\/r2 — (T — h20)2
o _CQVhQO
7

4h20w\/r2 — (T’ — h20)2

Dessa forma, escolhidos os parametros de projeto (dados pelas constantes aq, by, as, e ay)
pode-se representar o sistema em malha aberta e controlado em malha fechada por diagramas
de blocos conforme mostra a fig. [34}
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TANQUE 1 TANQUE 2
s) ) Hy (s
] By - g I
5 5y
LN}
s} b
— 1
Lok}
H 53
o) by I . 3 s
PID -
il iy

(b

Figura 34: Diagramas de blocos (a): para o sistema original (sem controle - malha aberta) e
(b): para o sistema com proposta de controle por malha fechada

Pede-se projetar controladores PID utilizando os métodos de Ziegler & Nichols e ITAE
de forma a manter o nivel no tanque 2 constante e igual a 0,35m (degrau de amplitude
0,35m). Para efeito de projeto do controlador, desconsidere o distirbio (no caso, uma vazdo
Qa4 = 10 (/s alimentando o tanque 2) mostrado na figura [34]

Solucdo

1. Método de Ziegler & Nichols

A resposta do sistema em malha aberta a um degrau unitdrio é dada na Figura [35
O formato da curva permite a utilizacdo do Método da curva “S” para se obter os
parametros:

L = 0.0438s
T = 0.3938s

O controlador PID, segundo a tabela de Ziegler & Nichols para a curva “S" sera:
T
K,=12—=10,8
p I L 9

T, = 2.0L = 0, 0876
T, =0,5L = 0,0219

Assim, a equacdo do controlador PID por Ziegler & Nichols fica:

TiTys* + Tis + 1
Gc:Kp|: as” + 8+:|

T:s
Os resultados obtidos estao mostrados abaixo:
>>proj
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Resposta do sistema original ao degrau unitario
0.3 E— T T T —

0.25f : N

J0.15F -
T
01k , . . ._

0.05 ' .

0 Il 1 L L 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tempo(s)

Figura 35: Resposta do sistema em malha aberta a um degrau unitério

Kp =
10.7890

Ti =
0.0876

Td =
0.0219

A resposta do sistema com realimentacdo a um degrau de amplitude Hyy = 0,35 m
é mostrada na Figuras [36] Verifica-se, conforme indicado na Figura para o degrau
Hyy =10,35 m,E] que o sobresinal é de 46, 7%, considerado excessivo, e que o tempo de
acomodacao é de aproximadamente 1,8 segundos.

2. Projeto pelo método ITAE
O controlador projetado pelo método ITAE é da forma

K;s% + Kps+ K;

s

Grrag(s) =

A associacao do controlador ITAE em série com a planta formada pelos dois reservatérios
¢ dada por

Ky + K,s + K; asb
GITAE(5> : Gplanta(s) = d L : Skt

s s?2 — (a1 + aq)s + aray

agbl(KdSQ + KpS -+ Kz)
§3 — (a1 + a4)s2 + a1a48

G[TAE(S) : Gplanta(s) =

'No caso do controlador projetado segundo o método de Ziegler & Nichols e nos demais escolheu-se
a resposta a um degrau Hyy = 0,35 m para a representacdo do sobresinal em termos de ultrapassagem
porcentual pois este degrau é o setpoint desejado. Os resultados para um degrau unitdrio sdo idénticos.
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Resposta do sistema com PID Ziegler—Nichols curva "S" ao degrau H20=0,35m

0-6 T T T T T T T T
UP =46.7
05 - N - . . - e .
0.4f 1
Eoal .
I

0.2t : : |
0.1} _

0 1 1 il 1 il il il 1 il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

tempo(s)

Figura 36: Resposta do controlador PID Ziegler & Nichols a um degrau Hyg = 0,35 m

A FTMF para o sistema realimentado fica:

asby (Kd82 + Kps + Kl)
s3 — (a1 + a4)s% + a1a4s + azby (Ky4s? + Kps + K;)

I(s) =

a3bl (Kd82 + Kps + Kz)
53 + (Cl3b1Kd — Qa1 — CL4)S2 + (agble + CL16L4)8 + agblKi

T(s) =

Adotando como parametro de projeto que o tempo de acomodacdo 7}, seja de 1 segundo
para uma entrada em degrau e a frequéncia ndo-amortecida w,, seja de 14 rad/s (valores
arbritrarios que, se atingiveis, tendem a tornar a resposta rapida), calcula-se os ganhos
do controlador para o polindmio em s® do critério ITAE conforme abaixo:

L, 7w, +a; +a+4

K,
d a3b1
Ko 2,15w? — ajay
P a361
A
e a;»,bl

Com o auxilio do script em Matlab obteve-se:
ta =

wn =
14
Kd =
0.7972
Kp =
27.5169
Ki =
201.1934

23



PME 3481 - CONTROLE E APLICACOES F. Trigo

A resposta do sistema com o controlador PID em malha fechada a entrada em degrau de
Hyy = 0,35 m é mostrada na figura 37| Verifica-se que o sobresinal é de ~ 26%. Isto
ocorre pois a utilizacao das expressoes do critério ITAE pressupoe que o denominador
da FTMF n3o possua zeros, o que nao é o caso, como ja havia ocorrido no exemplo
anterior.

Para corrigir tal deficiéncia utiliza-se um pré-compensador ou filtro para cancelar os zeros
da fungdo de transferéncia, porém mantendo o ganho estético, ou seja 7(0) = 1. O
pré-compensador serd entao:

B 2744
10,8752 + 375, 3s + 2744

Gy(s)

Este pré-compensador é incorporado a malha do sistema logo apds a entrada Hyp(s). A
resposta a entradas em degrau de 0,35 m estd figura 38, O sobresinal ndo ultrapassa
2%, e o tempo de acomodacdo € inferior a 1 segundo.

Resposta ao degrau H20=0,35m com PID-ITAE

0.45 T T T T T T
UP = 25.98

0.4

0.35

0.3

025

H2(m

0.2

0.15

0.1

0.05

) 1 L 1 1 L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

tempo(s)

Figura 37: Resposta do controlador PID ITAE sem pré-compensador a um degrau Hyy =
0,35m

Para que este controlador possa ser considerado totalmente satisfatério seria ainda ne-
cessdrio verificar suas caracteristicas de rejeicao ao distlrbio proposto anteriormente
(vazdo de 10¢/s alimentando diretamente o tanque 2). Tal verificagdo sera deixada
Como exercicio.
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0.4

Resposta ao degrau H20=0.35m com PID-ITAE e pré—compensador

0.35[

0.3

0.25[

0.2r

H2(m)

0.15F

01

0.05F

UP =1.977

Figura 38: Resposta do
0,35 m

0.2

controlador PID

0.4

0.6
tempo(s)
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ITAE com
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6 ANALISE DE RESPOSTA TRANSITORIA

6.1 Introducao - Sistemas de 1 e 2 ordem

Agora que ja possuimos uma boa ideia acerca do comportamento do sistema em regime per-
manente, apds “dissipar’ a parte transitéria, cabe-nos conhecer melhor a resposta transitoria
uma vez que, muitas vezes, ela é mais importante que o desempenho em regime. O critério
ideal para projeto de qualquer sistema é que o erro seja, ou tenda, a zero a qualquer momento.
Como isto é impossivel, deve-se estabelecer um critério que melhor adapte as caracteristicas do
sistema ao desejado. Para sistemas SISO como os que estamos estudando, é comum efetuar-se
a analise da resposta transitéria em duas situagoes:

e para entradas ndo-periddicas (degrau, rampa, impulso etc.)

e para otimizar o comportamento do erro no estdgio inicial

Analisaremos sistemas SISO de 1% e 2% ordens; cabe, portanto, defini-los. Em primeiro
lugar, ordem refere-se ao maior expoente do polinémio na varidvel complexa s, que representa
uma fungdo de transferéncia. Para maior esclarecimento, considere o diagrama da Fig. [39
em que um sistema de controle com realimentacdo unitaria negativa é mostrado.

R(s E(s) Pl
© &(s) e

Figura 39: Diagrama de blocos de um sistema genérico em malha fechada

A ordem de uma planta é dada pelo maior expoente em s da funcao de transferéncia da
planta. Assim, se G(s) é dada na forma genérica

G(s) = —, (6.1)

com 7 constante (estudada a seguir) a planta é de primeira ordem. Quando G(s) é dada na
forma genérica

G(s) = S(SJF—SC%), (6.2)
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com w e ( constantes (estudadas a seguir), a planta é de segunda ordem.

Por outro lado, a ordem do sistema refere-se a FTMF do sistema como um todo, ou seja,
FTMF = ;8 Nos dois casos precedentes, as FTMFs ficariam

Y 1
Rg; b para a planta de la. ordem (6.3)

Rs) = T "y para a planta de 2a. ordem (6.4)
s s WnS + w2

Verifica-se, neste caso particular, que os dois sistemas em malha fechada também sao de
la. e 2a. ordem, respectivamente. Deve-se atentar para o fato de que ordem de uma planta
ou sistema é bem diferente de tipo de um sistema, pois este ultimo refere-se as caracteristicas
da FTMA, conforme ja vimos.

6.2 Resposta transiente a uma excitacao conhecida

Vamos considerar sistemas de 1la. e 2a. ordem e obter sua resposta aos sinais nao-oscilatérios
degrau e rampa.

6.2.1 Sistemas de primeira ordem

Seja o sistema de primeira ordem representado pelo diagrama de blocos da figura precedente.

Com G(s) = % a FTMF fica }};Eg = ﬁ . Estudemos a resposta deste sistema a uma

entrada em degrau unitario, R(s) = 1/s.

R(s) T s+l — (65)
Y(s) = §731+ = (6.6)

Utilizando a transformada inversa de Laplace para a equagdo acima, chega-se a seguinte
resposta temporal:

y(t) =1—et/" (6.8)

Por sua vez, o erro é dado por
e(t)=r(t)—y(t)=1—(1- e_t/T) =t (6.9)
No limite, com t — co = e(t) =0 (6.10)

O valor 7 é denominado constante de tempo do sistema. Observe que, para t — oo, a
resposta tende a unidade, tao mais rapidamente quanto menor o valor de 7. A resposta do

LA planta G(s) representa tipicamente um circuito RC ou um sistema de controle de temperatura.
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sistema corresponde a 63,2% da resposta final para ¢t = 7, como pode ser facilmente verificado
substituindo-se ¢t = 7 na eq. [6.8] Valores para a resposta c(t) e o erro e(t) = r(t) — c(t) sdo
mostrados nos graficos da Fig. [40} para vérios mdltiplos de 7.

Conclui-se que, para t > 47, a resposta mantém-se a 2% do valor final, limite este que
sera explorado no projeto de sistemas de controle.

1T

c(t)

TUT or 3T a7 5T t
e(t)

T 2T 3T aT 5T !

Figura 40: Resposta de um sistema de primeira ordem um degrau unitdrio

A resposta a uma rampa, R(s) = 1/s? ficaria

1 1
Y(s)=— 11
(s) s21s+1 (6.11)
kq ko ks

(6.12)

7s+1 S 52

Utilizando o método visto nas secdOes anteriores, calculamos as constantes k1, ks e k3 por

ki = (15 + 1)Y(8)|see1/r = 77 (6.13)
k3 = 82V (5)]sm0 = 1 (6.14)
d d 1 -1
ky = — [s*Y = — = ————=.T|s=0 = =T 1
27 ds L (8)}5:0 ds |:7'S + 1L:0 (15 +1)? Tls=0 (6.15)
Assim, ,

1

Y(s)=—— — 24— (6.16)
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que, apods aplicacdo da transformada inversa de Laplace, fornece

y(t) =T1e " — 74+t ou, ainda, (6.17)
y(t) =1(=1+e ")+t (6.18)

Interessa-nos o erro e, desta forma,

e(t) =r(t) —y(t) =t — [r(~=1+ e ")+ 4] = T(1 — /") (6.19)

A equacao acima mostra-nos que, para t = oo,
e(c0) =T, (6.20)

ou seja, 0 erro em regime permanente é constante, tornando evidente que a resposta do sistema
ndo é capaz de acompanhar o sinal de entrada. Observa-se que isto ocorre pois a FTMA do
sistema representado na Fig. é G(s) = 1/7s, o que caracteriza um sistema do tipo 1.
Conforme estudado no médulo anterior, sistemas do tipo 1 apresentam erro constante em
regime permanente; para a eliminacdo do erro, seria necessaria a presenca de um integrador
no sistema de malha fechada.

O exemplo a seguir apresenta simulagdes de um sistema de la. ordem submetido a
entradas em degrau unitdrio e rampa unitaria.

Exemplo 1
Ainda com respeito ao diagrama de blocos da Fig. 39 seja G(s) = 1/0,4s (constante de
tempo 7 = 0,4) a FT da planta. Determinar a resposta em regime permanente a um degrau
unitdrio e a uma rampa unitaria na entrada.

Solugao

O cédigo da Fig. [41] em linguagem do Matlab, foi utilizado para as simulagdes. Os
graficos correspondentes as respostas temporais estdo na Fig. [42]

Com relagdo aos resultados, cabem alguns comentarios. Na Fig. a), quanto maior o
valor da constante de tempo 7, mais lenta é a resposta do sistema a excitacdo em degrau
unitario. O aumento na constante de tempo 7" implica em um sistema que possui maior inércia
(massa, térmica, capacitancia) e, portanto, possui aceleracdo mais lenta.

Quanto a entrada em rampa, Fig b), observa-se que o aumento na constante de
tempo leva a resposta a desviar-se mais do sinal de referéncia, pelos mesmos motivos citados
anteriormente. Conforme resultado analitico, eq. [6.20] o erro em estado estaciondrio é igual a
constante de tempo 7. Ressalta-se que a correcao necessaria para que o sinal de rampa seja
efetivamente rastreado pela resposta do sistema deveria ser obtida através de um controlador
(no caso, integral).

6.2.2 Sistemas de segunda ordem

Seja um servossistema rotativo composto por um controlador proporcional de constante K e
elementos de inércia e dissipativos, respectivamente momento de inércia e atrito viscoso. O
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% Exemplo sistema de la. ordem

% resposta ao degrau

T=0.8 %constante de tempo do sistema

numg=1; deng=[T 0];

printsys (numg,deng,’s’);

[numft, denft]=feedback (numg,deng,1,1,-1); %determinagdo da FTMF

t=0:0.05:2; %criagdo do vetor de tempos

rampa=t; %criagdo do sinal de rampa

[yl, x1]=step(numft,denft,t); %simulagdo a uma entrada em forma de degrau unitdrio
plot(t,yl,’c’); %grdfico da resposta c(t);

grid; %acrescenta uma grade ao grafico

gtext (' T=0,8'); %insere texto no grafico utilizando o mouse

title(’Sistema de la. ordem - resposta ao degrau unitdrio’)%titulo do grafico
xlabel ('tempo (s)’); %rotulo do eixo das abcissas

ylabel ('amplitude’); %rotulo do eixo das ordenadas

close all;

%resposta aa rampa

[y2,%x2]=1sim (numft, denft, rampa,t); %$simulacao a uma entrada em rampa durante o tempo t.
plot (t,rampa,'b’); hold;

plot(t,y2,’c’); gtext('T=1,2");

title(’Sistema de la. ordem - resposta a rampa unitdria’)

xlabel ('tempo (s)’);

ylabel (' amplitude’);

Figura 41: Sequéncia de comandos (“script”) em Matlab para simulacdo de um sistema de
la. ordem

Sistema de 1a. ordem - resposta ao degrau unitario Sistema de 1a. ordem - resposta & rampa unitaria
1 T T — I T i ———] 2 T T T T T T T T

09k : T=04 3| 18k : +
0.8l ; 1| 16k
07k 1 14k . - . . . . . ._
T=0,2

0.6F- : . . B . P 1.2F . - : 4

amplitude
o
&
T
amplitude
T
i

e
©
T

0.4 T=0.4 4

0.3 . . . 4 08 i . e 7 i A
T=1.2

0.2/ B 0.4 - 4

0.1 - 0.2 A

0 L L L L L L L L L 0 y L 1 L L 1 L L L
0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14 16 1.8 2

tempo (s) tempo (s)

Figura 42: Simulages de um sistema de primeira ordem

TMA para um sistema deste tipo garante que
JE(t) + be(t) = T(t) (6.21)

com J momento de inércia da carga e b coeficiente de atrito viscoso. A saida y(t) do sistema
deve ser entendida como uma posicao angular; entretanto, para uniformizacdo na notagdo,
optou-se por manter y(t).

Utilizando transformadas de Laplace na eq. [6.21] com condigdes iniciais nulas obtém-se a

funcdo de transferéncia
Y (s) 1

(6.22)

ou seja, uma planta de segunda ordem.

Considere, agora, que um controlador proporcional serd adicionado ao sistema de malha

60



PME 3481 - CONTROLE E APLICACOES F. Trigo

fechada que contém tal planta, conforme mostrado na Fig. 43

R(s) E(s) U(s) s
GC(S) —; G;J(S} Y(S) >

T B(s)

Figura 43: Planta de 2a. ordem em malha fechada

A FTMF para esta malha fica

Y (s) K
= 6.23
R(s) Js2+bs+ K (6:23)
Dividindo o numerador e o denominador por J obtém-se
Y K
&) (6.24)

R(s) s24+Lts4+ &

Na literatura de controle é praxe fazer-se

K

A
%zQCwn

onde w, é a frequéncia natural do sistema e ( é o coeficiente de amortecimento. Com tais
definicdes, a FTMF de um sistema de segunda ordem assume a forma-padrdo (ou genérica)

da eq.

Y (s) w?
= n 6.25
R(s) 524+ 2Cw,s + w2 (6:25)

De acordo com a eq. [6.25, o comportamento dindmico de um sistema de 2a. ordem fica
caracterizado por 2 parametros, w,, e (. Esta afirmacdo pode ser comprovada quando os polos
da FTMF sao calculados:

§% 4+ 20wps + w2 =0 = (6.26)
—2Cw, £/ (2Cwy,)? — 4w?
P12 = ‘ \/(2< ) — (6.27)

P12 = _Cwn + Wn\/ C2 -1 (628)
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Portanto, de acordo com a eq. [6.28] tem-se:

se 0 < ( < 1= polos de malha fechada s3ao complexos conjugados
se ( =1 = dois polos reais e iguais, o sistema nao oscila

se ( >=> dois polos reais negativos distintos, o sistema nao oscila

Vamos analisar agora a resposta transitéria para um sistema de segunda ordem quando
submetido a uma entrada em degrau unitédrio r(t) = w(t), cuja transformada de Laplace é
L[u(t)] = 1/s, e a um impulso unitdrio, cuja transformada de laplace é L[)(t)] = 1, para os
trés casos descritos acima.

0 < ¢ < 1, caso subcritico ou subamortecido, com r(t) = u(t) e r(t) = 6(¢)

Quando 0 < ¢ < 1, o sistema é dito subcritico ou subamortecido. A resposta a uma entrada
em degrau unitario fica, no dominio da frequéncia,

1 w2
Y(s) = - ” 6.29
() s 82+ 2Cwps + w2 ( )

Utilizando tabelas de transformadas de Laplace chega-se a resposta temporaE]

1 w? 1
y(t) =L n =1— ————c “rlsen(wgt + @) (6.30)

gs2+2(wns+wﬁ NS

Os novos pardmetros wy € ® sao denominados respectivamente frequéncia amortecida e
angulo de fase e, numericamente, correspondem a:

wg = wp/ (1 —¢?) (6.31)
® = arccos(() (6.32)

A constante ¢ indica o quanto a resposta (saida) do sistema atrasa em relagdo a entrada
(excitagdo). A dindmica da resposta oscilatéria em sistemas subamortecidos pode ser enten-
dida quando se analisa o comportamento dos polos da FTMF no plano complexo em funcado
do coeficiente de amortecimento ¢, conforme mostrado na Fig. [44]

Verifica-se, nesta figura, que os polos complexos possuem médulo

Ip12| = \/(—Cwn)2 + (:I:wn\/l — CZ)Q = wy, (6.33)

2Este resultado é obtido efetuando-se a decomposicio em fracdes parciais e aplicando-se a transformada
inversa de Laplace a cada termo separadamente. No entanto, como sistemas de 2a. ordem submetidos
a entrada em degrau sdo comuns, tabelas que fornecem resultados diretos s3o disponiveis na literatura de
controle.
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Ajw
i

¢
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Figura 44: Representacao no plano s das raizes de um sistema de 2* ordem para w,, constante
em funcdo de ¢

e que o calculo do angulo de fase na eq. [9.21] justifica-se pois
(Wn

Wn

cosd® =

— & = cos ' (() (6.34)

Observa-se que, a medida que o coeficiente de amortecimento diminui, a parte real negativa
diminui, tornando o sistema mais oscilante (maiores amplitudes de oscilagdo e pouco amorte-
cimento), com a resposta totalmente oscilatéria quando ¢ = 0. Por outro lado, o aumento
no coeficiente de amortecimento torna o sistema menos oscilante pois a parte real negativa
da resposta aumenta em mddulo, tendendo a um sistema totalmente sem oscilacdo quando

¢=1

Quando o sistema recebe um impulso unitario, a tnica diferenca na resposta é a auséncia
do polo em s = 0 que existe quando a entrada é um degrau. Assim, a resposta temporal é
dada por

y(t) = Le_c“’"tsen(wdt), (6.35)

1—¢2
cujo comportamento dinamico em funcado de ( é idéntico ao descrito para o caso anterior. Cabe

ressaltar que a resposta acima poderia ter sido obtida derivando-se a eq. em relagdo a t,
uma vez que o pulso unitario é a derivada temporal do degrau unitdrio.

¢ = 1, caso critico, com r(t) = u(t) e r(t) = 6(¢)

Quando o sistema é critico, os polos a FTMF com entrada em degrau unitario e seus polos

ficam, de acordo com a egs. e

w? w?
Y(s)= L = L 6.36
(5) $(82 4 2w, +w2)  s(s+wy,)? (6.36)
P12 = —Wn (6.37)
ps =0 (6.38)
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A expansdo em fragdes parciais da eq. fornece

Vi(s)= b L W (6.39)

s stw, (s+w,)?

e a resposta no tempo fica
y(t) =1 —e " —w,te ™ =1 — e (1 + w,t), (6.40)

ou seja, a resposta é ndo-oscilatdria e exponencialmente crescente até 1.

Para uma entrada em impulso unitario, a resposta é:

y(t) = wite !t (6.41)

¢ > 1, caso superamortecido, com r(t) = u(t) e r(t) = 6(t)

Um sistema supercritico, quando submetido a uma entrada em degrau unitario, apresenta 3
polos reais, sendo um nulo e dois negativos e distintos, conforme mostram as egs. e[6.29|
Assim,

(A)2 w2
) = T2 ta?) ~ 5+ (6.42)
P2 = —Cwn £ —1 (6.43)
p3 =0 (6.44)

A expansdo em fracdes parciais de maneira analoga ao caso anterior fornece:

Y(s)= <+ i (6.45)

s (5+Cwn_wn\/C2_1)(3+Cwn+wn\/c2_1)

Utilizando tabelas de transformadas de Laplace e manipulagdes algébricas, chega-se a
resposta temporal abaixo:

—s1t —sat
y(t) =14 —=n (68 ¢ ) (6.46)

24/ —1 1 52

com 81 = (W, — wp/C? — 1 e 89 = Cwy, + wpy/C? — 1.

Observa-se que, quando ¢ for muito maior que 1, um dos polos situar-se-a sobre o eixo real
negativo muito afastado da origem. Supondo-se que s; seja tal polo, veremos mais adiante
no curso que o outro polo (neste exemplo, s;5) pode ser considerado dominante em relagdo a
s1. Com isso, o efeito de s; pode ser desprezado (pois sua influéncia sobre a resposta decai
exponencialmente muito mais rdpido que a exercida pelo outro polo) e a resposta temporal
simplificada torna-se:

y(t) = 1 — e~ (VE@T)ent (6.47)
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A resposta a um impulso unitdrio seria simplesmente a eq. sem a unidade e com o
sinal do termo exponencial trocado.

Toda a discussao acima pode ser entendida com maior clareza através de grificos mos-
trando as respostas no tempo em funcao do coeficiente de amortecimento (.

Os graficos das figuras [45| e [46| apresentam a resposta de um sistema de segunda ordem

em malha fechada dado pela eq. respectivamente para entradas em degrau unitdrio e
impulso unitario.

Resposta a um degrau unitario

y(t)

Figura 45: Resposta de um sistema de segunda ordem a um degrau unitdrio em funcdo do
coeficiente de amortecimento (

Resposta a um impulso unitario

y(t)w

Figura 46: Resposta de um sistema de segunda ordem a um impulso unitario em fun¢ao do
coeficiente de amortecimento (

Exemplo 2 - Desempenho de um sistema de 2a. ordem
Seja o diagrama de blocos da Fig. [43] Vamos estudar o desempenho deste sistema, cuja
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FTMF é dada pela eq. [6.24, Fazendo £ = 1, J = 10 e b = 8,0, pede-se determinar a
resposta em regime permanente a um degrau unitdrio € a uma rampa unitdria na entrada.

Solucao

O cédigo da Fig. [47] em linguagem do Matlab, foi utilizado para as simulagdes. Os
graficos correspondentes as respostas temporais estdo na Fig. [48]

%Exemplo sistema de 2a. ordem

%entrada em degrau;

clear all

k=1; J=10; b=8.0;

numcont=1; dencont=1;

numcont=k;

numg=1; deng=[J b 0];

[numftma, denftma]=series (numcont, dencont,numg,deng); %conecta duas FTs em cascata
printsys (numftma,denftma,’s’)

[numftmf, denftmf]=feedback (numftma, denftma,1l,1,-1);
t=0:0.1:6;

[ys,xs]=step (numftmf, denftmf,t); %simula entrada em degrau
plot(t,ys,’g’); %grid;

gtext ('K=100");

title(’'Sistema de 2a. ordem - resposta ao degrau unitdrio’);
xlabel ('tempo (s)’);

ylabel ('posigdo de saida (rad)’);

%entrada em rampa

rampa=t;

[yr,xr]=1lsim (numftmf, denftmf, rampa,t); %simula entrada em rampa
plot(t,yr,'c’); %grid;

gtext ("K=1");

title(’Sistema de 2a. ordem - resposta a rampa unitdria’);
xlabel ('tempo (s)’);

ylabel ('posigdo de saida (rad)’);

Figura 47: Sequéncia de comandos (“script”) em Matlab para simulagdo de um sistema de
segunda ordem

Observando-se as figuras |48| percebe-se que, a medida que o ganho do controlador pro-
porcional aumenta, o sistema torna-se mais “rigido”, isto é oscila menos. Em contrapartida,
no caso do degrau, por exemplo, é necessdrio um tempo maior para que o erro em regime
permanente atinja o valor nulo. Para a entrada em rampa, percebe-se que a elevacdo da
valor do ganho proporcional tende a afastar a resposta da rampa procurada, evidenciando a
necessidade de utilizar-se um controlador mais complexo.

Como vimos, os valores dos parametros ( e w,, influenciam bastante a resposta dindmica
de um sistema. Durante o projeto de tais sistemas, o engenheiro pode escolher tais valores de
forma a satisfazer necessidades especificas. Os critérios utilizados para tal serdo discutidos na
préoxima secao
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Sistema de 2a. ordem - resposta a rampa unitaria
T T T T T

Sistema de 2a. ordem - resposta ao degrau unitario 6
T T T T T

T
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Figura 48: Simulagdes de um sistema de segunda ordem para entradas em degrau e rampa
unitarios.

6.3 Especificacoes de projeto para resposta transitoria de
sistemas de 2a. ordem

O projeto de um sistema de controle depende das caracteristicas desejadas da resposta no
tempo de tal sistema quando submetido a entradas de teste como o degrau unitdrio e o
impulso unitario. Define-se para sistemas de segunda ordem em malha fechada submetidos
a uma excitacdo em degrau unitario alguns parametros utilizados no projeto do controlador
visando atender a um desempenho pré-estabelecido. Os parametros mais usuais sdo o tempo
de subida T}, tempo de pico T, ultrapassagem porcentual UP, o maximo pico M, e o tempo
de assentamento ou de acomodacdo T,. O grafico da figura apresenta os parametros
citados de forma esquemdtica e definidos conforme se segue:

e tempo de subida 7}: tempo necessario para que a resposta passe de 10 a 90 % de seu
valor final, no caso de sistemas superamortecidos, e de 0 a 100% no caso de sistemas
sub-amortecidos;

e tempo de tipo 7}, tempo necessdrio para que a resposta atinja o valor maximo;

e ultrapassagem porcentual U P: maximo valor atingido pela resposta em relacao ao sinal
unitario de referéncia;

e maximo pico ou sobre-sinal M,: valor maximo atingido pela resposta;

e tempo de acomodacdo T,: tempo necessario para que a resposta alcance e permaneca
dentro de uma faixa de desvio em torno do valor final desejado. Tal faixa é especificada
normalmente entre 2% e 5% do valor final.

Para sistemas de segunda ordem em malha fechada com realimentacao unitdria e negativa
sujeitos a uma entrada em degrau unitario, os valores dos parametros relacionados acima
podem ser analiticamente calculados através das expressoes:
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Resposta ao degrau unitdrio
Mp ————————— |
I
I
I
|
; | TOL. +/- 2% ou 5%
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T
<« Tp tempo
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Figura 49: Pardmetros de desempenho de um sistema de controle (adaptado de Dorf & Bishop,
1998; Ogata, 1990)

T—&

T, = (P definido na fig. (6.48)
Wy
s s
Io—=_ = __ 6.49
Vo e w (6.49)
M, =14 e ™/V1=¢ (6.50)
UP = 100e ™/ V1=¢ (6.51)
4
T,2%) = 4T = c (critério 2%) (6.52)
Wn
To(5%) = 3T = c (critério 5%) (6.53)
Wn
onde T' = %ﬂ é a constante de tempo do sistema. Por exemplo, para a faixa de 5% em

torno do valor final, sio necessdrias 3 constantes de tempo pois T,(5%) = C%ﬂ Normal-

mente, especificagdes de baixo sobre-sinal (ultrapassagem porcentual) e pequeno tempo de
acomodacdo geram respostas antagbnicas. Em termos de projeto, trabalha-se com fatores de
amortecimento variando entre 0,3 e 0,8 para que seja obtida uma solucao de compromisso
privilegiando tanto a rapidez na resposta quanto o sobressinal.
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7 ESTABILIDADE RELATIVA

7.1 Sistemas de ordem superior

No mdédulo anterior, abordamos os requisitos de desempenho de sistemas dindmicos de primeira
e segunda ordens. No entanto, em diversas situacdes praticas, deparamo-nos com sistemas
de ordens superiores E] A pergunta que surge é: como seria a resposta temporal de sistemas
deste tipo? Como veremos a seguir, é possivel prever o comportamento do sistema de maior
ordem analisando a localizacdo dos polos e zeros da FTMF no plano de Argand-Gauss (ou

u_n

plano complexo, ou plano “s").

Seja, portanto, o sistema em malha fechada com uma entrada e uma saida mostrado na

fig.

R(s) E(s) "
a(s) Y(s)

Figura 50: Diagrama de blocos de um sistema genérico em malha fechada

A FTMF de um sistema é sempre da forma

Y (s) G(s)H(s) _ K(s +21).(s+ 22).(s+ 23) ... (s + 2m)

R(s) 1+ GOHE) ) (5tp)(+ps) - (5+pn) (7.1)

com z;, i =1,...,m sa os zeros e pi, k = 1,...,n sa os polos do sistema em malha
fechada.

A

Admitindo uma entrada em degrau de amplitude A, ou seja R(s) = <, a expansa da eq.

3.8/ em fracoes parciais fornece

q T

A i brs +
Y(s) ="+ > %y > L (7.2)
=1

s+pi §2 + 2Cwgs + wi’

LA ordem de um sistema é equivalente ao maior expoente do polindmio do denominador da func3o de
transferéncia deste sistema.
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comn = 2r +q. O primeiro termo do lado direito corresponde ao degrau de amplitude
A, o segundo termo representa a somatdria dos efeitos do polos reais e o terceiro denota a
contribuicdo dos polos complexos conjugados. Da mesma forma, A é o residuo associado ao
polo em s = 0 referente ao degrau, a;, © = 1...,q sao os residuos referentes aos polos reais
e bps+wg, k=1,...,7 sa os residuos correspondentes aos polos complexos conjugados.

A resposta no tempo para um sistema dindmico representado pela eq. é da forma

=A+ a;e Pt e~k sen(wy t + @) (7.3)
Lot g e,

com wy, = Wi/ 1 — (,f ed, = cos‘l(Ck), ou seja, a resposta de um sistema de ordem superior
a 2 é composta por uma soma das respostas individuais de sistemas de primeira e segunda
ordens.

E importante notar que a estabilidade do sistema ird depender do comportamento dindmico
de cada um dos termos da resposta dados na eq. [7.3] Se todos os polos do sistema em
malha fechada estiverem no semi-plano esquerdo do plano de Argand-Gauss, todos os termos
exponenciais e trigonométricos tenderao a zero quanto t — oo, e a resposta do sistema em
regime estaciondrio serd c(oco) = A.

A resposta de um sistema de maior ordem pode ser mais facilmente analisada quando um
critério de dominancia de polos é aplicado. A regra pratica que se utiliza é a seguinte: se
a razdo entre as partes reais dos polos de malha fechada for superior a 5 e se ndo houver
zeros nas vizinhancas dos polos, aqueles polos mais préoximos do eixo imagindrio ira dominar
a resposta do sistema; sera, por isso, denominados polos dominantes.

A explicacao para o comportamento de um sistema que possui polos dominantes estd ligada
aos residuos. Polos reais puros (sem parte imagindria) localizados no semi-plano esquerdo do
plano “s” e que estejam mais afastados do eixo imaginario geralmente apresentam residuos a;
pequenos, o que torna sua contribuicdo rapidamente decrescente e tendendo a zero pois

q q
: it : 1
lim ae P = lim

t—00 t—00 aiepit
i=1 =1

(7.4)

Assim, quanto “mais negativo” (mais afastado do eixo imagindrio) for o polo, mais rapido seu
efeito sobre a resposta do sistema ird desaparecer.

De maneira andloga, polos complexos conjugados cuja parte real for negativa e muito
distante do eixo imagindrio ira apresentar oscilagdes que decaem a zero muito rapidamente.
Assim, a resposta transitéria estara condicionada a presenca de polos complexos préximos do
eixo imaginario, fazendo com que o tempo de acomodacao aumente.

7.2 Localizacao dos polos e a resposta transitéria

A localizacdo dos polos da FTMF no plano complexo determina a forma de resposta do sistema.
Entenda-se forma da resposta como uma combinacdo de efeitos oscilatérios, atenuadores ou
amplificadores. A afirmagdo acima pode ser melhor compreendida através da fig. [51] na qual
sao mostradas diversas formas de resposta de sistemas dindmicos em funcdo da localizacdo
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dos polos no plano de Argand-Gauss.

Na figura, os losangos pretos representam os polos do sistema e os grificos imediatamente
abaixo e a direita mostram a resposta do sistema no tempo. Por simplicidade, os polos
conjugados ndo foram mostrados.

* *

1

—_

vi\/\/\MM
VY \}\M

Re

Figura 51: Localizacdo das raizes no plano complexo e a resposta transitéria

O tipo da resposta transitéria do sistema esta condicionado a localizagdo dos zeros, pois
estes influem diretamente no célculo dos residuos. A presenca de zeros préximos de polos
produz uma tendéncia ao cancelamento mdtuo. O cancelamento ocorre pois a somatdria
dos efeitos de polos e zeros muito préximos geralmente é desprezivel na resposta temporal
do sistema. Muitas vezes, durante o projeto de um sistema de ordem superior, ajustam-se
os ganhos (de um controlador PID, por exemplo) de forma que permane¢a um par de polos
dominantes em malha fechada. A presenca desses polos reduz efeitos de ndo-linearidades como
folgas, atritos secos ou zonas mortas.

Como vimos, a existéncia de polos com parte real positiva torna a resposta do sistema
instavel. Da mesma forma, deve-se evitar a ocorréncia de zeros com parte real no semi-plano di-
reito do plano “s”. Embora isto n3o instabilize o sistema em uma fase inicial de operacao, com
o envelhecimento e desgaste o controle pode tornar-se mais dificil e eventualmente instavel.
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8 LUGAR DAS RAIZES

Como sabemos, a estabilidade de um sistema estad relacionada a localizagdo dos polos do
sistema, obtidos a partir da equacdo caracteristica. Frequentemente, é necessario efetuar o
ajuste de um parametro (normalmente um ganho, em um controlador PID, por exemplo) de
modo a obter desempenho satisfatério do sistema e, além disso, manté-lo sempre estavel. O
Método do Lugar das Raizes (Root Locus, como é conhecido nos textos em lingua inglesa), é
uma maneira grafica de verificar o “movimento” das raizes da equagdo caracteristica no plano
de Argand-Gauss a medida que o parametro de interesse é alterado.

O método foi proposto por W.R. Evans em 1948. Sua grande virtude é a possibilidade de
determinar a localizagdo dos polos de malha fechada do sistema (e, portanto, sua estabilidade)
trabalhando apenas com os polos da funcdo de transferéncia de malha aberta. Quando utilizado
em conjunto com os critérios de Routh-Hurwitz, é uma ferramenta de grande utilidade no
projeto de sistemas de controle. Ressalta-se que a técnica do lugar das raizes nao se restringe
ao estudo de sistemas de controle pois, devido a sua generalidade, é aplicavel ao estudo do
comportamento das raizes de qualquer equagao algébrica com parametros variaveis.

8.1 Propriedades do Lugar das Raizes

E fundamental, para a compreensdo das propriedades do lugar das raizes, relembrar as de-
finicoes de FTMA e FTMF. Assim, considere o sistema de controle basico em malha fechada
com uma entrada e uma saida mostrado na fig. [75

Figura 52: Diagrama de blocos de um sistema genérico em malha fechada

Definem-se
FTMA 2 L(s) 58 — KG(s)H(s) (8.1)
FTMF 2 T(s) = 1) KG(s) _ KG() (8.2)

R(s) 1+ KG(s)H(s) 1+ L(s)

onde considera-se K um ganho varidvel. Sabe-se que o comportamento de um sistema
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dindmico depende diretamente das raizes da equacao caracteristica, o polindmio do deno-
minador da eq. [8.2] Assim,
14+ KG(s)H(s) =0 (8.3)

A equagdo acima engloba a FTMA do sistema, eq. [8.1] Neste ponto, pode-se investigar as
condi¢des sob as quais a eq. é satisfeita. Escrevendo-se a eq. como

KG(s)H(s) =—1 (8.4)

e levando-se em conta que a variavel “s” é complexa, pode-se separara-la em suas partes real
e imaginaria, da seguinte forma:

KG(s)H(s) = —1 +0j (8.5)

A igualdade representada pela eq. [8.5] é valida desde que, na forma polar,

|KG(s)H(s)] =1 condigdo de médulo (8.6)
ZKG(s)H(s) = (2¢ + 1)m, condi¢do de angulo, (8.7)
com ¢ = 0,4£1,+2,+3,.... Na prética, as condigdes estabelecidas pelas equagdes [8.5}7

possuem funcdes distintas:

e a condicdo de angulo é utilizada para determinar a trajetoria do lugar das raizes no plano
complexo;

e a condi¢do de médulo (ou de amplitude) permite que, uma vez desenhado o lugar das
raizes, os valores dos ganhos K para as raizes sejam determinados.

Dessa forma, verifica-se que o comportamento dos polos em malha fechada, quando o
parametro K é variado, pode ser determinado a partir dos polos e zeros da FTMA.

A construcao do lugar das raizes é, basicamente, um procedimento grafico, embora algu-
mas das suas propriedades sejam analiticamente demonstradas. Sua construgdo baseia-se
no conhecimento dos polos e zeros da fungdo G(s)H(s) (no diagrama de blocos acima,
com as hipdteses mencionadas). Em primeiro lugar, escreve-se a equagdo caracteristica
1+ KG(s)H(s) = 0 como um quociente entre polindmios,

(s 4 2z1).(s+ 29).(s+ 23) ... ($+ 2zm)
(s+p1).(s+p1)(s+p3)...(s+pn)

1+ KG(s)H(s) = 1+ K — 0, (8.8)

onde z;, 1 = 1,...,m sa os zeros e pj, j = 1,...,n sa os polos do sistema em malha
aberta, reais e/ou complexos-conjugados. Aplicando-se as condi¢cdes das equacdes [8.6] e
tem-se:

_ H:L |5 + 2 . 50
|KG(s)H(s)| = K—m:1 P 1,0<K < (8.9)
/KG(s)H(s) = 4Z(s+zi) - 4Z(s+pj) = (2 + 1) (8.10)

com ¢ = 0,%+1,£2,£3,.... A interpretacdo grafica da eq. é que qualquer ponto de
teste sy, para pertencer ao lugar das raizes deve satisfazer a seguinte condicao:
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A diferenca entre as somatodrias dos angulos dos vetores que partem dos zeros e daqueles
que partem dos polos de KG(s)H(s) até o ponto s; é um mdiltiplo impar de 7 radianos
(180°).

Obtido o lugar das raizes, os ganhos K correspondentes aos pontos do LR podem ser
determinados a partir da eq. escrevendo-a como

H;'Z=1 |s +

K= —
Hi:l |s + 2

(8.11)

O valor de K em qualquer ponto s; sobre o LR é obtido da equacdo acima substituindo-se
o valor de s; na equacdo. Graficamente, o numerador da eq. representa o produto dos
mddulos dos vetores originados nos polos de G(s)H(s) até s;, e o denominador representa o
produto dos médulos dos vetores originados nos zeros de G(s)H(s) até s;.

A utilizacdo das equacdes e para a construcdo do LR é exemplificada a seguir.
Seja
S+ 21

s(s 4+ p2)(s+ p3)

KG(s)H(s) = K

(8.12)

Re

s+21

Figura 53: Configuragdo de polos e zeros de KG(s)H (s) = K it

A localizacdo dos polos e zeros é arbitrariamente escolhida no plano “s”, vide figura |53|
Seleciona-se o ponto arbitrario s; e tracam-se os vetores desde o zero e os polos até s;. Se
s realmente pertencer ao LR, deve satisfazer a eq. [8.10] Assim, os dngulos dos vetores
mostrados na fig. [53| devem ser tais que

L(s1+21) = £L(s1) = L(s1+p2) — L(s1+p3) = 0z — Oy — Opy — bpy = (20 + )7,

com ¢ =0,+1,+2 43, .... Conforme mostrado na figura, os angulos devem ser medidos no
sentido anti-horério, tendo o eixo real positivo como referéncia. Caso o ponto s; satisfaca a
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condi¢ao angular, a equagao é utilizada para descobrir o valor de K, da seguinte forma:

[51]]s1 + pal[s1 +ps| _ BCD

K| =
| | |81—|—Zl| A

Dessa maneira, ficam estabelecidas as condicdes bdsicas necessarias a construcdo do di-
agrama do LR. Porém, com a utilizacdo de um procedimento de tentativa e erro conforme
descrito, a busca pelo lugar das raizes em todo o plano complexo seria praticamente impossivel.
Quando Evans inventou a técnica, a tecnologia de computadores era jurassica. Para contornar
o fato, Evans desenvolveu uma ferramenta especial chamada (em inglés) Spirule, que auxiliava
na tarefa de somar e subtrair angulos rapidamente, de acordo com as equag¢des vistas. Ainda
assim, para que a Spirule fosse efetiva, era necessario conhecer o lugar aproximado das raizes

w_n

da equacdo caracteristicas no plano “s”.

Com o advento de computadores digitais capazes de rodar rotinas para descobrir raizes
de polindmios, tanto a Spirule quanto o método de tentativa e erro tornaram-se obsoletos.
Muitos programas, inclusive, possuem funcdes que produzem graficos do lugar das raizes.
Entretanto, o engenheiro deve possuir conhecimento profundo sobre as propriedades do lugar
das raizes, seja para rascunhar manualmente o lugar das raizes de sistemas simples ou pouco
complexos, seja para interpretar adequadamente os resultados fornecidos pelo computador e
agir no sentido de melhorar/corrigir eventuais desvios.

8.2 Construcao do Lugar das Raizes

Diversas propriedades do lugar das raizes sdo utilizadas para obter a representacao grafica do
LR. H4 autores que propdem métodos com 7, 8 ou 12 passos, dependendo do detalhamento
em cada passagem. Neste texto, a descri¢cdo de Brogan (1991) serd apresentada. O estudante

ndo terad dificuldade em reconhecer os passos equivalentes nas etapas propostas por Ogata
(1990) e Dorf & Bishop (1998).

Supondo-se a equagdo caracteristica escrita na forma dada pela equagdo [8.3]
14+ KG(s)H(s) =0, ou 1+ L(s)=0,

em que o parametro de interesse, no caso, K, aparece como fator multiplicativo, deve-se
proceder da seguinte maneira:

1. Localizam-se os polos e zeros da funcdo de transferéncia de malha aberta no plano “s",
indicando-os com simbolos. Normalmente, usa-se “x” para os polos e “o" para os zeros.

2. Deseja-se determinar o lugar das raizes quando K varia entre seus extremos, zero e
infinito. Nestas condi¢des

K — 0 = os pontos sobre o lugar das raizes sdo os polos de G(s)H (s)

K — 0o = os pontos sobre o lugar das raizes sdo os zeros de G(s)H (s)
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Justificam-se tais propriedades levando K até os limites zero e infinito na eq. [8.9

.1
Il{lznm?—oo — s —p, naeq. 8.9

1
lim — =0 = s—2 naeq. 8.9
K—o0

Conclui-se, portanto, que os ramos do lugar das raizes comegam nos polos da FTMA
KG(s)H(s) (K = 0) e terminam nos zeros de KG(s)H(s) (K = oo0) ou no infinito.

3. O ndmero de ramos do lugar das raizes da eq. (equagdo caracteristica) € igual a
ordem do respectivo polinomio.

Esta propriedade resulta do fato de que o lugar das raizes se inicia nos polos e termina
nos zeros. Se n for o nimero de polos e m for o nimero de zeros , n — m ramos do
lugar das raizes irdo terminar no infinito, ao longo de assintotas.

4. Simetria do lugar das raizes

O lugar das raizes é simétrico com relagdo ao eixo real no plano “s”. Isto ocorre pois
as raizes da equagao caracteristica sdo complexas conjugadas ou reais.

Outra consequéncia é: sobre o eixo real sé existem segmentos do lugar das raizes se a
soma dos numeros de polos e zeros a direita do segmento for um nimero impar.

Motivo: a contribuicdo angular de polos e zeros complexos é nula sobre o eixo real
e a condicdo se impde para satisfazer a eq. [8.10, A fig. ajuda a compreender a
contribuicao nula dos polos complexos conjugados.

5. Angulos das assintotas do lugar das raizes: comportamento do lugar das raizes quando
|s¢| — o0

Conforme mencionado na etapa 3 acima, quando n, a ordem do denominador da equacdo
caracteristica (ndmero de polos) é distinta da ordem do numerador, m, ndmero de zeros,
n — m ramos do lugar das raizes ird se aproximar de zeros no infinito, no plano “s”,
ao longo de retas assintotas quando |s;| — oo (consequéncia de K — oc). De modo
geral, quando n # m, existirdo (n — m) assintotas cujo dngulo em relacdo ao eixo real

é dado por

2q + 1

quww, comqg=0,+1,...,(n—m—1) (8.13)

n—m
Exemplo: se n =4 e m =1, de acordo com a eq. [8.13] existirdo n — m = 3 assintotas
com angulos
bop=7/3(q=0),0,=7(qg=1) e b3 =57/3 (¢ =2).
A propriedade acima pode ser demonstrada lembrando que, caso um ponto de teste
s; seja selecionado muito longe da origem, isto é, s; — oo, entao a contribuicao dos
polos p,, z, para o ganho total pode ser considerada desprezivel quando comparada a
de s; e, portanto,
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lim K(St + 21)(s¢ + 29)... (8¢ + zm)7
siwoo (8¢ 4+ p1)(se +p2)...(se + pn)

n>m

K —(n—m
= = K45, = (20 + Dr
t
2 1
:lstzep:M’ q:io’l,Z,(n_m_l)
(n —m)

6. Intersecgdo das assintotas com o eixo real (centroide das assintotas)
O ponto do eixo real onde as assintotas estdo centradas é denominado centroide das
assintotas e é dado por

> polos finitos de G(s)H (s) — > zeros finitos de G(s)H (s)

n—m

(8.14)

0A

Repara-se que o valor o4 resultante da equacdo acima é sempre um nimero real
pois, dado que os polos e zeros sao reais ou pares de complexos conjugados, as partes
imagindrias da eq. ird sempre se cancelar.

7. Pontos onde o LR encontra o eixo imagindrio

Caso existam pontos de encontro entre o LR e o eixo imagindrio, estes devem ser
determinados pois definem o limite a partir do qual o sistema serd instdvel (caso o
ganho K aumente a partir de um certo valor, o LR “salta” para o semiplano direito do
plano complexo). Estes pontos sdo calculados a partir do critério de Routh-Hurwitz,
utilizando o polinémio auxiliar.

Veja-se o exemplo abaixo:

Para que valores de K naeq. caracteristica 1+ KG(s)H(s) = s>+s*+(2+K)s+2K =0
o lugar das raizes cruza o eixo imaginario?

Observe a tabela de Routh-Hurwitz, Para que a linha em s' se anule deve-se ter

53 1 (24K)

s 1 2K

s' | (24K)-2K=2-K 0
2—K)2K

s° a0

2-K=0= K =2

O polinémio auxiliar, com o valor de K obtido acima, fornece as raizes imaginarias
procuradas:

PH2K=0=s"+22=0= "= 4= 5,5 = +2j
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8. Ponto de saida ou chegada, separacao ou desdobramento

Caso o LR possua segmentos sobre o eixo real, poderdo existir pontos de saida, isto é,
pontos nos quais, a medida que K aumenta, o LR deixa o eixo real em direcdes opostas,
adentrando a parte imaginaria do plano complexo, ou pontos de chegada, em que o LR
retorna ao eixo real. Verifica-se que os angulos de saida ou chegada, pela propriedade
de simetria, possuem tangentes igualmente espacadas ao longo de 27 radianos. A fig.
ilustra esta propriedade.

plano "s" plano "s"

K=0 K= K=

T

ponto de separagéo ponto de separagéo

K=0

Figura 54: Ponto de separacao no eixo real

Para calcular os pontos de saida ou chegada pertencentes ao lugar das raizes de 1 +
KG(s)H(s) = 0 deve-se, em primeiro lugar, escrever uma fun¢do K (s) na forma

K(s)=————— (8.15)
ou seja, um polindmio em "s". Os pontos de desdobramento correspondem a maximos

ou minimos locais da fun¢do K (s) e, assim, nesses pontos, a eq. deve satisfazer a
seguinte relacao:

dK (s)
= 1
a0s) 0 (8.16)
Para demonstrar a eq. [8.16| reescreve-se a eq. como (seguindo Dorf e Bishop,
1991)
N(s)
+ KG(s)H(s) =0 + Ds) 0
D KN
() ENS) _ & p(s) + KN(s) = 0 (8.17)

D(s)
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Um pequeno incremento em K, AK, resulta em

D(s)+ (K+AK)N(s) =0 (=)(D(s)+ KN(s))
AKN(s)

Ds) L EN(s) "

Nota-se que 1 + KG(s)H(s) = D(s) + KN(s) = 0, ou seja, a equagdo caracteristica
original. Ocorre que, para um particular valor de K, essa equagdo caracteristica ird
possuir raizes reais (pois estamos no LR sobre o eixo real) repetidas com multiplicidade

e, entdo
D(s)]i(zsgjv(s) s _C;Z.)e (XAK) = (8.18)
AKN(s AKC;
1+D(s)+K<]\3(s) =1+ (As)! =0= (8.19)
(AA[; - ‘(_Agj__l (8.20)

Assim, no limite em que As — 0 na eq. [8.20, obtém-se o resultado da eq. [8.16|

E importante notar que a condicdo dada pela eq. é necessdria mas nao suficiente.
Em outras palavras, todas os pontos de saida ou chegada pertencentes ao lugar das
raizes devem satisfazer a eq. [8.16, porém nem todas as solu¢des da eq. [8.16] sdo pontos
de separacdo. Para tal, devem também satisfazer a equacao caracteristica, [8.3]

9. Angulos de saida do LR a partir dos polos e de chegada nos zeros complexos

N&o se pode arbitrar (o popular “chute”) os dngulos de saida do LR a partir dos polos e
de chegada nos zeros. Estes angulos sao obtidos por meio de um ponto de teste muito
préximo ao polo ou zero que se esteja analisando. A légica que norteia este procedimento
é a seguinte: a contribuicao angular de um ponto de teste muito préximo de um polo
ou zero complexo, para o critério do angulo, eq. é irriséria. Com isso, a diferenca
entre 7 radianos e a somatdria dos angulos de todos os polos e zeros que nao o que se
analisa fornece o angulo de saida procurado.

Matematicamente, o angulo de saida do lugar das raizes a partir de um polo é dado por

Apy =7 — i Op, + i@zi, (8.21)
i=1

r=lr2q

e o angulo de chegada em um zero complexo calcula-se por

Lzg =T+ i Op, — i 0z, (8.22)
r=1

i=Lizq

Lembrando que polos e zeros complexos ocorrem aos pares, conclui-se que os angulos de
partida do polo conjugado e de chegada ao zero conjugado siao os negativos dos valores
calculados pelas equagdes e[8.221 O diagrama da fig. ilustra o procedimento
para o calculo.

De acordo com a fig. [55] suponha que se queira determinar os angulos de partida dos
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vetor de partida do LR

-z -B Re Re

angulo de partida de|p3

vetor de partida do LR

Figura 55: Procedimento para o calculo dos angulos de partida dos polos complexos

polos complexos py e p3. Assim, utilizando-se a eq. [8.21] e propriedades geométricas
(da prépria figura) tem-se:

91?2 =T = (9p3 +9p1) + em =

‘9172 :7T_<7T/2)_9P1 +921 =
Op, = (7T/2 + QZ1) — Oy,

e, por simetria, 0,, = —0,,.

10. Determinar outras raizes do LR

Outras raizes da eq. caracteristica que pertencem ao lugar das raizes do sistema em
malha fechada sdo determinadas a partir do critério do angulo de fase, eq. [8.10] Assim,
partindo-se da eq. e definindo L(s) = KG(s)H(s), para um ponto de teste s; a
relacdo angular deve ser vélida. Portanto,

L(s) = KG(s)H(s) = ZL(s:) = (2¢+ 1)m (8.23)

11. Ganho Kem s = s

Finalmente, o ganho K, na raiz especifica s; origina-se das equacdes ou [8.17] cal-
culada neste ponto,

i: H;11|S+Z’i’ OUKt:
Kt H:}:l ’8+pj| s=s¢

[Tj=1 [s + pil

” (8.24)
Hi:l |5 + zi] st
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8.2.1 Aplicacdao do método

llustra-se o método desenvolvido através de um exemplo.
Exemplo 1

Considere, para o diagrama da fig. [75} as seguintes fun¢Ges de transferéncia:

s+4
s2+4s+5

H(s) = ~

G(s) =

Pede-se construir o lugar das raizes para K > 0 e determinar o valor de K para o qual o
coeficiente de amortecimento do sistema a malha fechada seja 0,707, se tal solucdo existir.

Solucao

1. Polos e zeros da FTMA

s+4

Lis) = KG(s)H(s) = K gy

Os polos sdo p; =0, pa3 = —2 =+ j, e 0 zero é z; = —4. Marcam-se estes polos (“x")

e zeros (“0”) no plano complexo (vide fig. [56).

Im
1 (L2 ]
angulo de partida de p2 N !
*_s1=-1.55+0,67] :
assintcita para K=+

i
0.5 |
i

I (]

0, 4—'\ p1
<00 !
0 ¢ ¢ .\l
b K=0 10
!
assmtoﬁa para K=+ «
1
i
-0.5 i
i
®|03 . i
4\j,fﬁ\eingulo de partida de p3

o i
1 *-,—‘2—1 i
i 1

-5 4 -3 -2 -1 0 Re

Figura 56: Passos iniciais para a contrancado do LR

2. Inicio e final do LR (inclui também o item 3 do procedimento descrito)

H4a n = 3 polos e m = 1 zero. Assim, existem 3 ramos do LR, sendo que n — m = 2

iniciam-se nos polos e terminam no infinito.
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3. Simetria do lugar das raizes
Sobre o eixo real, s6 pertencem ao LR segmentos que possuem nimero impar de polos
e zeros a sua direita. No caso em questdo, pertence ao LR. o segmento [0, —4].

4. Angulos das assintotas em relacdo ao eixo real.

Como n — m = 2, existem duas assintotas, cujos angulos s3o:

2 1
o =m/2(q=0)

6, =31/2(¢=1)

5. Centroide das assintotas

Pela eq. [3.14]

_0-24j-2-) - (=) _,
oA = 9 =

6. Pontos de interseccao com o eixo imagindrio

Escreve-se, inicialmente a eq. caracteristica:

1+ P(s) =5 +4s* + (K +5)s +4K =0

Elabora-se a tabela de Routh-Hurwitz:

53 1 (5+K)
52 4 4K
gl 4(5+IZ)74K _5 0
SO 5KE45L‘O =K 0

Verifica-se que nio existe valor de K para que a linha correspondente a s' se anule;

portanto, o LR ndo cruza o eixo imagindrio. Observe que este era um resultado esperado,
uma vez que o préprio eixo imagindrio possui duas assintotas.

7. Pontos de saida ou chegada no eixo real
Utilizando-se as eq. e[8.16] a partir da eq. caracteristica tem-se

s34+ 4s% + 5s
K(s)= -2 T2 108
(s) s+ 4

dK(s) (35 +8s+5)(s+4) — (s* +45° + 5s)

ds (s+4)2
dK (s) 353 4+ 12s% + 852 + 325 + Hs + 20 — s> — 45> — 5s

- _ =
ds (s+4)?
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dK (s) 25% + 16s% + 32s + 20

ds (s +4)2
dK (s) 25® +16s% 4 32s + 20
ds (s+4)2

§°48s% +325 +10 =0 = s, = —5,37 s93 = —1,3240, 36

O dnico ponto possivel para que o LR deixasse o eixo real seria s; = —5,37; este
ponto, porém, estd fora do lugar das raizes, pela regra da simetria. Portanto, ndo existe
um ponto no eixo real a partir do qual o LR caminha para parte imaginaria do plano
complexo.

8. Angulos de saida a partir dos polos complexos e de chegada aos zeros complexos

N3o existem zeros complexos, portanto ndo ha angulos de chegada. Quanto aos angulos
de saida dos polos complexos, tem-se, pela eq. [8.21] para o polo p; = —2 + 7,

Aps = 180° — (0, + 0,,) + 0.,
Apy = 180° — (153 + 90) + 27°
Apy = —36° = +324°

Por simetria, £p3 = 36°. Salienta-se que os angulos 6, e 0., sdo obtidos por relagdes
trigonométricas a partir dos valores constantes do gréfico.
9. Outras raizes pertencentes ao LR

Averigua-se, através do critério do angulo, a presenca de outros raizes sobre o LR. Seja,
por exemplo, o ponto s; = —1,5+ 0,677, Da fig. obtemos:

tand,, = % =0,45 = 0,, ~ 156°
tand,, = % = —0,59 = 0,, ~ 327°
tan 0, = Ef;;—((_—?) =3,34 = 0,, ~73°
o, =0Tt g1
Assim,
LP(8)|s=s) = L2 — (Lp1 + £p2 + £Lp3) =
LP(8)]s=s, = 15 — (156 + 327 + 73) = —541°
Pelo critério do angulo, deveriamos ter Z/P(s) = +180°, £540°, .... O valor encon-
trado atende a essas exigéncias e, portanto, s; € LR. Por simetria, s = —1,5 — 0,675

também pertence ao LR. Com isso, pode-se esbocar o grafico do LR para esta funcao,
conforme mostra-se na fig. [57]

10. Determinagao de K para o qual ( = 0,707

Sabe-se que um polo que possua angulo de fase de 135° representa polos cujo coeficiente
de amortecimento é 0, 70 pois —cos~1135° = 0, 707. Busca-se tais polos tracando-se o
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Imag. axis

4 |
2
0 o <

)

4 \

-5 4 -3 -2 -1 0

8.3

O con

Figura 57: Esboco do LR para o exemplo

vetor que sai da origem do plano complexo e atinge o LR com um angulo de 135, se
tal local existir.

Efetuando-se a operacdo acima, verifica-se que o polo s; = —1 + j atende as condigdes
estabelecidas. Para este polo, calcula-se o valor de K através de

! |51 + 4] | — 1+ +4]
-1+ =14+29].|—-1
g = L= 1l = 14251
| =3+l
3,16
K1: !

14142 x 223 x 1

Finalmente, verifica-se que, para K = 1, os demais polos da FTMF situam-se em
sy = —1 — j (o complexo conjugado de s1) e s3 = —2 (diretamente sobre o eixo real).

Todos esses polos, como esperado, pertencem ao LR. Estes pontos estdo assinalados
com [ no gréfico da fig. [57]

Sintonia de Controladores PID com auxilio do Lugar
das Raizes

hecimento do lugar das raizes pode nos auxiliar na sintonia de controladores PID, como

ja foi mostrado de forma n3o-explicita exemplo da secdo|8.2.1}, na qual selecionou-se um ganho

K tal

que ¢ = 0,707 no sistema em malha fechada. O ganho é essencialmente um termo

proporcional.
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Para desenvolver um método de ajuste dos ganhos de um controlador PID pelo método
do lugar das raizes, vamos estudar o seu comportamento com a inclusao de cada termo na
funcdo de transferéncia de malha aberta de um sistema tomado como exemplo (das notas de
aula do Prof. Fleury).

Um modelo bastante simplificado para a dindmica em malha aberta do modo longitudinal
de um avidao com piloto automdtico é dado pela seguinte fun¢do de transferéncia:

B K(s+a)
~ s(s —b)(s + 2Cw, +w?)’

a,b>0,

que possui um polo de malha aberta s = b no semi-plano direito do plano complexo e, portanto,
deve ser condicionalmente estavel. Adotando os parametrosa =b=1,(=0,5ew, =4, a
FTMA se torna

K(s+1)

Lis) = s(s —1)(s? +4s + 16)

1. Lugar das raizes para fatores proporcionais, ou seja G.(s) = K = K,

(a) em L(s) ha m = 1 zeroen = 4 polos: 2y = =1, py =0, po = 1, psa =
—2j:2\/§j. Portanto, sobre o eixo real fazem parte do LR os segmentos | — oo, —1]
e [0, 1];

(b) inicio e final do LR: hd n = 4 segmentos do LR, sendo que n —m =4 —1 =3 se
iniciam nos polos e terminam no infinito;

(c) angulos das assintotas em relacdo ao eixo real:

2 1
n—m:3:>0q:% q=20,1,2
T 5T

9025; 0, = m; 922?

(d) centroide das assintotas:

> polos finitos — ) zeros finitos (0 4+ 1+ (—2) 4 (—2) — (—1) 2

74 = n—m 3 3

(e) pontos de encontro LR com o eixo imagindrio: recorre-se ao critério de Routh-
Hurwitz para determinar o valor de K que satisfaz a essa condicdo. Da eq. carac-
teristica 1 + L(s) = 0,

m K(s+1) _0
s(s —1)(s% +4s + 16)
K(s+1) B
st 4353+ 1252 — 165
'+ 355+ 128 + (K —16)s + K =0

0
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s 1 12 K
s 3 (K — 16)
52— K
Sj 7K2+5?£))K7832 K
§ 3(52_K) 0
s0 k

Da linha em 52, 52 — K > 0 = K < 52; da linha em s, K2 — 59K +832 =0 =
K, = 23,3 &K5 = 35,7 sao os valores que fazem o LR cruzar o eixo imaginario.
Os pontos efetivos sdo obtidos da equacdo em s? para os dois valores de K:

52 —23,3
782

K, = 23,3 — — K =0= 5,5 ==+1,56]

52— 37,5 ,

Ky =35,7— 57— K =0= s34 =%£2,56j

(f) angulos de chegada e saida dos polos complexos calculados de acordo com a eq.
[8.21] (ndo ha zero complexo):

Apg=m— Z 9pj+29z,~
1=1

J=1j%q
Aps =7 — L(ps1 + P32 + psa) — L2531
Aps = 180° — (1200 + 130, 5% + 900) +106° = —54,6° = Ap, = +54,6°

(g) pontos de separacdo (partida e chegada) s3o calculados segundo as egs. [8.158.16;

s(s = 1)(s* + 45 +16)

K = — = — (5" +35° + 125> — 165) (s + 1)

dK

o= —(8%+95% + 245 — 16)(s + 1) 7" — (s* +3s® + 125* — 165)(=1)(s + 1) 2.1 =0
S

dK (83 4+9s% + 245 — 16) (s + 353 + 12s% — 165)

—=- + =0

ds s+1 (s+1)2

K _ 35" +10s° +215° + 245 — 16 _

ds (s +1)2

As raizes sdo (com o auxilio do Octave/Matlab):

s1=—2,27; 593 =—0,76 £2,25; s4, = 0,45

Apenas s; e s, fazem parte de segmentos do eixo real que pertencem ao LR. As
raizes complexo-conjugadas nao satisfazem a condicdo de angulo e n3o sao pontos
nem de chegada e nem de partida.

O diagrama do lugar das raizes para esse sistema é apresentado na fig.
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Lugar das raizes
T

7

econds™!)

L L L
3 2 E] 0 1 2

K(s+1)

Figura 58: Lugar das raizes de L(s) = 555165

Como se verifica na figura, o sistema somente é estdvel para 23,3 < K < 35, 7.

Adotemos K = (K in + Kpmaz)/2 = 29,5 e calculemos os polos de malha fechada
para esse valor:

s+ 1
s+ 353 + 1252 — 16s
0=s"+3s>+125>+ 13,55 +29,5
s10=—0,1542,055; s34 = —1,36+2,27j

1+ L(s)=0=1+KG(s) =1+29,5

O mesmo resultado pode ser obtido diretamente do grafico do lugar das raizes no
Matlab, como se verifica na fig.

Lugar das raizes
T

Figura 59: Polos de malha fechada para K = 29, 5.

Escolhido o ganho do controlador proporcional, é possivel verificar seu desempenho
simulando a reposta no tempo a uma entrada padrao como o degrau unitdrio, como
mostra a fig. na qual se verifica que a resposta apresenta sobressinal elevado
e longo tempo de acomodacao.
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Resposta ao degrau unitario

amplitude ()

tempo (s)

Figura 60: Resposta no tempo ao degrau unitdrio para o sistema com controlador P.

2. Controlador PI

Visando melhorar as caracteristicas de resposta transitéria, procede-se a inclusdo de um
termo integral com o respectivo ganho no ramo direto da FTMA, mantendo-se o ganho

proporcional anteriormente adotado. Assim

Gu(s) = K K?
s+1
Lis) = Ge(s)G(s) = (K T <s4 + 353 + 1252 — 163)

B K;\ N(s) N(s)
”S)‘(K*?)'D(s) KD() T

A nova equacao caracteristica do sistema em malha fechada é

14+ L(s)=1+K 8 + K, ((‘?) —0
[sD(s) + KN(s)] + KiN(s) =0
N{(s) _
MR e s ENE)
e s+1 _
_ 8"+ 3st+12s% 4+ 13,55 + 29, 5s

L(s)

Com o auxilio do Matlab, obtemos o lugar das raizes para L(s), vide fig. .
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-4 3 2 -1 0 1 2

Figura 61: Lugar das raizes para controlador PI.

Ainda conforme a fig. [61} adotando K; ~ 2,8, os polos da FTMF T'(s) sdo p; =
—0,09, pa3 = —0,02 £ 2,067, pss = —1,43 £ 2,305 e a resposta temporal para o
controlador Pl sintonizado dessa forma é mostrado na fig. [62

Resposta temporal para controlador Pl
T T

)

amplitude

80
tempo (s)

Figura 62: Resposta no tempo ao degrau unitario para o sistema com controlador PI.

3. Controlador PD

Seguindo procedimento algébrico andlogo ao efetuado na determinag¢do do ganho inte-
gral, temos, ainda para K = 29, 5:

GCZK+Kd8

L(s) = Ge(s)G(s) = (K + Kgs) (84 + 353?—1;32 - 168)

N(s) _ . N(s) sN(s)
D(s) ~ " D(s) T D)

L(s) = (K + Kgs) -
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A nova equagao caracteristica do sistema em malha fechada é

N(s) sN(s)
1+L(s)=1+K K, =0
FHS =R R
[D(s)+ KN(s)| + K4sN(s) =0
sN(s)
1+ K, =0
“[D(s) + KN (s)]
s+ s
1+ K _
T e 12 s 1352 1205 |
L(s)

Note que, qualquer que seja o valor de K; que pertenca ao LR, a fun¢do de transferéncia
de malha fechada terd um zero em s = 0; dessa forma, para entradas como impulso
ou degrau (unitarios ou n3o) a saida sempre serd nula, o que pode ser verificado pela
aplicacdo do TVF. Por isso, passaremos imediatamente a sintonia de um controlador
PID. No entanto, como queremos melhorar a rapidez na resposta, com o auxilio do
Matlab, selecionamos K; = 102, que pertence ao LR mostrado na fig. [63} para utiliza-

lo na sintonia do PID.

Re (seconds” )

Figura 63: Polos de malha fechada para controlador PD.

4. Controlador PID

Novamente, com K = 29,5, K; = 2,5 e K  acima temos:

K;
GC:K+—+KdS
S

Mﬁzaﬁm@:<K+§+Kﬁ>( s

5%+ 353 + 1252 — 165

Substituindo os valores para os ganhos, a funcdo de transferéncia de malha fechada para

esse controlador é dada por

L(s)

T(S) =1+ L(s) =

1025 + 131,55 + 325 + 2,5

T 1+ L(s)

s% + 3s* + 11453 + 115,582 4+ 325 + 2.5

Finalmente, na fig. podemos comparar as respostas ao degrau unitario para os trés
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controladores.

Resposta ao degrau unitario: P, Pl, PID
T T T

e P

— P|D

25 —q

amplitude (adim.)

o5 u |

|
0 5 10 15 20 25 30 35 40
tempo(s)

Figura 64: Comparacdo da resposta no tempo ao degrau unitdrio para os trés controladores.

8.4 Projeto de compensadores pelo método do Lugar das
Raizes

No projeto de sistemas de controle, com frequéncia n3o é possivel atingir todas as especi-
ficacoes de desempenho em malha fechada em uma primeira iteracao somente pelo ajuste do
ganho. De modo geral, trés dessas especificagcdes sao particularmente importantes:

e estabilidade (imprescindivel);
e erro em estado estaciondrio pequeno ou nulo;
e desempenho satisfatdrio: baixo sobressinal e resposta rapida.

Percebe-se, portanto, que ha requisitos potencialmente conflitantes, cuja solucdo de com-
promisso pode requerer diversas iteracoes. No entanto, as possiveis diversas iteracoes estao
condicionadas a localizagdo dos polos em determinada regidao do LR. Como consequéncia, o
desempenho global do sistema estd limitado aos pontos do lugar das raizes. Observemos a
fig. : em (a) apresentam-se os polos p; sobre o lugar das raizes e ps o polo efetivamente
desejado; em (b) a resposta temporal do sistema tendo esses dois polos como dominantes.
|dealmente, os polos (complexo-conjugados) p, seriam os mais adequados; porém, eles ndo
fazem parte do LR.
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b2 P1

.
(a) (b)

Figura 65: Lugar das raizes e resposta temporal em funcdo dos polos desejados. x = polos
em MA; + = polo p; sobre o LR e polo p, desejado, fora do LR original. (adaptado de Nise,
2011)

Quando isso ocorre, uma das formas para que as especificacdes sejam atendidas é pela
introdu¢do dos chamados compensadores em topologias variadas com a planta original (em
série no ramo direto, em paralelo por realimentacao ou pré-alimentacdo, vide fig. , cuja
funcao € deslocar as curvas do lugar das raizes para que estas contenham os polos desejados do
sistema em malha fechada. Portanto, o compensador é um componente ou circuito adicional
que é inserido em um sistema de controle com o objetivo de atenuar ou eliminar uma deficiéncia
de desempenho.

SEUING S [ O W ) L A 5] ’7(‘)
T ‘ll.‘?[(s) Gets) (_

Figura 66: Algumas topologias para compensadores.

O deslocamento das curvas do lugar das raizes é obtido pela introducdo de fungdes de
transferéncia do compensador para acrescentar zeros e/ou polos na fun¢do de transferéncia
de malha aberta original. De maneira geral, a adicdo de zeros desloca o LR da funcdo de
transferéncia de malha aberta para a esquerda no plano complexo, tornando a resposta mais
rdpida; por outro lado, a adicao de polos desloca o LR para a direita, diminuindo a margem de
estabilidade e tornando a acomodacdo da resposta mais lenta. A origem dos termos avan¢o
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e atraso de fase estd ligada a posicao relativa entre os polos e zeros adicionais alocados
pela fun¢do de transferéncia do compensador, G.(s), a malha original e pode ser melhor
compreendida pela fig. [67]

Im

“\/XZ |= Z\/Kj |=

Re Re
(a) (b)

Figura 67: (a) avango de fase: LG.(s) = ¢ —0 > 0; (b) atraso de fase: £LG.(s) =¢—6 < 0.

O avan¢o de fase é verificado pelo fato de que, para qualquer polo s com Re(s) < 0
e Im(s) > 0, o compensador aumenta a fase na malha aberta em ¢ — 6 rad; por outro
lado, o atraso de fase ocorre quando, para qualquer polo s com Re(s) < 0 e Im(s) > 0, o
compensador diminui a fase na malha aberta em 6 — ¢ rad. A estrutura E]de um compensador
pode ser descrita pela funcdo de transferéncia

_ H?;(S + 2;)
Cels) = Ko 53y

Os zeros z;, polos p; e o ganho K. do compensador sdo selecionados de modo a ajustar
o ganho total do sistema em malha fechada para atender as especificacdes de projeto. Os
compensadores mais simples s3o os de primeira ordem, ou seja,

(8.25)

(s 4+ z)

)= e

(8.26)

8.4.1 Compensacao por avanco de fase

A compensacao por avanc¢o de fase destina-se a reduzir o sobressinal e o tempo de acomodacao
do sistema original. A forma de um compensador de avanco é dada por
S+ z.

G.= K, com 2z, < pe 8.27
— P (8.27)

O procedimento basico é o seguinte:

1. determinar os polos em malha fechada que satisfacam as condicGes de estabilidade, erro
em estado estacionario e desempenho;

2. efetuar a analise do lugar das raizes e verificar se, apenas pelo ajuste do ganho, os polos
de malha fechada desejados podem ser obtidos;

3. fixando-se a posicdo do zero do compensador, a posicao do polo pode ser obtida pela
condicdo de fase;

4. utilizar a condicao de médulo para obter o ganho K..

'Essa n3o é a expressdo mais geral, que serd apresentada quando estudarmos margens de ganho e fase
utilizando os diagramas de Bode.
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Para mostrar a aplicagdo do método, serd utilizado um exemplo: considere a topologia da fig.

com Gy(s) = samre H(s) =1 e Ge(s) a determinar.
R(s) Y (s)
Ge(s) ——— GP(S) >

r—-—-

:H(s):<

Figura 68: Compensagao por avango de fase.

Com o auxilio do Matlab, traca-se o grafico do lugar das raizes e procura-se um local
para o qual o sobressinal seja, por exemplo, 16%, o que corresponde a ( ~ 0,51 e aos
polos dominantes p = —1,21 + 2,065 em malha fechada, que correspondem ao ganho K =
43,2, vide fig. [69) Note que o ganho K ¢é fornecido pelo Matlab, mas poderia ter sido
calculado diretamente a partir do grafico tracando uma reta desde a origem ao longo da linha
correspondente ao ¢ = 0,51 e identificando os polos correspondentes na interseccdo com o
LR.

i)

s
&
8

Imaginary Axis (secon
s
8

Figura 69: Lugar das raizes para GG(s) sem compensador de avanco.

O desempenho do sistema sem o compensador quando submetido a entrada degrau unitério
é mostrado na curva azul fig. [70] na qual se verifica que o tempo de acomodagdo a 5% ¢é
de aproximadamente 5,3 segundos. Suponhamos que se queira reduzir esse tempo para 1,0
segundos sem alterar o coeficiente de amortecimento ¢ = 0,51. Com isso, pela eq. [6.53}

3 3
Ta — ]_7 = —
(5%) Cwnp = 1,0 0, 51w,

= w, = 5,88 rad/s

os polos dominantes em malha fechada devem ser s1 9 = —(w,, £ w,/1 — (2 = =3 £ 5,067,
que nao podem ser atingidos somente variando o ganho K, pois esses polos ndo fazem parte
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do LR. Assim, vamos projetar um compensador de avanco de fase procurando atender as novas
especificaces.

Voltemos a eq. [8.27]e adotemos o zero do compensador na mesma posi¢do que a parte real
dos polos dominantes em malha fechada, z. = —3,0. Para calcular o polo do compensador,
utiliza-se a condicdo de fase:

L(s+p.) =4£(s+3,0)— (L(s+0)+L(s+4)+4L(s+6))+7

No polo de malha fechada s = —3 + 5,067 temos:

5,06 5,06 5,06 5,06 180°
L(s + pc) = |arctg arctg n + arctg n + arctyg n + 7

—3+3 —3+40 —3+4 —3+6 T
A(s 4 pe) = 90° — (120, 7° 4 78,8° + 59, 3°) + 180° = 11,2°
5,06 5,06
arctg——— = 11,2° = — =tg(11,2°) = p. ~ 28,6.

+pc _3+pc

A condi¢do de médulo fornece o ganho:

s 1 | ls+28,6LIsls + 4LIs +6
5+98.6) 6T GeTe | = 1 = Ke = 5+ 3]

ara s = —3 4+ 5,065, = K, = 807, 8 e Ga(s) = 807, §—2
§=— c = ) c\s) = yOT T T S5 4

p ) j7 8—‘—28’6

X 2.01 X5.29
Y 0.999304 Y 1.0018

I I I I I I I
1 2 3 a 5 6 7 8
tempo (s)

Figura 70: Resposta comparativa no tempo do sistema da fig. é entrada em degrau unitario
sem e com o compensador de avango.

Os resultados da simulagdo temporal do sistema sem e com o compensador de avan¢o
sdo mostrados na fig. [70} onde se observa que o tempo de assentamento diminuiu conside-
ravelmente com a introducdo do compensador de avanco, muito embora a especificacao de 1
segundo ndo tenha sido plenamente atingida. O motivo para isso relaciona-se a aproximagao
matematica que considera a planta em malha fechada como de segunda ordem quando, na
verdade tem-se um sistema de quarta ordem. De qualquer forma, houve também diminuicao
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no sobressinal e no tempo de subida, fatores positivos quando se trata de sistemas de controle.

8.4.2 Compensacao por atraso de fase

Ao contrario do que ocorre com a compensacao por avanco de fase, o atraso de fase faz com
que o LR se desloque para a direita do plano complexo, o que pode trazer complicacoes caso
os polos em malha fechada, pela acdo de algum distirbio, por exemplo, passem para a regiao
instavel. A compensacao por atraso é utilizada quando a resposta transitéria é adequada mas
o erro em estado estaciondrio ndo atende as especificacdoes. A funcao de transferéncia de um
compensador de atraso de primeira ordem é dada por

S+ z.
5+ Pe

G.= K, com  z. > pe. (8.28)
O efeito que a introdugcdo de um compensador de atraso no ramo direto implica no erro em
estado estacionario para uma entrada em degrau unitdrio é calculado com a aplicacao do TVF
na funcdo de transferéncia do erro:

sem co (00) = 1i ! ! ! !
m comp. eg(00) = lim s.—. = =
P >0 s T+ Gy(s) 14+G,0) 1+k0
1 1 1
. € = lims.—. S} CLee < e 8.29
com comp. e.(00) lims.~. 3 zi;ZGp(S) e e.(00) < es(c0)  (8.29)

Para que a resposta transitéria ndo sofra alteracdes significativas e ao mesmo tempo o erro
em estado estaciondrio seja diminuido, por exemplo, em 10 vezes, é necessario que o médulo
do zero seja aproximadamente 10 vezes maior que o do polo. No entanto, para que a resposta
transitéria nao seja afetada, a (inica maneira para que isso ocorra é com zeros e polos proximos
da origem, local em que a diferenca relativa é " grande”, mas a absoluta ndo como, por exemplo,
com z. = —0,01 e p. = —0, 1.

O procedimento para o projeto do compensador de atraso é andlogo ao efetuado para o
anterior. Assim, recorre-se a um exemplo, tendo como base o diagrama de blocos da fig. [68]
_ 1 - L
com Gp(s) = FIEe G © Ge(s) a ser determmado.. Sabe-se que a pIantaNe pr(_)Jét_ada
para trabalhar com ( = 0,172 e que a FTMF para esse sistema com realimentacao unitaria e
G.(s) = 1 (isto &, sem compensacio) ¢ dada pela eq. T(s) = —22tl. — L(S)). A solugdo

1+Gp(s) = 1+L(s
do problema serd efetuada com o auxilio do Matlab.

Pelo diagrama do lugar das raizes (vide fig. , temos, para ( = 0,172, os polos domi-
nantes em malha fechada e os demais parametros:

pro = —0,69+3, 945, K, = 166 e £p; = 180 — arctg(3,94/0, 69) ~ 100°.
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Lugar das raizes

o078

g 0472
vershoot (%) 57.8
Frequency (radls) 4

0994

1

Figura 71: Lugar das raizes para L(s) = G,(S) = m57 539590

A resposta no tempo para o sistema em malha fechada adotando K = 166 é mostrada na
fig. , onde se observa o erro em estado estacionario e(t — 0o) ~ 0, 11 como esperado, pois
a planta é do tipo zero, além dos elevados sobressinal e tempo de acomodacao caracteristicos
de sistemas sub-amortecidos.

Resposta ao degrau unitario
T

14 T T T

—— K166

X 10
Y 0.892126

amplitude ()
s
T

°
>
T

5
tempo (s)

Figura 72: Resposta no tempo para a planta G,(s) para K = 166.

Para que a resposta transitéria ndo mude significativamente mas o erro em estado esta-
cionario seja reduzido em, por exemplo, 10 vezes, temos:

0,11 1 1 1
L= =0,011 = - 166—
“~ 10 L+ K=KL(0) 1+ K= 20
1 Ze
0,011 = ———— = K, = 10,83
’ 1+ K.28,3 Pe
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Para que o ganho em regime estaciondrio (ou permanente) n3o se altere, ou seja, a posi¢do
dos polos dominantes nao deve ser substancialmente alterada, é necessario que K., o ganho
do compensador seja aproximadamente unitdrio. Assim, com K. = 1, pode-se escolher o zero
e o polo do compensador " arbitrariamente”. Facamos p. = 0,01; com isso,

s+0,11
s+ 0,01

z
10,83 = 0’61 = 2. = 0,11 = G.(s) =
A resposta temporal para o sistema com o compensador de atraso é visto na fig. [73] que
evidencia os beneficios da inclusdo desse componente. O novo gréfico do LR (vide fig.
mostra que os novos polos dominantes em malha fechada pera o mesmo ( = 0,107 sao
p12 = —0,48 =4, 39, ligeiramente distintos dos anteriores na situagdo sem o compensador.

s Resposta ao degrau unitario
T T

X 24.97
e Y 0.981896

amplitude ()

tempo (s)

Figura 73: Resposta ao degrau unitdrio para a planta G,(s) = m

0.985
2

12 1 8 6 4

Imaginary Axis (seconds™)

2
0.985

a2

Real Axis (seconds™)

Figura 74: Lugar das raizes para a planta G,(s) com compensador de atraso

_ 1
T (s+1)(s+2)(s+10)

98



PME 3481 - CONTROLE E APLICACOES F. Trigo

8.4.3 Compensacao por avanco e atraso

Como estamos tratando de sistemas lineares, a compensagcdo por avanco e atraso promove
a somatdria das caracteristicas trazidas pela utilizacao de cada uma separadamente. Basi-
camente, o procedimento envolve primeiro projetar o compensador de avan¢o para adequar
a resposta transitéria e, posteriormente, efetuar o ajuste como compensador de atraso para
corrigir eventuais erros em regime permanente.
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9 METODOS DE RESPOSTA EM FREQUENCIA

Os métodos de resposta em frequéncia foram desenvolvidos nas décadas de 1930-1950 por
pesquisadores como Nyquist, Bode e Nichols, entre outros. Basicamente, constituem-se em
ferramentas de avaliagdo do comportamento de sistemas dindmicos quando submetidos a sinais
periddicos, algo comum em diversas aplicagdes reais. Os métodos de resposta em frequéncia
complementam as andlises de transitério. Veja-se um exemplo: um sistema de controle de
posicionamento deve, quando solicitado a uma entrada em degrau unitdrio, apresentar baixo
sobressinal, tempo de acomodacao dentro de certos limites e tempo de subida estabelecido. No
entanto, tal sistema é afetado também por uma perturbacao proveniente de suas fundagdes.
Uma maneira de estabelecer a influéncia de tais perturbacdes sobre a resposta dinamica do
sistema é efetuar uma varredura de frequéncias até que se determine quais frequéncias e
harmonicos provocam as maiores amplitudes de vibracdo. Assim, pode-se redimensionar tais
fundacbes de modo a obter o menor efeito possivel.

Os métodos de resposta em frequéncia apresentam as seguintes vantagens sobre outros
métos de analise ja estudados:

e ndo é necessaria a obtencao de raizes da equacao caracteristica;

e podem ser utilizados para levantar caracteristicas do sistema por testes simples com
equipamentos baratos e precisos;

podem ser utilizados na identificacdo de sistemas;

a metodologia é extensivel também a sistemas nao lineares.

9.1 Saidas em regime permanente para entradas senoi-
dais

Seja, no diagrama da fig. [75] a fungdo de transferéncia
Y(s)

_ G(s) G(s)

Re) ) =I5 G HGe) 11 L0) (91)
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estavel, linear e invariante no tempo e sujeita e uma entrada r(t) = Asen(wt). A saida c(t)
pode ser obtida como se segue:

L[r(t)] = L]Asen(wt)] = szi—wwz (9.2)
__ N(s)
com T(s)= T (s + o) = (9.3)
 Aw ) — Aw N(s)
Y(s) = 5570 = 5z (s + ) (9:4)

Y

R(s) E(s)
;,@—. G(s) Y(s)

Figura 75: Diagrama de blocos de um sistema genérico em malha fechada (a realimentaggo
unitaria é representada pela linha vermelha pontilhada)

A expansao em fracdes parciais conduz a

Aw N(S) . aq i a9 bl bg i bn

Y(s) = - = , — + + +... 9.5
(5) 2+ w? [ (s+pr) s+jw s—jw s+p1 s+ps S+ pn (95)

A resposta no tempo é obtida com a transformacao inversa de Laplace:
LY (s)] = y(t) = are " + age?™" + bie P + boe P2 + . e P (9.6)

Porém, como por hipStese, o sistema é estdvel, quando entra em regime (isto é, ¢ — ©0),
todos os termos b,e P+t tendem a zero. Assim, a resposta em regime fica

y(t) = are ™" + e, (9.7)

que, como se nota, depende apenas da entrada periodica. Prosseguindo na andlise, devem-se
calcular os residuos a; € a, nos polos +jw. Pelos métodos ja estudados, pode-se escrever:

@ =T(s).(s+ o) sz‘; e —%T(—jw) (9.8)
. Aw A
az =T(s).(s — jw) CE e | 2—jT(Jw) (9.9)

Nota-se que a; e ay sdo complexos conjugados (representa-se as = @;). Lembrando ainda
que F(jw) e F(—jw) sdo nimeros complexos e, portanto, podem ser escritos em termos de
mddulo e fase, tem-se:
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T(jw) = |T(jw) | T (jw) = [T (juo)] e (9.10)

(=) = [T(~) £T(~ji) = [T (G)le ™ com g6 = gt (911
Voltando as egs. e[0.9

4 = —%|T<—jw>|e-j¢ - —§|T<—jw>|[cos<—¢> T jsen(—¢)] = (9.12)

o = —%m—mucosw) ~ jsen(o) (9.13)

a2 = %www - %rmwmcos(@ T jsen(¢)] = (9.14)

aa = %mwmws(@ T jsen(d)] (9.15)

A resposta temporal fica, de acordo com a eq. [9.7]
A o A o
(1) = ~ [ T(—g)le e 4 ZIT ()] el =
A . _
y(t) = =|T(jw)| [_e—J(wt-Hb) + ea(wt+¢)} =
2j
A
y(t) = Q—j\T(jw)] [—(cos(—wt — @) + j.sen(—wt — ¢)) + cos(wt + ¢) + j.sen(wt + ¢)] =
A , .
y(t) = 2—j\T(jw)].2j.sen(wt +¢) =
y(t) = A|T(jw)|sen(wt + @) (9.16)
Da demonstracao acima conclui-se que:

1. a amplitude de resposta A|T'(jw)| é proporcional a entrada e ao médulo da fungdo de
transferéncia calculada em s = +jw;

2. a resposta é senoidal com frequéncia idéntica a frequéncia de excitagdo, w rad/s;

3. a fase da resposta difere da fase da excitagao ¢ graus. Quando ¢ > 0, ocorre avango
de fase, ao passo que se ¢ < 0, hd atraso de fase.

Genericamente, para r(t) = Asen(wt + ) e y(t) = Bsen(wt + f3),

y(t)  Bsen(wt+ ) BelWHth)

r(t)  Asen(wt+v) Aei@H) (9.17)
" % = gej(ﬁw =T (jw) com (9.18)
TG =5 e o(T(w)) = £T(w) = §—~ (919)
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Exemplo: determinar a resposta do sistema representado pela FT T'(s) = 5%4 quando sub-
metido a entrada 7(t) = 3cos(7t + 20°).

Em primeiro lugar, calcula-se F'(jw),

6 , oo
T(s=j7) = =|T(j7)|e’® = 0, 74e 7%
(s =J7) = g = 1Tl = 0,74e

Por analogia com r(t) = Asen(wt + ) e y(t) = Bsen(wt + [3), tem-se:

A=3 w="Trad/s ~=20°

Com isso, a resposta c(t) fica[l}

amplitude de y(t) B = A.|F(j7)] = (3).(0,74) = 2,22

fase dey(t) fB=0¢+7
como v =20° e ¢=-60"= =20+ (-60°) = —40°
e y(t) = 2,22cos(7t — 40°)

Verifica-se que, para uma entrada periédica (cosseno), a saida é também periddica e a ampli-
tude depende da frequéncia w.

9.2 Diagrama de Bode — fundamentos

9.2.1 Definicoes

Apresentam-se a seguir algumas definicoes utilizadas na construcao do Diagrama de Bode e
na analise no dominio da frequéncia.

1. Amplitude normalizada

amplitude da saida senoidal

Aw) = amplitude da entrada senoidal =T(s = jw)l (9.20)
2. Fase —
)& 21ty = 3 = 21050 = [TED)

3. Decibel (dB)

O decibel (dB) é uma grandeza adimensional que representa a relagdo entre logaritmos
das amplitudes de sinais de saida e entrada. Fisicamente, representa a intensidade sonora

!Lembre-se de que o adngulo de fase em graus mostrado aqui serve apenas o propésito didatico. Todos os
célculos com niimeros complexos devem ser efetuados com arcos em radianos.

2Esta sec3o é a reproducdo do respectivo contelido das notas de aula de PME 3380, onde a construcdo
dos Diagrama de Bode foi abordada.
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mais baixa perceptivel pelo ouvido humano.

amplitude da saida
dB £ 101 9.22
P10 <amp|itude da entrada (9:22)
4. Relacoes de frequéncias
_ 2.amplitude -

1 oltava = 20 loglo <W> = 20 loglo 2 = 6 dB (923)

10. litud
1 década = 20log,, [ — " PUHICY _ 9010g,, 10 = 20 dBB (9.24)

amplitude

9.2.2 Diagrama de Bode — aspectos gerais

O Diagrama de Bode é um grafico constituido por duas partes: a primeira parte (ou primeiro
diagrama) apresenta as curvas de amplitude A(w) em fun¢do da frequéncia a medida que
esta é variada entre zero e infinito; a segunda parte (ou diagrama) mostra o dngulo de fase
®(w) em fun¢do da frequéncia.

A escala-padrédo de representagdo da amplitude de |F'(jw)| é um miltiplo da escala em
decibel,

A(w) = 201log,, |F(jw) (9.25)

A principal vantagem da representacdo nesta escala é que, como sera visto na construcao
do diagrama, a multiplicagdo de médulos transforma-se em simples adicdo de escalares.

A escala de representagdo do angulo de fase € linear. Ja a escala de frequencias (abscissas)
é logaritmica, de modo a abranger grandes faixas de variacdo.

9.2.3 Diagrama de Bode — fatores basicos na construcao do diagrama

A constru¢do do diagrama de Bode de uma fung¢do F'(s) envolve uma série de procedimentos
que podem ser padronizados, quais sejam:

-amplitude e fase de um ganho K

-amplitude e fase de fatores integrais ou derivativos, s = (jw
-amplitude e fase de fatores de primeira ordem, (1 + sT')*! = (1 + jwT)*!

-amplitude e fase de fatores de segunda ordem, (w?/(s? + 2¢w,s + w?))*! que, com s = jw,
fica

)il

+1
1

2
1202+ (2)
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Ganho K
Um ganho K é representado, no plano complexo, por K = K + j0. Assim, aplicando-se as
equagoes e obtém-se

A(w) = 20log,, K dB

0

P(w) = tg_lg =0°

Portanto, no diagrama de amplitude, o ganho K ¢é representado por uma reta paralela ao
eixo das abscissas, com valor positivo se K > 1, negativo se 0 < K < 1 enulose K =1 (0
dB). O angulo de fase é nulo para toda a faixa de frequéncias. Salienta-se ainda que, caso o
ganho seja multiplicado por poténcias de 10,

Fatores integrais e derivativos

Seja s = jw (fator derivativo). Aplicando-se as equa¢des e9.21}

A(w) = 20logy, |jw| = 201log, w dB
6w) = tg™'(5) = 90° (w/2) rad

Seja, agora, s = (jw)~! (fator integral). Aplicando-se as equacdes e[9.21]

1
A(w) = 201logy, ]j—w] = —20log,gw dB

6w) = tg™' (") = ~90° (~7/2) rad

Observa-se também que, para s = jw, :

w=1rad/s = A(w) =20log,, 1 =0dB

2
variacao de uma oitava: 2010g10(—w) =20log,n2=6dB
w

10
variagdo de uma década: 20 loglo(—w) = 201log;, 10 = 20 dB
w

Por analogia, para s = (jw)™*

w=1rad/s = A(w) = —20log,;y 1 =0dB
variagdo de uma oitava: — 20log,,2 = —6 dB
variacao de uma década: — 20log,,10 = —20 dB

Conclui-se que os fatores derivativo e integral geram, no diagrama de amplitude, retas
cujas inclinagdes sALo respectivamente 6 dB/oitava (20 dB/década) e -6 dB/oitava (-20
db/década); além disso, o ponto (w = 1 rad/s; 0 dB) ird sempre pertencer a s respectivas
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Amplitude (dB)

10 20 dB/década

Amplitude (dB)

20 dB/década |

100
© (radis)

us)

0 (gran

¢ (graus)

10

© (radis)

100

-180

1

10

© (rad's)

Figura 76: Diagramas de Bode: fatores derivativo e integral.

100

retas. Os angulos de fase s3o constantes com valores 90° e —90°, respectivamente. A situagdo
descrita pode ser vista na fig. [76]

Para fatores integrais ou derivativos de multiplicidade n, ou seja, (jw)*", tem-se,

A(w) = £20n dB/década

d(w) = £n
2
Fatores de primeira ordem
Fatores de primeira ordem s3o do tipo
(1+sT)" |, = (14 jwT)*™, (9.26)

onde T’ é a constante de tempo do sistema. Neste caso, o diagrama de Bode é construido

tendo como abscissa miltiplos e submudiltiplos da constante de tempo.

Seja o fator de primeira ordem (1 + jwT'). Aplicam-se as equagdes e9.21f
Amplitude

A(w) = 20logyy |1 + jwT| = 20logy (\/1 T w2T2) (9.27)
1
para w < o = A(w) =20log;p 1 =0dB (9.28)
1
para w> - = A(w) = 20log, w1 dB (9.29)

As equacoes e sao as assintotas a curva real, dada pela eq. [9.54] Dois pontos
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sao importantes na construcao do diagrama de amplitude:
10
1
A (w = ?) = 20log,, 1 =0dB (9.31)

Conclui-se que, para w < 1/T, a amplitude vale 0 dB, ao passo que, para w > 1/T a
aproximacdo leva a uma reta com inclinagdo de 20 dB/década, ou 6 dB/oitava. O valor
w = 1/T é denominado frequéncia de canto, e representa o ponto a partir do qual a assintota
horizontal passa a inclinada.

Angulo de fase

5(w) = LF(jw) = £(1 + JuT) (932)
o) =17 (<) (033

para 1w < o = 6(w) = 0°(0 rad) (9.34)
para w3 7. = 0(w) = 90°(r/2 rad) (9.35)
para w — % s b(w) = 45°(n/4 rad) (9.36)

Erro em amplitude

Quando efetua-se a aproximagdo pelas assintotas, egs. e [9.56] incorre-se em erro com
relacdo ao valor que seria obtido caso a amplitude fosse calculada de acordo com a expressio
exata, eq. . Em termos préticos, consideram-se os erros existentes no intervalo entre
uma oitava acima e uma oitava abaixo da frequéncia de canto. Assim, subtraindo-se o valor
aproximado do exato obtém-se

para  €(A(w)) | —; /7 = € =20logy, (vl + 1) —20log,q 1 = 3,03 dB (freq. de canto)

(9.37)
para  €(A(w)) | —o/r = € = 20logy, (\/1 + 4) —20log,;,2 = 0,97 dB (1 oitava acima)
(9.38)
1
para  €(A(w)) |,y jor = € = 20logy, (\ /1+ Z) —20logy, 1 = 0,97 dB (1 oitava abaixo)
(9.39)

Observa-se que o erro é maximo na frequéncia de canto e simétrico em relagdo a ela nas
duas dire¢des. Um calculo simples ird revelar que, para w = 4/T (duas oitavas acima) ou
w = 1/4T (duas oitavas abaixo), o erro é de 0,26 dB, decaindo para 0,04 dB quando se avalia
o intervalo de 41 década, que pode ser admitido desprezivel.

O diagrama de Bode para as aproximagoes referentes a um fator de primeira ordem no
numerador de F'(s) (o que representa um zero em s = —1/7") é mostrado na fig. [77| (a).
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Considera-se agora o fator de primeira ordem wﬁ O desenvolvimento é totalmente
andlogo, levando a resultados que apresentam sinais invertidos em relacdo ao caso anterior.

Amplitude
1
A(W) = 20 logm m‘ = —20 logw <\/ 1 + UJ2T2> (940)
1
para w <K 7= A(w) = —20log;, 1 =0dB (9.41)
1
para w > o = A(w) = —20log,qwT dB (9.42)

As equagdes e s3o as assintotas a curva real, dada pela eq. 9.40, Neste caso,
os dois pontos para a construcdo do diagrama de amplitude s3o:

1
A <w = ?O> = —20log,, 10 = —20 dB (9.43)
1
A <w = f> = —20log, 10 =0 dB (9.44)

Conclui-se que, para w < 1/T', a amplitude vale 0 dB, ao passo que, para w > 1/T" obtém-
se uma reta com inclinagdo de -20 dB/década, ou -6 dB/oitava. Novamente, denomina-se
w = 1/T como frequéncia de canto.

Angulo de fase
P(w) = LF(jw) = Z(1 + jwT)™! (9.45)

1 B 1(1 — jwT) B 1 W . (9.46)
1+ jwl  (1+jwl)(1—jwl) 1+w?1? 7 ‘

1+ w?T?
o) =1 () 0a)

para w <K 1 — ¢(w) = 0°(0 rad) (9.48)

como

T
para w > % = ¢(w) = —90°(—7/2 rad) (9.49)
para w = % — ¢(w) = —45°(—n/4 rad) (9.50)

Erro em amplitude

Para  e(A(w)) |,_y,r = € = —20log, (\/1 n 1) ~ (~20logyy 1) = —3,03 dB (freq. de canto)

(9.51)
para  €(A(w)) | —o/r = € = —201l0gy, ( 1+ 4) — (—201logn2) = —0,97 dB (1 oitava acima)
(9.52)
1
para  €(A(W)) [,y jor = € = —201ogy, (W /14 Z_L) — (—20logyq1) = —0,97 dB (1 oitava abaixo)
(9.53)
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As consideracoes em relacao ao decaimento logaritmico quando se aumenta o intervalo de
avaliacao para + 4 oitavas ou = 1 década sdo idénticas, com a ressalva da inversao no sinal.

Amplitude
A(w) = 20logyg |1 + jwT| = 20logy (m) (9.54)
para w < % — A(w) =20log;, 1 =0dB (9.55)
para w > % — A(w) = 20log, w1 dB (9.56)

As equacdes e sdo as assintotas a curva real, dada pela eq. [9.54] Dois pontos
sao importantes na construcdo do diagrama de amplitude:

1
A (w = T()) — 20log,, 10 = 20 dB (9.57)
1

Conclui-se que, para w < 1/T, a amplitude vale 0 dB, ao passo que, para w > 1/T a
aproximagdo leva a uma reta com inclinagdo de 20 dB/década, ou 6 dB/oitava. O valor
w = 1/T é denominado frequéncia de canto, e representa o ponto a partir do qual a assintota
horizontal passa a inclinada.

Angulo de fase

5() = LF(jw) = £(1+ juT) (9.59)
o) =t () (0.60)

para 1w < o = 6(w) = 0°(0 rad) (9.61)
para w3 7. = 9(w) = 90°(r/2 rad) (9.62)
para w — % s b(w) = 45°(n/4 rad) (9.63)

Erro em amplitude

Quando efetua-se a aproximagdo pelas assintotas, egs. e [0.56], incorre-se em erro com
relacdo ao valor que seria obtido caso a amplitude fosse calculada de acordo com a expressao
exata, eq. [9.54 Em termos praticos, consideram-se os erros existentes no intervalo entre
uma oitava acima e uma oitava abaixo da frequéncia de canto. Assim, subtraindo-se o valor
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aproximado do exato obtém-se

para  €(A(w)) | —y/r = € =20logy, (x/l + 1) —20log,q 1 = 3,03 dB (freq. de canto)

(9.64)
para  €(A(w)) | —o/r = € = 20logy, (\/1 + 4) —20log;,2 = 0,97 dB (1 oitava acima)
(9.65)
1
para  €(A(w)) |,y jor = € = 20logy, (\ [1+ Z) —20log,, 1 = 0,97 dB (1 oitava abaixo)
(9.66)

Observa-se que o erro é maximo na frequéncia de canto e simétrico em relacdo a ela nas
duas diregdes. Um célculo simples ird revelar que, para w = 4/T (duas oitavas acima) ou
w = 1/4T (duas oitavas abaixo), o erro é de 0,26 dB, decaindo para 0,04 dB quando se
avalia o intervalo de +1 década, que pode ser admitido desprezivel. O diagrama de Bode
para as aproximacdes referentes a um fator de primeira ordem no denominador de F'(s) (o que
representa um pélo em s = —1/T') é mostrado na fig. [77|(b).

Diagramas de Bode - 1a. ordem

(dB)

amplitude

fase (graus)

1072 1071 10° 101 102
frequéncia (rad/s)

(a) (1+7Ts)"!

Diagramas de Bode - 1la. ordem

(dB)

amplitude

1072 10t 10° 10t 102

fase (graus)
2
]

1072 107t 100 10t 10?
frequéncia (rad/s)

(b) (1+Ts)!

Figura 77: Diagramas de Bode: fatores de primeira ordem.
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Fatores de segunda ordem

Os fatores de 2* ordem s3o genericamente expressos como

2

F(s) = { “n rl (9.67)

$2 4 2Cwys + w?

Considerando-se o expoente 1 e fazendo-se s = jw, obtém-se

w2

Fjw) = J2w? + 2jCwpw + w? (9.68)

Dividindo-se a equacdo precedente por w? chega-se a

1 1

F .w — . - = . .
(] ) j2(wi")2_|_2<“5—n]—{—1 1+2C:_n]+(5_n])2

, (9.69)

que é a forma padrdo de um sistema de segunda ordem. Observe que, quando ( > 1, o
denominador pode ser escrito como o produto de dois fatores de primeira ordem com pdlos
reais (caso o expoente da eq. seja -1, tem-se o produto de dois fatores de primeira ordem
com zeros reais).

Por outro lado, quando 0 < { < 1, o termo quadratico é o produto de dois fatores com
raizes complexas conjugadas.

Amplitude
As equacgdes e aplicadas a eq. fornecem:

1
A(F(jw)) = 201log — | = 9.70
Afw) = =20logyq 1+ 2((=3) + (—j)?| = (9.71)
NE
wn wn
w ]’ w]? w]’
Wr, Wr, Wy,
Para w < w,,,
= A(w) = —20log,;, 1 = 0 dB — assintota das baixas frequéncias (9.74)
para w > w, = A(w) = —201logq 4 /(%)4 = (9.75)
A(w) = —401logy, wi dB — assintota das altas frequéncias (9.76)

n

Nota-se que a amplitude da resposta é funcdo tanto de um fator externo, qual seja, a
frequéncia do sinal de entrada, quanto de um fator “interno”, o coeficiente de amortecimento
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(, caracteristico do sistema dindmico. As curvas de amplitude refletem essa dependéncia,
como pode ser visto no grafico da fig. (a). Neste diagrama, alguns pontos notdveis sio:

para w=0rad/s = A(w) =0dB
para w = w, rad/s = A(w) = —40log,; 1 = 0 dB pela eq.
para w = 10w, rad/s = A(w) = —40log,, 10 = —40dB pela eq.

A lltima equacdo mostra que a assintota das altas frequéncias possui gradiente -40
dB/década, fato que serd amplamente utilizado na construgdo do esbogo do Diagrama de
Bode. Como mencionado anteriormente, a amplitude é funcdo da frequéncia de excitacdo e
do coeficiente de amortecimento. Fixado um valor de ¢, obtém-se a curva correspondente de
amplitude. Quando a frequéncia do sinal de entrada iguala-se a frequéncia natural do sistema,

a eq. fica,

A(F(jw)) = A(F(jwn)) = 201og (9.77)

1 '
J2¢
fazendo com que, dessa forma, o denominador atinja um minimo e, consequentemente, ocorra

um pico de amplitude, cujo valor é inversamente proporcional ao valor de (. A frequéncia w,,
é a frequéncia de canto para o fator quadratico.

1
1+j42¢ -1

Angulo de fase

Considera-se a funcao

F(s=jw)= — = (9.78)

- (EPTR(E) (579)
1 1— ()" —20(2))
o " 9.80
= (2P + 2 (2)] [1 (P j>] (6.80)
(w2 (w4
IRV ) 051
- (2] ey
Portanto,
—2¢(%) 20()
tgp(w) = (2 — —tgp(w) = T= (2 (9.82)
que, tal qual a amplitude, depende de w e (. Assim,
para w K w, = —tgop(w) =0 = ¢(w) = 0° (0 rad) (9.83)
para w > w, = —tgd(w) =07 = ¢(w) = —180° (—7 rad) (9.84)
para w = w, = —tgp(w) = _x = ¢(w) = —90° (—7/2 rad) (9.85)

0

O comportamento do dngulo de fase para fatores de segunda ordem ¢é visto no grafico da fig.
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=0,25 2
assintota ¢ ,\/520'1

assintota

NG

B ‘< N 4

Amplitude (dB)

Fase (graus)

-50

B0 i

R U NSO, - N—

-80

Figura 78: Diagramas de Bode: fatores de 2a. ordem.

(b).
RESSONANCIA

Ja foi observado que a amplitude da resposta é funcao tanto da frequéncia natural do
sistema quanto do seu coeficiente de amortecimento. O grafico de amplitude, no diagrama
de Bode, indica que existe um valor de ( que delimita a ocorréncia ou nao de um pico, com
w = w,.

Quando | F'(jw)| apresentar um pico, a frequéncia correspondente serd denominada frequéncia
de ressonancia, w,. Matematicamente, um pico de amplitude implica a ocorréncia de um
minimo no denominador da eq. abaixo,

IFGD = |55 77 (9.86)
F(je)] = — e : (9.87)
\/_1—(;7)2} +[2¢5—n]

d 2,272 2
d 4 2 2,2 4 2
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4 4_2221_22
(wn—i-w w?w?( C)>_0:>

4
Wn

% z1 () (- 2<2)) 0=

Wn Wn

w3 w
0447 —45(1-207) =0=

w2 1-2¢
w?®  1-2¢

— = w? = w2 (1 —2¢%)

4 2
Wy Wy

Assim, o valor de w que minimiza o denominador da eq. é a frequéncia de ressonancia
Wr = wpy/ 1 —2¢2 (9.88)
Com respeito a eq. [9.88] os seguintes pontos podem ser destacados:

e em sistemas cujo amortecimento é nulo ou muito pequeno, a frequéncia de ressonancia
w, tende a frequéncia natural, w,;

e quando o radical se anula, ndo ha pico de ressonancia. O valor de { que torna o radical
nulo é ¢ = 0,707,

e para 0 < ¢ < 0,707, a frequéncia de ressonancia w, é inferior a frequéncia natural
amortecida, wy = w,+/1 — (?, e a resposta ao degrau é oscilatdria;

e para ( — 0, a frequéncia de ressondncia tende a frequéncia natural,

e quando ¢ > 0,707, ndo ha pico de ressonancia. Sabe-se, que para 0,707 < ¢ < 1,
o sistema é amortecido porém ainda sujeito a oscilagdes, quando solicitado ao degrau.
Porém as oscilacoes decaem rapidamente.

O valor de pico na ressonancia, M,, pode ser encontrado substituindo-se a eq. na
eq. [9.87, que conduz a

1

204/1 — 2

A equagdo[9.89indica que, a medida que ( tende a zero, a amplitude tende ao infinito, ou
seja, um sistema ndo amortecido, quando sujeito a vibracoes na sua frequéncia natural, tende
a oscilar com amplitudes cada vez maiores. Além disso, sistemas fracamente amortecidos,
quando excitados em frequéncia proximas a frequéncia de ressonancia, tendem a apresentar
maiores amplitudes de oscilacao.

M, = [F(jw)| = |F(jwr)| = (9-89)

As caracteristicas de resposta apresentadas acima permitem a obtencao de esbocos do
diagrama de Bode para fungdes genéricas, desde que devidamente decompostas em termos de
ordem inferior. O desenvolvimento para fatores de 2a. ordem, eq. com expoente —1 é
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totalmente analogo, com diagramas de Bode simétricos com respeito ao eixo das abscissas e
nao sao mostrados aqui.

9.3 Graficos Polares: Grafico de Nyquist

Uma representacao alternativa para a resposta em frequéncia de um sistema é através de
gréficos polares para a fungdo de transferéncia. O Gréafico polar de T'(jw) é uma representagdo
do médulo |T'(jw)| contra o dngulo de fase ZT'(jw) com w variando de zero a co, denominado
Grdfico de Nyquist. O angulo de fase é medido no sentido anti-hordrio a partir do eixo real
positivo, conforme representado na fig. [79]

A Im
w3
Wy
LG(jw)
>
Re
w1

Figura 79: Grafico de Nyquist

Note que, se G(jw) = G.(jw).Gp(jw), entdo

G| = 1Gelie) -Gy 0)
LG(jw = LG (jw) + £Gy(jw)

A vantagem do uso do grafico polar é que permite colocar todas as caracteristicas de
resposta em frequéncia para todas as frequéncias em um (nico grafico. A desvantagem é que
ndo permite perceber claramente a contribuicio de cada fator individualmente.

Da mesma forma que nos Diagramas de Bode, pode-se montar o grafico individual para
cada fator.

1. Fatores integrais e derivativos, (jw)*!, cujos graficos sdo mostrados na fig. :

1 1 1 1

L Gljw) = — = —j = —/90°
Jw Jw woow

Jjw: G(jw) = jw = wL+90°
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Alm Im
1 .
Jw Jw T
w — 00
W= 00 _ w=0 -
7:.’,6 Re
ly
w—0

Figura 80: Grafico de Nyquist para fatores integrais e derivativos.

2. Fatores de primeira ordem, (1 + jwT)*!, cujos gréficos sdo mostrados na fig. :

/tan"'wT

1 1
14+ 5wT) ' Gliw) = y =
(14 jwT) (jw) 0T~ Ao

(14 jwT)*™: Gjw) = 1 + jwT = V1 +w?T? /7 /2

3
s/
| ©
F—
4

wl'=1
G(j/T)

Figura 81: Grafico de Nyquist para fatores de primeira ordem. Note que para —oco < w < 0
ambos os graficos sdao simétricos com respeito ao eixo real e nao sao mostrados na figura.

NE
3. Fatores de segunda ordem, || 1 + 2@;_” + (];—) )} com ¢ > 0, cujos gréficos sao
mostrados na fig. 82

o G(jw) = (14262 +(2)7)]
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1

\/[17(i)2] 2+4CQ(W/UJ77.)2

£G(jw) tan™ (s )
lim |G(jw)| =1, ZG(jw) =0

[EVI
G(jw) =

w—0
lim |G(jw)| =0, ZG(jw) = —180°
w—r00
. . —2¢ . o
G(jw = jw,)| = —, £LG(jw) = —90

0

. Gljw) = [(H?Uﬁ* <jwin)2)rl

Wn

i) = 166 =\/ - (2)] e

£G) =t ()

lim |G(jw)| = 1, £G(jw) =0

(1 + 2¢jw/wy + jw? /w2) !

(14 2¢jw/wn + jw? /w?)

Ar
m AIm
w =00 w=20
0 ~ 1/
| » —
/“I - R -~ .
. { e w=~0
7 "\ P W — 00
n
] I\ 11 /
' i T Re
\ » ¥n 7 1 e
\ ~ P ¢ 1 essonAnci
Y o - pico dC ressonancia
N\, w 4
‘"'s?_- et ,w:wr

Figura 82: Gréfico de Nyquist para fatores de segunda ordem. Como na figura anterior, para
—00 < w < 0 ha simetria com respeito ao eixo real.

Deve-se ressaltar que, para sistemas amortecidos, a frequéncia de ressonancia w, nao é
idéntica a frequéncia natural w,, ndo amortecida. No grafico de Nyquist, w, corresponde
a maior amplitude medida a partir da origem, como indicado na fig. para um dos

valores genéricos de (.
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9.4 Estabilidade relativa utilizando diagramas de Bode

Suponha que seja dado um sistema para o qual ja foi efetuada alguma a¢do de controle no
sentido de obter respostas limitadas para entradas limitadas, ou seja, obteve-se sua estabi-
lidade absoluta, que pode ser comprovada, por exemplo, pelo critério de Routh-Hurwitz.

Eventualmente, ainda haja necessidade de ajustes para alcancar alguma especificacdo de
desempenho; por outro lado, é importante também saber qual o efeito que mudancas na planta
causadas por condigdes como envelhecimento ou modificagao de algum parametro constitutivo
pode causar no seu funcionamento. Para isso, sistemas de controle devem ser projetados com
certa flexibilidade para correcoes sem que, entretanto, a estabilidade absoluta seja perdida. Na
linguagem de controle, a quantificacao dessa flexibilidade é denominada estabilidade relativa.

A estabilidade relativa de um sistema é determinada com base na suas margens de ganho
e fase. Para compreender o que isso significa, recordemos o conceito de sensibilidade com o

auxilio da fig.

R(s) E(s) U(s /(s
(%) Gu(s) (s) Go(s) Y(s) .

T B(s)

Figura 83: Diagrama de blocos para um sistema genérico em malha fechada com G.(s) = K,
H(s)=1.

Para G.(s) = K, valor real fixo e H(s) =1 (realimentagdo unitdria) a sensibilidade é

\ E(s) 1 1

ou seja, quanto maior a fung¢do de transferéncia de retorno (o denominador de S(s)), menor
a sensibilidade do sistema em malha fechada a modificagdes nos parametros da planta. Ocorre
que, se a equagdo caracteristica 1 + L(s) = 1 + KG(s) = 0 = G(s) = —1/K para algum
valor de frequéncia quando esta varia entre zero e infinito, o sistema em malha fechada
se torna instavel a partir dessa frequéncia.

E comum em andlise de margens de ganho e fase utilizar K = 1. Nessas condi¢des, a
instabilidade ocorre sempre que a FTMA L(s) seja tal que a equagdo caracteristica se anule,
ou seja,

L(s) = =1 = L(s) = |L(s)|£(L(s))
L(s) =1/ — 180°

Essencialmente, os diagramas de Bode contém as mesmas informacdes que o diagrama de
Nyquist, porém na forma de dois graficos, amplitude e fase. Na fig. sao apresentados
os diagramas de Nyquist e Bode para uma FTMA (loop function) L(s) genérica, que nos
permitird definir as margens de ganho e fase. Em (a) e (b) o sistema é estavel em malha
fechada; em (c) e (d), o sistema é instavel em malha fechada. Assim,

e Margem de ganho: ¢é o valor K, pelo qual a FTMA L(s) pode ser multiplicada, na
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frequéncia w, para a qual ocorre uma mudanga de fase de 180°, sem que o mdédulo
da equacdo caracteristica |1 + K L(s)| atinja zero;

e Margem de fase: corresponde ao atraso angular ¢ que pode ser adicionado a FTMA
L(s), na frequéncia wy para o qual o seu médulo é unitario, sem que o médulo da
equacao caracteristica |1 + L(s)| seja anulado. Como a escala de amplitude no
diagrama de Bode ¢ logaritmica, segue que, quando |L(s)| = 1, 20log,, |L(s)| = 0,
conforme mostrado no grafico correspondente.

|L(s)| (dB)
20 |

(a) 10 —|
Im A 0

\

>0 -90

—180

/wﬂ[} ]

[L(s)] (dB)

(©) 20 (d)
Im A 10 —

Ky <0 —90

|«
=
A

/4

=
&
\/
=
I I

|

A G B B
N
X
€

Figura 84: Diagramas de Nyquist e Bode de uma FTMA L(s) genérica mostrando margens
de ganho e fase.

Compensadores de avanco e atraso de fase podem também ser projetados com auxilio dos
diagramas de Bode, sempre respeitando ambas as margens. E importante salientar que
sistemas de primeira e segunda ordem possuem margem de ganho infinita, pois a
fase nunca atinge —180°. Exemplos de aplicacdo sdo apresentados em sala e também podem
ser consultados nas referéncias do curso.
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10 FUNCOES DE TRANSFERENCIA E ESPACO DE
ESTADOS

Como vimos anteriormente, hd duas maneiras importantes para a representacdo de sistemas
dinamicos:

e no dominio das frequéncias ou modelo de funcdo de transferéncia; tal abordagem é
conhecida como Controle Cldssico

e no dominio do tempo ou em espaco de estados, que caracteriza o chamado Controle
Moderno.

Sempre é importante ressaltar que as técnicas de controle mais atuais, dentre elas, étimo,
robusto, adaptativo ou estocdstico, além outras que combinam varias delas, relinem as me-
lhores caracteristicas das duas abordagens. Os médulos 5 a 8 do curso tém como objetivo as
técnicas de controle moderno, que demandam as seguintes defini¢cdes:

e estado:
O estado de um sistema dindmico é o menor conjunto de varidveis, fun¢des do tempo
chamadas varidveis de estado cuja especificacdo determina completamente a evolugcdo
do sistema no tempo na auséncia de excitacdo externa.

e vetor de estado:
ao conjunto das n variaveis de estado agrupadas sequencialmente na forma de um vetor
x da-se o nome vetor de estado.

e espaco de estados: o espaco n-dimensional no qual os eixos sao as n varidveis de
estado é denominado espaco de estados.

O comportamento de um sistema dindmico é descrito por um conjunto de equagdes di-
ferenciais, ordindrias ou parciais, o seu modelo matematico. Para a solucao do sistema de
equacdes diferenciais sdo necessarias condi¢ces iniciais (para as EDOs e EDDPs) e condicées
de contorno (para as EDDPS). Neste curso, trataremos apenas de sistemas a pardmetros
concentrados, os quais sdo descritos por EDOs.

A representacao em espaco de estados ndo € Unica e, por vezes, as variaveis de estado nao
representam grandezas fisicas. Sabemos que uma EDO de ordem n pode ser convertida em n
EDOs de ordem 1. Esse ndmero niimero n, entretanto, € dnico (consequéncia da definigdo) e
estabelece a ordem do sistema.
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Como ha estreita ligacao entre as representacdes da dindmica de sistemas no dominio com-
plexo (Laplace) e no dominio do tempo, inicialmente estudaremos como se dd a transformagdo
de uma abordagem para a outra.

Dissemos acima que a representacao da dindmica de um sistema em espaco de estados
(EE) n3o é tnica, e isso serd mostrado mais adiante. Ocorre que, dada uma representa¢do no
dominio complexo, esta sim é tinica. Passemos a representacdo em EE a partir da representacao
no dominio complexo.

10.1 Conversao de FT para EE

1. sistemas lineares e invariantes no tempo com uma entrada u(t) (sem derivadas)
e uma saida y(t) (UEUS = SISO)

Partimos da FT e definindo D" £ jt—:,

T(s) = Y(s) _ ] 1
U(s) s"+as"t+...+a, 15+ ay,
(8" +as" '+ . ap_15+an)Y(s) =U(s) = L7}
D%+ a D" 'y +...an_1 D"y + ayy = u
D'y = —a, D" 'y — ... ap_1 D™y — any +u (10.1)

A eq. é uma EDO de ordem n e, de acordo com a argumentacdo, pode ser
convertida em 2n EDOs de ordem 1. Portanto, adotando

Yy=x

i‘l = T2

Tp—1 = Tp
Tp = —ApT1 — Ap_1Ta — ... — 1Ty + U (10.2)

O sistema das eqgs. pode ser escrito de forma matricial como

i 0 1 0 .. 0 T 0
To 0 0 1 oo 0 To 0
: = : : : : : + 0] u
L1 0 0 0 . 1| [%Ta :
| Tn, ] | —a, —Qp—1 —Qp—2 ... —ai| | Tn | _1_
y=1[100 ... 0][e1 22 w3 .. .xn]T (10.3)
De forma compacta,
x = Ax + Bu
y=Cx+ Du (10.4)

As egs. s3o uma das possibilidade de representacdo da funcdo de transferéncia
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possiveis em espaco de estados. Salienta-se que a matriz de alimentac3o direta, D,
nesse caso assumiu o valor nulo, mas isso nao invalida a generalidade do procedimento.
As matrizes A, B e C sdo denominadas respectivamente de modelo do sistema (ou
planta), de controle e do modelo de observacio (ou de medicdo) na literatura corrente.

A matriz A, construida de modo a conter todos os coeficientes da EDO na dltima IinheE],
possui uma estrutura especial denominada forma canénica controldvel ou primeira forma
companheira.

2. sistemas lineares e invariantes no tempo com uma entrada u(t) (com derivadas)
e uma saida y(t)
Nesse caso, o procedimento é mais trabalhoso e foi desenvolvido no curso de modelagem
de forma mais detalhada. Resumidamente, seja a FT genérica.

Y(s)  bos" 415"+ 4 by15+ by

T(s) = 10.
() U(s) st a4+ a5+ an, (10.5)
Adotando-se um polindmio auxiliar Z(s), tem-se
Y(s) Z(s)
T(s) — 10,
Y(s)

5= (bos™ 4 bys" 7t + ... 4 by_15+by)

(s)
Esg - ! (10.7)

s s+ as" 1+ .+ a8+ ay,

SN N

O desenvolvimento para a eq. é idéntico ao ja efetuado e que resultou nas egs.

10.3| Para a eq. [10.6 tem-se:

y=0boD"z+ b D" x4 .. 4+ b2+ bz (10.8)

Apds considerdvel dlgebra, a equacao do modelo de observacdo na forma de EE pode
ser obtida:

Yy = (bn — CLnb())Il + (bnfl — an,1b1)$2 + ...+ (bl — albo)xn + b(]u (109)

O modelo completo em EE é

Yniciando a numeracio dos coeficientes na ordem contraria, a matriz companheira tera valores na primeira
linha, mas essa forma é menos comum.
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iy 0 1 0 U VI -56’1- 0]
o 0 0 1 .. 0 To 0
: = : : : : : : + 0] u
Tpo1 0 0 0o . 1 Tpo1 '
L :Bn 1 | —ap —Ap—1 —Ap—2 ... —a1] | Tn | _1_
2]
T2
Yy = [(bn — CLnbo) (bn—l — an_lbl) Ce (bl — albo)] + [bo]u (1010)
Tp—1
- xn -
Novamente, de forma compacta,
x = Ax + Bu
y=Cx+ Du (10.11)

Nessa formulacdo, a matriz A também possui os coeficientes da EDO em uma de suas
linhas, caracterizando a forma canodnica controlavel ou primeira forma companheira.

Ha também outras formas candnicas. Quando a matriz A apresenta os coeficientes da
EDO em uma de suas colunas (normalmente a dltima), diz-se que possui forma candnica
observavel ou segunda forma companheira. Nessa situacdo, com entradas que possuem
derivadas, o sistema em espaco de estados fica

i 0 0 0 —a, ) bn, — anbo
To 10 0 —an_1 T bn—1 — an_1bo
= : : : + : u
Fp1 00 0 0 Tp_1 :
| Ty | 00 0 1 —a ||z | | by —arhy
T
X2
y=1[0 0 ... 1| : |+ [boJu (10.12)
Tp—1
xn

3. sistemas lineares invariantes ou variantes no tempo com miultiplas entradas
(com ou sem derivadas) e miiltiplas saidas (MEMS = MIMO):

Este é o caso mais geral que iremos tratar no curso. O procedimento para a passagem
ao espaco de estados é o mesmo efetuado nos itens anteriores, com a diferenca que, para
varias entradas e vdrias saidas, as dimensodes das matrizes B e C' devem ser modificadas
de acordo com a necessidade. Resumidamente, temos:
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para sistemas lineares variantes no tempo — (SLVT)

x = A(t)x+ B(t)u, A(t) e R, B(t) € R"Pnonumber (10.13)
y=C(t)x+ D(t)u, C(t) e R™" D(t) € R™*P (10.14)

para sistemas lineares invariantes no tempo — (SLIT)

X =Ax+ Bu, A€R™™ BeR™P
y=Cx+Du, C€R™" DgR™P (10.15)

Em ambos os casos, a forma matricial compacta é representada pela eq. [10.11]

10.2 Solucao do sistema em espaco de estados

10.2.1 caso escalar

Vejamos a solu¢do da equagdo diferencial escalar &(t) = a(t)z(t) + b(t)u(t). Separam-se as
solugcdes do sistema homogéneo xy,(t) = a(t)x,(t) e particular (ou do sistema forcado por
u(t)) &,(t) = b(t)u(t) de maneira que z(t) = z,(t) + z,(t). Para o caso homogéneo,

) — attntt) = 28 — aeyan
zp(t) t n ¢
Inzp,(t) ( ):/t a(t)dr = In l‘h(i)) :/t a(t)dr
= 2(8) = a(ty)eo ) (10.16)

A solug¢3o particular requer um pouco mais de trabalho. Seja a funcgo p(t) (desconhecida)
tal que

p(t)iy(t) — p(t)a(t)z(t) = p(H)b(t)u(t) (10.17)

Adotando p(t) = —p(t)a(t) na eq. |10.17, obtém-se uma diferencial exata pois

p(t)ap(t) = p(t)zy(t) = p(£)b(t)ult)

%[p(t)l‘p(t)] = p(t)b(t)u(t) = dlp(t)x,(t)] = p(t)b(t)u(t)dt
/t Ap(e)ay (1)) = [ p(r(ryutr)dr =
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Como dp(t)/p(t) = —a(t)dt, p(t) = p(te)e Fo 9 a eq. [10.19| fica

z,(t) :/t LT?()(T)U(T)dT =

0 p(T)e_ fT a(§)d¢

t t
xp(t):/ eftoa(é)dgb(T)u(T)dT (10.18)
to

A solucao geral é, portanto,
z(t) = za(t) + zp(t)

¢ by
x(t) :$(t0)€ft0a(T)d(T)+/ eftoa(f)dﬁb(T)u(T)dT (1019)
to

No caso de a constante (sistema invariante no tempo), a solu¢3o, a solu¢do simplifica-se
para

z(t) = z(to)ert0) 4 /t (T u(r)dr (10.20)

10.2.2 caso matricial, SLIT

No caso de SLIT, uma das possibilidades de solucdo é através das transformadas de Laplace;
caso o sistema seja linear porém variante no tempo, esse método nao se aplica. No entanto,
seu conhecimento auxilia na compreens3ao dos procedimentos mais gerais. Seja, portanto, o
SLIT descrito em EE pelas egs. com D = [0] por simplicidade. Aplicando o operador
L[] da transformada de Laplace a eq. do modelo da planta obtém-se

sx(s) —x(tg) = Ax(s) + Bu(s) =
(sI — A)x(s) = x(ty) + Bu(s)
x(s) = (sI — A)"'x(ty) + (sI — A)"'Bu(s) (10.21)

Para obter z(t), basta aplicar a transformag&o inversa de Laplace. No entanto, temos ai uma
equacdo diferencial que envolve matrizes e algum cuidado é necessario. Em primeiro lugar,
observemos que, para a escalar e constante, vale a relacao

1
Lle™] = o

LM =(sI-A)" =

= (s —a)™'; por analogia,

t
x(t) = eA(t_tO)x(to) +/ GA(t_T)Bu(T)dT

to

Ainda precisamos definir o que seja e??, algo erroneamente denominado "exponencial
de matriz’, que nao existe. De fato, sob certas condi¢bes, é possivel construir uma série
infinita convergente que tem matrizes quadradas como argumento. Um resultado decorrente
do Teorema de Cayley-Hamilton ajuda a resolver essa quest3o.
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Teorema 1. Para A uma matriz quadrada de ordem n com \; autovalores, se

o(x) = ag + a1 + azx® + . ..

for convergente para cada x = \;,
entao a série matricial correspondente
o(A) = agl + a1 A+ asA? + . ..

também sera convergente.

Como consequéncia, podemos concluir que

A? A3 .

AT = T+ At + 5152 + gt“ +... (10.22)
permitindo assim obter a solu¢do x(t) procurada. A matriz ®(s) = (sI — A)~! é denominada
resolvente da matriz A. E possivel demonstrar que seus autovalores correspondem aos polos
de malha fechada da funcao de transferéncia correspondente, ou seja, os valores que anulam
a equacao caracteristica. Esse é outro resultado decorrente do Teorema de Cayley-Hamilton,
cujo enunciado é agora oportuno. Dado o polinémio caracteristico da matriz A,

ML= Al = (=N)"+co AN+ o+ ad+ o= AN,
o polinémio matricial correspondente é
A(A) = (—1)”14” =+ Cn_lAnil 4+ ...+ ClA + CQ[.

Teorema 2. Teorema de Cayley-Hamilton: toda matriz quadrada A de ordem n satisfaz a
sua propria equagdo caracteristica, ou seja, A(A) = [0].

O polinémio caracteristico da matriz A igualado a zero resulta em uma equac¢do cuja
solu¢do sdo os autovalores dessa matriz; por outro lado, pelo T. de Cayley-Hamilton a matriz
A, obtida a partir de uma FT que possui valores correspondentes aos coeficientes do polinémio
caracteristico da FT, ao obedecer a sua prépria equagao caracteristica mostra que seus auto-
valores possuem estreita relacio com os polos da funcao de transferéncia. Na realidade, os
autovalores de A s3o os polos da FT cuja transformacdo resultou na matriz A.

10.2.3 caso matricial, SLVT

Tratemos agora da forma matricial das equagdes de estado, egs. [10.11]

e SLVT com matriz A constante e matriz B = B(t), ou seja, o modelo de planta é dado
por

x(t) = Ax(t) + B(t)u(t) (10.23)

Com a matriz A constante e o conhecimento da série matricial infinita, a solucdo ho-
mogénea é imediata:

xp(t) = eA0)x (1) (10.24)
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Para o termo forcante, o desenvolvimento é andlogo ao efetuado no caso escalar. Mul-
tiplicando a eq. [10.23| por uma matriz K (t) (desconhecida) quadrada de ordem n e
rearranjando-a obtemos

K ()%, (t) — K () Ax(t) = K (t)B(t)u(t)

2K (x,0)] = K(%(0) + K (0,00 (1025

O lado esquerdo da eq. [10.25| pode ser convertido em uma diferencial matricial-vetorial
exata adotando-se K (t) = —K (t)A, cuja solugdo é K (t) = e~A~%) pois A é constante.
Com isso,

d[K(t)x,(t)] = K(t)B(t

Ju(t) =
K (t)x,(t) :K(to)xp(to)Jr/t K(r)B(r)u(t)dr
x,(t) = K1 (t) K (to)x,(to) + /t K1 (t)K(7)B(T)u(t)dr (10.26)
Com isso,

x(t) = e )x(ty) + /t AT B(r)u(r)dr (10.27)

to

e SLVT com A = A(t) e B = B(t): dentre os sistemas lineares em espaco de estados,
este é o caso mais geral. Partimos da equacdo de estado matricial-vetorial

x = A(t)x + Bu(t) (10.28)

Atendidas as condicGes suficientes para a existéncia de solu¢ao Unica, define-se uma
matriz quadrada U(ty) de ordem n cujas colunas sdo formadas por vetores de condi¢cdes
iniciais linearmente independentes x;(t;). Decorre disso que, para cada condigdo inicial
x; (o), ird resultar uma solugdo x;(t), vetor coluna de dimensdo n contendo a evolugdo
temporal de cada varidvel de estado x; entre os instantes ¢, e ¢ para cada condi¢do
inicial 2. Com os vetores x;(t), é possivel construir uma matriz quadrada de ordem n

U(t) = [x1(t) Xa(t) ... x(t)]

Qualquer matriz U(t) tal que U(t) = A(t)U(t) é uma matriz fundamental de solucdes
desde que |U(to)| # 0.

Admitindo que U(t) tenha sido determinada, segue que

x(t) = U(t)U *(to)x(to) (10.29)

A simples substituicdo da eq. [10.29 na eq. [10.28| mostra que sio atendidas a condicao
inicial e a prépria equagao diferencial para qualquer instante; portanto, a eq. {10.29|é,

de fato, uma solu¢ao da eq. [10.28|

A solugdo da equagdo com o termo forcante u(t) é andloga a desenvolvida no item
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anterior e consiste em " converté-la” em uma diferencial exata. Temos:

UOU-(t) = T = dUC_i—t(t) (wHU- 1)} = [0
W, Ut dut U,
U +(idt —p =S =T
v ~ ® _ g4 (10.30)

Voltando as eqgs. [10.28| e [10.30] efetuemos as seguintes operacoes:

U x(t) = U tAt)x(t) + U ' B(t)u(t)
dU1(t)

p7 x(t) = U () A(t)x(t) =

U t)x(t) — U Hto)x(ty) = / U~Y7)B(r)u(r)dr (10.31)

to
Pré-multiplicando a eq. [10.31| por U(t) e notando que a integracdo no termo do lado
direito dessa equacdo envolve 7 e ndo t, a solucao completa é obtida:
t
x(t) = U@)U *(to)x(to) + / U)U ! (r)B(r)u(r)dr (10.32)
to

Salienta-se que o primeiro termo na eq. [10.32] é idéntico ao da solu¢do da equacdo
homogénea, conforme era esperado. A eq. [10.32 representa a forma geral da solugcdo;
no entanto, U(t) ainda precisa ser obtida.

10.2.4 Matriz de transicao de estados

Define-se matriz de transicdo de estados como
o(t,7) = UMU (1) (10.33)

quadrada de ordem n. Na auséncia de termos forcantes u(t), a matriz de transicdo mapeia
seu espaco de solucdes em si préprio pois, a partir da definicdo,

x(t) = O(t, 7)x(7)

x(7) =@(r,7)x(17) = ®(r,7) =1, V1 (10.34)
Além disso,
d L dU(t) .y, 1 d B
E(I)(tﬂ') = TU (1) =AR)U@)U (1) = Eq)(tﬂ') = A(t)®(t,7) (10.35)
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A equacdo diferencial matricial-vetorial, eq. [10.35 em conjunto com as condicdes iniciais, eq.
10.34| constituem a definicdo formal de ®(t, 7).

A matriz de transicao possui ainda as seguintes propriedades:

L] (I)(tg,tg) (tz,tl) (tl,tg) V to, tl, tg
o DTNt to) = o(to,t) V1, to
o DNt tg)D(t,t) =1

Finalmente, o cdlculo efetivo de ®(¢, 7) somente é imediato quando a matriz A for cons-
tante, situacao na qual o resultado é idéntico ao ja mostrado acima:

B(t,7) = M7 (10.36)

No caso em que a matriz do sistema é variante no tempo, ha solu¢cdes numéricas e, em casos
bastante particulares, solucdes analiticas.

10.2.5 Transformacoes de variaveis de estado

Mencionamos que a representacao em EE n3o é tnica, embora representem a mesma funcao
ou matriz de transferéncia. Admitimos aqui SLIT na forma da eq. € vamos supor que
um dado vetor de estado ndo é o mais adequado para a representacao de determinado sistema.
Promovemos entdo uma transformagdo linear utilizando uma matriz 7' constante (condi¢do
ndo necessaria mas que simplifica os calculos), quadrada de dimensdo n e ndo-singular tal
que um novo conjunto z de varidveis de estado seja construido fazendo z = Tx. Como T é
n3o singular, a relacio x = T~ 'z é vélida. Utilizando essas duas equacdes nas equacdes do
sistema original temos:

x=Ax+Bu=T'2=AT"'2+ Bu=2=TAT 'z +TBu
y=Cx+Du=y=CT 'z+ Du (10.37)

Observa-se que as egs. [10.37] possuem a mesma forma das eqs. [10.11] pois

z= Az + Bu com

y =Cz+ Du com =0Tt (10.38)

Pode-se demonstrar que os autovalores da matriz A possui mesmos autovalores e autovetores
que a matriz A do sistema original.

10.3 Controlabilidade e observabilidade

A argumentag3o aqui apresentada é baseada nas referéncias Fleury (2004) e Brogan (1991).
Controlabilidade é uma condicdo associada a relacdo existente entre as entradas e o estado e,
dessa forma, envolve as matrizes A e B do modelo em espaco de estados. O objetivo maior de
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um sistema de controle é saber qual deve ser a agdo de controle u(t) tendo como observagdes
as saidas y/(t).

No projeto por técnicas no dominio da frequéncia, procura-se uma representacdo entrada-
saida que "esconde” o que ocorre na planta. A matriz de fungdes de transferéncia T'(s) = ;Eg
€ uma representacao parcial da dindmica interna do sistema. Explica-se: pode haver um
conjunto de varidveis envolvidas no processo que s3o afetadas pelo controle u(s) mas que
nao estao descritas no modelo e outro conjunto de varidveis com elementos comuns mas
nao necessariamente coincidentes que afetam as observacdes. Ha também varidveis que nao
participam da saida e nem sdo afetadas pelo controle. A fig. ajuda a entender o que

se afirmou. O modelo que descreve o sistema é de fundamental importancia, como fica

v
A
§
Q
v

Y
8
=
Q
2
S}

Figura 85: controlabilidade e observabilidade de sistemas: (a) C+O; (b) C+NO; (c) NC+O;
(d) NC+NO.

evidenciado nessa figura.

e as ferramentas disponiveis para projeto nos dominios do tempo ou da frequéncia estdo
baseadas no vetor z(t)c o de varidveis controlaveis e observaveis do sistema;

e se o sistema de controle afeta tanto as varidveis z(t)c o quanto as z(t)cno, ndo hd
como prever o comportamento do sistema pois nao ha como atuar sobre varidveis que
nao sao observaveis e que podem instabilizar o sistema;

e se o controlador ndo tiver acesso a varidveis observaveis z(t)nc o para que a correta
realimentacdo seja efetuada, o célculo do controle estard errado e podera gerar agdes
que instabilizam o sistema;
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e por Ultimo, as varidveis x(t) yo.nvo ndo afetam de maneira alguma o sistema dindmico.

Da argumentacao acima, conclui-se que o projeto de sistemas de controle deve levar em conta
que todas as varidveis de interesse sejam variaveis controlaveis e observaveis.

A verificagdo de controlabilidade e observabilidade para SLVT é matematicamente com-
plexa e envolve os chamados gramianos de controlabilidade e observabilidade definidos a
seguir.

e Teorema de controlabilidade: um sistema é controlavel se, e somente se, seu gramiano
de controlabilidade, a matriz

P(t,ty) = /tt O(t, 7)B(1)B' (1) (t, 7)dT (10.39)

0

for inversivel para algum ¢ > t,.

e Teorema de observabilidade: Um sistema é observavel se, e somente se, seu gramiano
de observabilidade, a matriz

M(t, ty) = /t o' (7,t)C'(1)C (1)@ (7, t)dT (10.40)

0

for inversivel para algum t > t,.

Estes teoremas foram enunciados por Kalman (1963) e baseiam-se na determinacdo do
espaco nulo e do espaco de solucGes na teoria matricial de sistemas lineares. Sua demonstrac3o,
também efetuada por Kalman, é bastante complexa e n3o faz parte do nosso escopo, conforme
mencionado acima.

Para SLIT, ha regras praticas para a determinacdo de controlabilidade e observabilidade.
Se o sistema for ndo controldvel, o controlador e os atuadores, representados na matriz B,
devem ser modificados (lembre-se que ha indmeras representacdes no espaco de estados para
0 mesmo sistema dindmico). Por outro lado, se o sistema for ndo observével, o conjunto de
medidas e sensores, traduzidos na matriz C', deve ser alterado de modo a tornar o sistema
controlavel e observavel.

Consideremos novamente o SLIT
x=Ax+ Bu, AcR"™" BeR"™P (10.41)
y=Cx+Du, CeR™" DeR™? (10.42)
10.3.1 Regra pratica para a verificacao de controlabilidade
O estado de uma planta, representado pela eq. [10.41] é controldvel em 7 = ¢ se, e somente

se, existe um sinal de controle u(t¢) definido em um intervalo finito tg < 7 < ¢ que seja capaz
de transferir o sistema do estado inicial x(to) para qualquer estado final x(¢). Se qualquer
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estado inicial x(to) é controldvel, entdo o sistema é completamente controldvel. E] Para obter
a regra prética de verificagdo de controlabilidade, adota-se ¢y = 0 (poderia ser qualquer valor).
Sabemos que para um SLIT,

t

x(t) = ®(t, to)x(to) + / ®(t,7)Bu(r)dr, com ®(t,ty) = el (10.43)
to

Se o sistema é controlavel, podemos transferi-lo para qualquer estado x(tf) = x(¢;) = 0.

Com isso,

0 = O(t1,0)x(0) + /tl O (ty, 7)Bu(r)dr =

—®(t1,0)x(0) = /Otl O(ty, 7)Bu(r)dr =

t1

X = —(ID_l(tl,O)/ O (ty, 7)Bu(r)dr =

t1
o = —@(O,tl)/ B(ty, 7)Bu(r)dr =
0

t1
xo — _/ (0, 1)®(t,, 7) Bu(r)dr =
Otl t1
X = —/ ¢(0,7)Bu(r)dr = —/ A0 Bu(r)dr =
ot1 0
xo = — / ¢ Bu(r)dr (10.44)
0
Na eq. [10.44] pela definicao
n—1
e = Z oy (1) A"
k=0

Com isso, a eq. [10.44] pode ser escrita como
t1
0

x(0) = —/O 1 i:a/k(T)AkBu(T)dT = — ZA’“B/ ag(T)u(r)dr

t1
adotando ﬁk:/ ag(T)u(r)dr,
0

Bo
n—1
x(0) = —ZA’fBﬁk =[B AB ...A"'B] ”8:1 (10.45)
k=0 :
671—1

2Kalman (1963) define controlabilidade dessa forma: A state x of a plant is said to be 'controllable’ if
there exists a control signal u(t) defined over a finite interval 0 < t < t; such that ®(t1,x,0) = O. In general,
the time t1 will depend on x. If every state is controllable, the plant is said to be ‘com pletely controllable’.
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Para que a eq. [10.45| seja verdadeira, é necessdrio que a matriz de controlabilidade C, de
dimensao n X n.p

C=[B AB ...A"'B] (10.46)

possua colunas linearmente independentes, ou seja, possua posto completo. Portanto, no
caso de SLIT de ordem n, desde que posto(C) = n, pode-se afirmar que o sistema serd
completamente controlavel.

10.3.2 Regra pratica para a verificacao de observabilidade

Como o préprio nome denota, a observabilidade é relacionada ao modelo de observagao, eq.

[10.42,

Um sistema com esse modelo de observacdo sera totalmente observavel se todo estado
x(t) puder ser obtido a partir das observagdes y(t) ao longo de um intervalo finito de tempo
to < 7 <ty. Em outras palavras, o sistema é completamente observavel se todas varidveis de
estado afetam cada elemento do vetor de saidas.

A regra pratica para a verificacao de observabilidade pode ser deduzida de maneira similar
a que foi efetuada para a controlabilidade. Considerando as eqgs. [10.41| e [L0.42 homogénea,
adotamos ty = 0 (poderia ser qualquer valor). Assim,

y(t) = Cx(t) = CO(t,t9)x(to) = CP(t,0)x(0)

y(t) = 0”2_: o () AFx(0) = "z_: (1) O AFx(0)
k=0 k=0
y(t) = ao(t)Cx(0) + a1 (t)CAx(0) + ... + a1 (t)C A" 'x(0) (10.47)

Para que y(t) seja unicamente obtido a partir da eq. [10.47, é necessdrio que a matriz de
observabilidade @, de dimensdo m.n x n

C
CA
0= _ =[C AC . (A)IC] eR (10.48)
CAn—l
tenha posto completo, no caso, n.

Exemplos serao apresentados em aula.
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11 PROJETO DE CONTROLADORES:
REGULADORES

Dentre as diversas técnicas existentes para o projeto de controladores no dominio do tempo, as
mais conhecidas sdo o controle por alocacdo de polos e o controle linear quadratico, também
conhecido como controle LQR, os quais serdo abordados neste curso.

Inicialmente, convém ressaltar que, quando mencionamos controladores, é importante
estabelecermos a diferenca entre um regulador e um seguidor de referéncia. Um regulador
é um tipo de controlador cuja fun¢do é levar o estado (o vetor de estado) de volta para
a origem, da qual este se afasta devido a presenca de perturbag¢des (externas ou internas,
como desgaste de componentes), com velocidade satisfatéria para o desempenho do sistema.
Matematicamente,

X(tf) =0

Um seguidor de referéncia é um tipo de controlador cuja fungdo é fazer com que o estado
rastreie um sinal de referéncia externo conhecido.

Matematicamente, em espaco de estados,
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ex.(t)

u = vetor de controle

X, = vetor de entradas exdgenas

11.1 Projeto de reguladores por realimentacao de estado:
método de alocacao de polos

Consideremos novamente o sistema linear invariante no tempo descrito em espaco de estados
pelo modelo

X =Ax+ Bu, Ae€R"™" BeR"™?
y=Cx+Du, CeR™" DeR™? (11.1)

Para um sistema linear completamente controldvel, é possivel implementar uma lei de
. ~ A .
controle de realimenta¢do de estados na forma u(t) = —Kx(t), K € RP*"™ £ matriz de

ganhos de controle de tal forma que a localizagcdo dos n polos do sistema em malha fechada
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no plano complexo possa ser arbitrariamente escolhida. Em primeiro lugar, trataremos do
projeto de reguladores por alocacao de polos.

A lei de controle é tal que a dindmica do sistema em malha fechada obedece a seguinte
equacao de estado:

x = Ax + Bu (11.2)

x=(A—-—BK)x=Ax (11.3)

Como se sabe, dindmica do sistema n3o-controlado em malha fechada depende dos n autovalo-

res da matriz de estado; quando um controlador é introduzido, a dindmica do sistema original

é modificada para responder aos novos n autovalores da matriz A. = A — BK, impostos
através da matriz K € RP*", e cuja resposta no tempo é dada por

x(t) = e BEx (1) (11.4)

Uma escolha conveniente de K garante estabilidade assintética, ou seja, para todo x(ty) # 0,
é possivel impor x(t) — 0 quando t — 0.

A seguir, sdo apresentados trés métodos para a alocacao de polos. Para todos os métodos,
vamos supor um sistema com uma entrada e uma ou multiplas saidas — UEUS ou UEMS (SISO-
SIMO) - cuja realizagdo é dada por x = Ax + Bu, com A(n x n), B(n x 1), u(1 x 1), para
obter a matriz de ganhos K = [k, ks, ..., k,]. Além disso, sempre é necessario antes de
iniciar o processo obter um modelo em EE que seja completamente controlavel.

11.1.1 Método de substituicao direta ou explicito

1. obter um modelo em EE que seja controlavel,

2. da equagdo caracteristica da matriz do sistema, A, obter os coeficientes a; ...a, do
polindmio caracteristico em s:

(s — A)| = 5"+ a18" ' +...+an_15+ay, (11.5)

3. admitindo que os polos em malha fechada sejam i, ..., {,, montar o respectivo po-
linbmio caracteristico em s:

a(s) = |sI = A+ BK| = (s = pu)(s = p2) - .- (s = pin)
afs) =s"+a1s" .+ a,s’ (11.6)

4. igualar os polindomios caracteristicos em malha aberta e fechada.

Os coeficientes «; serdo fungdes dos ganhos k;, fornecendo n equagdes para a sua deter-
minacdo. O grande problema deste procedimento é quando a ordem do sistema é superior a
3 ou 4. Nestes casos, os métodos seguintes sdo mais recomendados.
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11.1.2 Método de Bass-Gura

O método (ou férmula) de Bass-Gura aplica-se a sistemas de uma entrada e uma ou mais
saidas (SISO ou SIMO) e facilita a alocagdo de polos em sistemas de maior ordem. Para
sua aplicacdo, é necessario que o sistema esteja descrito por uma de suas formas candnicas
controlaveis (primeira forma companheira). Admitindo novamente que os polos desejados em
malha fechada sejam p, ..., e considerando o sistema em sua primeira forma candnica

controlavel,

T 0 1 0 0 T 0
T 0 0 1 0 T 0
: : : : Ol u
Tp—1 0 0 0 1 Tp—1 :
L xn | __an —0p—-1 —Aap—2 _al_ L L, i _1_
- o -
T2
Yy = [(bn — anbo) (bn—l — an_lbl) (bl — albo)} + [bo]u (117)
Tn-
Tn

o procedimento consiste em:

1. montar a matriz do sistema controlado em malha fechada, A—BK, com K = [ky, ks, . .
de dimens3o compativel:

- k]

0 1 0 0 0 0 0 0]
0 0 1 0 0O 0 O 0
A— BK = — |
0 0 0 1 0 0 0 0
| —0n  —Qp1 —Ap2 —ay | ki ko ks k|
[0 1 0 0 |
0 0 1 0
A— BK = : : : . : (11.8)
0 0 0 . 1
—a, — k1 —Gn_1—ky —an_o— k3 —a; — ky,

2. para os polos admitidos, o polinémio caracteristico é idéntico ao da eq. [11.6] resultando
em uma matriz do sistema em malha fechada

0 1 0 0
0 0 1 0
A-BK = : (11.9)
0 0 0 1
_—O{n —Op_1 —Op_2 —Ckl_
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Das egs. e|11.9, resulta a matriz de ganhos de controle
LK =la—al=[a, —a, | | a1 —ay] (11.10)

que serd utilizada na realimentacao do estado u = — Kx.

3. caso a matriz A n3o esteja na forma candnica controlavel, é necessario efetuar uma

transformacao
x=Tx=x=T 'x (11.11)
X =T"x =T (Ax + Bu)
X = (TAT)X + (T"'B)u (11.12)

em que a matriz de transformacao é dada por
T=CW com (11.13)

com C = [B AB ... A" B], matriz de controlabilidade e W dada por

Ap—1 Gp_o ...a1 1
Ap—9 CQp_g ...1
W = : : T (11.14)
ai 1 0
i 1 0 0_

4. em seguida, sintetiza-se o controlador por realimentacdo de estado para o sistema ma-
peado para a forma candnica controldvel:

u=—-Kx (11.15)
Uma vez que X esta na forma candnica controldvel, pelas egs. [11.10]e([11.11]
K= [on —an | | o —ay] T (11.16)

Evidentemente, caso o sistema esteja na forma candnica controldvel, T = I,,, matriz
identidade de ordem n.

11.1.3 Foérmula de Ackermann

Uma outra maneira de efetuar a alocacido de polos é através da férmula de Ackermann, que
possui as seguintes etapas:

1. seja A = A — BK a matriz do sistema controlado em malha fechada com polos seleci-
onados i1, ..., [4, Cuja equagdo caracteristica é a eq. [11.6]

2. de acordo com o teorema de Caley-Hamilton, uma matriz quadrada satisfaz a sua prépria
equagao caracteristica, ou seja

A(A) = A"+ g A" 4 00 A"+ 4y 1 Al ol =0 (11.17)
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O procedimento pode ser deduzido por inducao finita. Para tanto, suponhamos n = 3.
Com isso

0431210 = agl
A" = ap A — ay BK
a3A? = a3(A — BK)? = a3(A? — ABK — BK A)
A® = (A—BK)* = A> — A2BK — ABKA— BKA? =
A(fl) = as] + A+ o A* + A% — ,BK — a1 ABK
—ayBKA - A°2BK — ABKA— BKA? =0 (11.18)

Porém, A(A) = asl + ap A% + A3 = 0 que, substituido em [11.18] fornece
A(A) = AA — y,BK — oy BKA — BKA? — 0y ABK — ABKA — A’BK =0

A(A) = B(awK + ay KA + KA? + AB(wK + KA) + A’2BK

K + o KA+ KA?
A(A)=[B | AB |A’B]+ K+ KA (11.19)
K

|dentifica-se C = [B | AB | A2B] = matriz de controlabilidade que, para um sistema
completamente controldvel, é inversivel. Assim,

K + KA+ KA?
C'A(A) = K+ KA (11.20)
K

Para obter a matriz K, multiplica-se a eq. [11.20| por uma matriz linha M = [0 0 1] e,

assim,

K + o KA+ KA?
MCA(A) = M K+ KA =K (11.21)
K

3. pode-se extrapolar a expressao [11.21] para um sistema de ordem n qualquer, obtendo-se
assim a chamada formula de Ackermann,

K=1[00...01C 'A(4) (11.22)

para o calculo da matriz de ganhos de realimentacao do estado.

11.2 Projeto de reguladores por realimentacao de estado:
controlador linear quadratico — LQ

O problema do controle linear quadratico é, na verdade, um problema de minimizagdo de
um funcional que leva a uma lei de controle de realimentacao completa do estado " étima” de
acordo com algum critério. Assim, a caracterizagdo matematica do problema de controle 6timo
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(PCO) requer:

1. a descricao do sistema que deve ser controlado;

2. a descri¢do das restri¢des (vinculos estdticos e/ou dindmico) e eventuais opgdes;
3. a descricdo do objetivo a ser alcancado pelo sistema de controle;

4. o estabelecimento de um critério de avaliagio do desempenho.

Consideram-se os sistemas em espaco de estados respectivamente continuo e discreto
dados por

x(t) = f(x,u(t),t) (11.23)
f(xk, up) (11.24)

e os respectivos indices de desempenho globais continuo e discreto

J = S(x(t),t) + / " L(x(t), u(t), )t

to

7= SG(V)) + 3 Le(h) )

com x € R" u € RP e S, L funcionais escalares e reais que representam as seguintes
ponderacoes:

e S é 0 "custo"associado ao erro na configuracdo no instante final;

e [, é o "custo"relacionado aos erros causados por transitérios no vetor de estado e ao
dispéndio de energia no controle;

e 0 projetista de controle deve selecionar as fungdes S e L de acordo com a necessidade
de maior énfase em obter o estado final especificado, comportamento dos transientes e
utilizacdo de energia no controle.

De acordo com os funcionais S e L, cinco problemas basicos de controle étimo sao formulados:

o ComS=0eL=1=J= [dté&o problema de tempo minimo

ecomS=0elL=ulu=J= ftzf u’udt é a ponderacio dada ao esforco de controle,
que pode ser interpretado como o dispéndio de energia. Este é o problema de esforco
minimo;

e com S = [x(t;) — x]7[x(t;) — x.] e L =0, J ird minimizar o quadrado da norma do
erro entre o estado final x(7s) e o estado especificado x., caracterizando o problema de
erro minimo final;

e com S =0eL=[x(t;) —x,(t)]"[x(t;) —x,(t)], J ird minimizar o quadrado da norma
do erro instantdneo entre o estado x(¢) e a trajetdria especificada x,.(t), caracterizando
o problema do seguidor de referéncia.
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e finalmente,é adequado propor um critério geral que possa fornecer uma solucdo de com-
promisso entre os trés primeiros critérios:

S = [e(ty) — xJ " Mx(t;) —x.].
L = [x(ty) — x. ()] Q[x(t;) —x,(t)] + u’ Ru

com M, QQ € R"™" e R € RP*P,

Estas matrizes devem ser escolhidas de modo a ponderar a importancia do estado final, esforco
de controle e erro transitério. Feitas estas consideracdes, estamos em condicbes de definir o
PCO.

De acordo com Brogan (1991, pg. 503), em tradugdo livre, dentre todas as fungées (ou
sequéncias, no caso de sistemas discretizados) u possiveis, deseja-se obter a que minimiza
o indice de desempenho J e esteja em conformidade com os vinculos dindmicos dados pelo
modelo de estado (egs. e com todas as condicdes iniciais e finais especificadas. Se
a acao de controle depender apenas do estado inicial e de outros parametros do sistema,
o controle é dito de malha aberta; se a acao de controle for também func3o do estado
instantaneo, caracteriza-se o controle em malha fechada.

O problema de controle 6timo pode ser resolvido através de varias abordagens, dentre
elas:

1. 20. Teorema de Lyapunov (1890)
2. Principio da Otimalidade (Bellman) e Programagdo Dindmica (1958)

3. Principio do Minimo de Pontryagin (1956)

A abordagem que serd aqui apresentada é de no. 3, que baseia-se no Calculo Variacional,
assunto abordado em cursos de pdés-graduacao e motivo pelo qual diversas demonstracoes nao
serdo efetuadas, sendo apresentados apenas os resultados mais importantes e que permitem a
solucdo do problema da determinacdo de uma lei de controle de realimentaciao do estado do
tipo u = — K ;x.

No problema do regulador, admite-se x(t;) = O e, portanto, M = 0, n(t) = 0. Assim, o
funcional a ser minimizado é dado por

J= / 7 L), u(t). )t

to

ty

J = / x(t)'Q(t)x(t) + u” R(t)u]dt (11.25)
to

Seja o sistema linear em espago de estados x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), y(t) = C(t)x(t).

Deve-se obter um controle u(t) = —K,x(t) que minimize J e que atenda as restrigdes

dindmicas do sistema.

Por simplicidade, porém sem perda de generalidade, admite-se o sistema invariante no
tempo, além de matrizes de ponderagdo () > 0 (positiva semi-definida) e R > 0 (positiva
definida) reais, simétricas e constantes. O Principio do Minimo de Pontryagin converte um
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problema de controle em um problema de otimizacdo. A chamada funcdo Hamiltoniana per-
mite, através de multiplicadores de Lagrange, incluir os vinculos dindmicos do sistema na busca
da acgdo 6tima de controle. Para SLIT, o procedimento para a obtencdo da matriz de controle
otimo K,; é descrito abaixo. Iniciamos pela funcdo Hamiltoniana, que inclui o funcional a
ser minimizado e as restricGes dindmicas do problema, incluidas por meio de um vetor de
multiplicadores de Lagrange A:

H =x"Qx + u” Ru + A" (Ax + Bu) com (11.26)
A(t) = mult. de Lagrange, x"Qx +u’Ru=.J, Ax+ Bu=x% (11.27)

O principio do minimo de Pontryagin estabelece que o controle étimo deve satisfazer as trés
seguintes equacoes:

g% =% = Ax + Bu, x(0) = x¢ (condi¢o inicial) (11.28)
—% == —Qx — AT, A(ty) =0 (condigdo final) (11.29)
% =0=Ru+B"AX=u=-R'BTX (11.30)

Substituindo as egs. [11.29/e(11.30| na eq. [11.26] obtém-se um sistema linear de equacdes

diferenciais de primeira ordem,
X A —BR'BT] [x
AL 7R (1131

. /

H
cuja solucao permite obter a lei étima de controle. Adotando
A(t) = P(t)x(t), (11.32)
efetuando sua derivada temporal e levando em conta o sistema dado por|[11.31] obtemos
A= Px+ Px=
A = Px+ PAx — PBR'BTPx (11.33)
\ v AT
A=-Qx—A" A (11.34)
Px

Igualando-se as duas dltimas equacdes, obtém-se a célebre equacdo diferencial matricial de
Riccati [1]

~P=PA+ATP+Q - PBR'BTP, com P(t;)=0 (11.35)

A partir de P(tf) = 0, resolve-se a equacgdo de Riccati regressivamente no tempo. Obtido

IRiccati, Jacopo, matemitico veneziano (1676-1754). Animadversiones in aequationes differentiales se-
cundi gradus, (1724).
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P(t) = A(t) = P(t)x(t), calcula-se o ganho:

u(t) = —Ku(t)x(t)
—R'BTP(t)x(t) = — K, (t)x(t)
= Knx(t) = R'B"P(t) (11.36)

Finalmente, u = —R'BTP(t)x é a acdo de controle linear quadratica que minimiza o
funcional J.

Como vimos, a lei de controle étima depende da solucdo da equacgdo diferencial matricial
de Riccati, o que esta longe de ser uma tarefa simples. No entanto, no projeto de reguladores,
com frequéncia ¢é suficiente garantir o correto funcionamento do sistema em regime, ou seja,
no horizonte infinito, t — o0o. Nessas condicdes, n3o haveria necessidade de recalcular o
ganho K, de forma continua. Em outras palavras, a hipdtese de tempo infinitamente longo é
justificivel e adequada quando a operagao continua é suficientemente longa em comparacao
com as constantes de tempo intrinsecas do sistema. Nestas condicdes,

lim P(t)=0= (11.37)
—00

PA+A"P+Q - PBR'B"P=0 (11.38)
A eq. |11.38|é denominada equacdo algébrica de Riccati, cuja solu¢do é a matriz P(t) = P.,

constante. Este é o caso do problema de horizonte infinito, em que a matriz de ganhos de
realimentacdo tende a uma constante, ou seja

lim K(t) = K, = R'B'P, e u,, = —K.x(t) (11.39)

t—o00
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12 OBSERVADORES

12.1 Introducao

Diversos procedimentos analiticos sofisticados para o projeto de sistemas de controle baseiam-
se na suposicao de que o vetor de estado completo seja mensuravel. Tais procedimentos
especificam o valor atual de entrada de controle como uma funcdo do vetor de estado atual.
A razdo matemdtica e ao mesmo tempo ldgica para a escolha de tal estratégia é simples:
como o sistema evolui obedecendo a suas equagdes de estado, uma estratégia de controle que
visa influenciar o comportamento futuro do sistema deve basear-se no valor atual do vetor de
estado. Um exemplo disso é o método de alocacdo de polos, cuja escolha dos autovalores do
sistema em malha fechada baseia-se na hipdtese de que todas as varidveis de estado sejam
conhecidas.

Na prdtica, entretanto, nem todas as varidveis de estado podem ser diretamente medi-
das; muito pelo contrario, frequentemente ocorre que apenas poucas das varidveis de estado
possam ser medidas, ao passo que as outras ndo. Existem diversos motivos para justificar
a impossibilidade de medicao de todas as varidveis de estado. Por exemplo, certos sistemas
fisicos apresentam caracteristicas de operacao que necessitariam do emprego de equipamentos
de medicao excessivamente caros para a determinacao de todas as suas varidveis de estado,
sendo portanto economicamente invidveis. Além disso, had sistemas em que, mesmo que se
disponha de recursos, a medicdo de certas varidveis de estado seria impossivel. Em todas
estas situacOes, as estratégias de controle devem necessariamente ser baseadas em valores
provenientes de um subconjunto das varidveis de estado.

Existem duas abordagens possiveis para contornar o problema: a primeira é desenvolver
procedimentos novos e mais complexos para, a partir de dados insuficientes, elaborar a es-
tratégia de controle; a segunda, normalmente adotada para a escolha da estratégia de controle
na impossibilidade do conhecimento direto de todas as varidveis de estado € a de construir uma
aproximagao do vetor de estado completo com base apenas no vetor de medidas existente. A
partir dai, utiliza-se o estado aproximado em conjunto com modelos de controle mais simples
que assumem o conhecimento do estado completo.

Como vimos, é necessario estimar um vetor de varidveis de estado que ndo é totalmente
mensuravel. O processo de estimag3o é normalmente denominado observacdo e o “dispositivo”
capaz de estimar as varidveis de estado ndo-mensuraveis é denominado observador de estados.
O observador nada mais é que um sistema dindmico deterministico cujas entradas s3o as saidas
mensuraveis do sistema dinamico original que se deseja controlar e cuja saida é o vetor de
estado completo do sistema original.

Luenberger (1964) foi o responsavel pela formulagdo matematica dos observadores de
estados. A seguir, s3o apresentados trés tipos de observadores que diferem nas caracteristicas
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de sua resposta dinamica. Para desenvolver a teoria de observadores, admitiremos que o
sistema em estudo seja completamente observdvel e completamente controlavel.

12.2 Observadores de estado para sistemas continuos

12.2.1 Observador trivial

A solucdo mais simples para o problema de estimar o estado de um sistema é adotar um
observador cuja dindmica copie integralmente a dinamica do sistema original. Cabe notar que,
nesse caso, haveria total auséncia de qualquer medida ou observacao sobre o sistema, ou seja,
mesmo que alguma medida do sistema real esteja sendo efetuada, ela ndo serd utilizada na
simulacdo. Assim, para um sistema dinamico dado por

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (12.1)

o observador trivial seria '
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (12.2)

As entradas u(t) do sistema original sdo as agdes de controle conhecidas; além disso, como
o sistema dado pela eq. [12.2]é um modelo matematico que estd sendo simulado com entradas
conhecidas, o vetor de estado X(t) pode ser obtido. Se as condigoes iniciais x(0) e x(0)
forem idénticas o modelo ird comportar-se de maneira exatamente igual ao sistema original.
Entretanto, o que define um bom ou mau observador é a convergéncia do valor estimado para
o valor real, isto é, a velocidade com que o erro de estimagdo e(t) = x(t) — x(t) tende a zero.
Utilizando o erro de estimacao temos

Subtraindo a eq. [12.2] da eq. [I12.1] obtemos
() = x(t)] = Ax(t) —x(t)] ou
e(t) = Ae(t) (12.3)

Percebe-se da eq. que o erro na estimativa tende a zero apenas se o sistema ori-
ginal for estavel, o que é determinado pela matriz A e, mais ainda, apenas na velocidade de
convergéncia determinada pelos autovalores do sistema original. Uma maneira de superar tais
limitacGes é a escolha de observadores mais gerais, conforme serd visto na sequéncia.

12.2.2 Observador identidade

Considere o seguinte sistema completamente observavel:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) (12.4)
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onde A, xn, Brxp € Chxpn 530 matrizes de elementos constantes, x(¢),,x1 € o vetor de estado,
u(t),x1 € o vetor de entradas de controle e y(),,x1 denota a saida mensurdvel do sistema.
Duas observacoes devem ser feitas com relacdo ao modelo acima: em primeiro lugar, as matri-
zes A, B e C poderiam ser variantes no tempo, sem invalidar o desenvolvimento apresentado;
em segundo lugar, a saida do sistema poderia incluir também um termo em u(¢) na forma
y(t) = Cx(t) + Du(t) que, para simplificar algebricamente o problema, foi omitido.

Seja, agora, o seguinte observador de estados para o sistema dado pelas equagoes [12.4}

x(t) = AX(t) + L[y(t) — Cx(t)] + Bu(t)
x(t) = (A — LC)x(t) + Bu(t) + Ly(t) (12.5)

denominado OBSERVADOR IDENTIDADE, cujo diagrama de blocos é mostrado na figura [86]
em que X (vetor de estado do observador) possui dimensdo n X 1 e a matriz L,,«,, deve ainda
ser determinada. As entradas para o observador sdo de dois tipos: o primeiro é o conjunto
de medidas y(t) disponiveis a partir do sistema real; o segundo é o conjunto de entradas u(t)
copiados do sistema real e, portanto, disponiveis. Nota-se que o observador identidade é uma
generalizagdo do observador trivial, j& que se x(t) = x(t) e como y(t) = Cx(t), o observador

da eq. ird reduzir-se a .
x(t) = Ax(t) + Bu(t),

que é exatamente o observador trivial.

B |=

<<

L

Figura 86: Representacao esquematica do observador identidade.
Utilizando y () = Cx(t) na eq. do observador identidade obtemos
x(t) = AX(t) + LC[x(t) — %(t)] + Bu(t) (12.6)

Subtraindo a eq. da primeira das egs. fica

[%(t) — x(t)] = [A — LO[x — X] (12.7)

Se o observador for inicializado de tal forma que x(0) = x(0), entdo X(t) = x(t) para
todo t > 0 ou seja, o o estado estimado pelo observador segue o estado do sistema original.
Este observador é chamado identidade pois segue todas as varidveis de estado do sistema real.

Caso x(0) # x(0) o vetor de erro e(t) = x(t) —x(t) é governado pelo sistema homogéneo
é(t) = [A— LCle(t) (12.8)
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Se a matriz [A — LC do sistema descrito pela eq. for assintoticamente estavel, o
vetor de erros tenderd a zero na taxa determinada pelos autovalores da matriz [A — LC], que
podem ser alterados dependendo da matriz L adotada. Dessa forma, o projetista escolhe como

serd a resposta do observador em termos de levar o erro a zero. Tais ideias estdo contidas no
Teorema do Observador Identidade (TOI) (Luenberger, 1971):

Dado um sistema completamente observavel (egs. , pode-se construir
um observador identidade na forma da eq. [12.5], cujos coeficientes

do polindmio caracteristico (que fornece os autovalores) podem ser
arbitrariamente escolhidos.[]

Embora a demonstracao completa do teorema esteja presente na mesma referéncia mencio-
nada, é possivel recorrer a uma analogia com a solu¢do do problema de controle por alocacio
de polos que ird evidenciar a dualidade entre os problemas de observacdo e controle, impor-
tante resultado decorrente da teoria de controle moderno e que foi descoberto por Kalman
(1960) quando investigava estimadores e controladores 6timos.

No problema de controle por alocacdo de polos, foi demonstrado que para um sistema
completamente controlavel é possivel adotar polos arbitrarios para a realimentacdo de estado
em malha fechada resolvendo-se a equac3do caracteristica com os polos alocados 1;

a(s)=|sl —A+BK|=(s—pu1)(s—pa) ... (s —pn) =0 (12.9)

afs) =s"+as" T+ Fa,s’ =0

para os ganhos k; da matriz K para atender ao modelo x = (A — BK)x. Note a semelhanca
entre esta equagdo e a eq. [12.8] cuja Iégica nos leva a deduzir que seria possivel escrever
uma equacdo analoga a eq. com as matrizes A, C' e E para o sistema completamente
observavel, conforme postula o TOI com pequenas modificagdes. Assim, a partir da eq.
obtém-se

el = (A—LCe)" =e’(A—LC)T

el =el (AT - CTL") = (12.10)
B(s)=|sI — AT + CTLT|= (s —&)(s—&)...(s = &) =0 (12.11)
B(s)=s"+ 1" +...8.8°=0 (12.12)

que fornece n equagdes para nas incégnitas (ganhos) [; da matriz L a partir de £; polos do
observador identidade arbitrariamente escolhidos. A dualidade entre os problemas de alocar
polos para controladores ou observadores (estimadores) ¢ clara:

controle estimacdo
A— AT
B —C7
K—L"

Finalmente, conclui-se que os ganhos do observador identidade podem ser obtidos utilizando
0s mesmos métodos ja vistos para os ganhos do controlador resolvendo-se o problema dual.

LA prova deste teorema encontra-se em Luenberger(1971).
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12.2.3 Teorema da Separacao dos autovalores

Como vimos até aqui, a escolha dos autovalores do observador é arbitraria. Uma questdo
pertinente que surge é se essa escolha dos autovalores afeta a resposta do sistema completo
controlado em malha fechada. Tal problema também foi abordado por Luenberger (1971)
e pode ser assim postulado: devido a indisponibilidade parcial ou total do vetor de estado
real (veremos, mais adiante, observadores de ordem reduzida), ndo é possivel gerar o vetor
u = —Kx; no entanto a introducdo de um observador assintético nos permite utilizar suas
estimativas X do estado para gerar uma lei de controle u = —Kx. O Teorema da Separacio
dos Autovalores (Luenberger, 1971) afirma que a presenga dos autovalores do observador n3o
altera o comportamento do sistema de controle por realimentacdo. O polinémio caracteristico
do sistema composto (controlador e observador) é o produto do polindmio caracteristico do
controlador, (A — BK), pelo do observador, (A — LC'). Em outras palavras, para sistemas
de controle com realimentacao em que nem todas as varidveis de estado estao disponiveis
através de medicoes, é possivel projetar o controlador como se o vetor completo de estado
fosse acessivel e utilizar um observador para estimar tal vetor sem alterar a resposta dindmica
do sistema de controle. Uma demonstracao simplificada do teorema é apresentada abaixo.

Inicialmente, define-se um erro de estimacdo como

e(t) = x(t) — x(t) = (12.13)

%(t) £ estado estimado

Com isso,

% = Ax + B(—K%) =
x=Ax — BK(x —e) = (A— BK)x + BKe
e=(A-LCe=

-] e

A dindmica da planta com observador é descrita pela matriz particionada na eq. [12.14} cujo
polinbmio caracteristico é calculado como

| sl -A+BK —BK

el 0 [sI—4 +LC‘

Y(8)=(s—p1)(s —p2) ... (s —myp)(s —&)(s — &) ... (s — &) (12.15)
| sI-A+BK| —-BK

Ul 0 |sI—A+LC ‘

v(s) = (s = m)(s = pa) - (s =) (s =&1)(5 = &) .. (s = &) (12.16)

A eq. [12.16/comprova a assercdo do teorema. Além disso, na eq. [12.14] a forma matricial deixa
clara a separacdo entre a dindmica da planta em malha fechada, governada pelos autovalores
da matriz A — BK e do erro na estimativa, codificado nos autovalores da matriz A — LC' que

148



PME 3481 - CONTROLE E APLICACOES F. Trigo

ndo afeta o estado x(t).

12.2.4 Observadores de ordem reduzida

O observador identidade descrito acima possui um certo grau de redundancia pois reconstrdi
todas as n varidveis de estado do sistema original, muito embora m delas - as varidveis de
saida - sejam conhecidas. Parece légico, portanto, que, eliminando-se esta redundancia, um
observador de ordem n — m em vez de n possa ser projetado. Assim, o vetor de estado
completo do sistema seria reconstituido a partir das n — m variaveis de estado estimadas pelo
observador adicionadas as m varidveis medidas. Este procedimento é efetivamente possivel,
conforme serd descrito a seguir.

Seja novamente o sistema dindmico dado pelas eqgs. [12.4] com C,,, de posto m. Esta
condicdo implica em que todas as medidas sido linearmente independentes.

Consideremos uma matriz V(,,_,,)x» tal que a matriz P,,,, construida como

- [¥]

seja nao-singular, o que é sempre possivel desde que C' tenha posto m.

Introduzimos agora a transformacao de varidveis

() = Px(t) = [ 4 } x(t) = x(t) = P7%(1) (12.17)

de forma que o vetor de estado X(¢) possa ser particionado como
() = | WO | | VX
x(t) = { 1 = [ (i) (12.18)

onde w(t) é um vetor de dimensdo (n —m) e y(t) é o vetor de medidas. Nessa forma, o vetor
de saidas é igual as m dltimas varidveis do estado transformado X(t); assim, a abordagem
utilizada para o projeto do observador de ordem completa também é valida aqui. Em primeiro
lugar, obtém-se estimativas

Da eq. [12.17| podemos escrever

x(t) = Px(t) = PAx(t) + PBu(t) = PAP~'x(t) + PBu(t)

-1

X (12.19)

Ho
<> €>

} e, posteriormente, x = P

A partir dai, o sistema da eq. [12.18| na forma particionada fica:

[ V;étt)) } - [ i; i;z } [ vl } + [ g; } u(t) (12.20)

Do sistema dado pela eq. [12.20 pode-se extrair um subsistema de ordem (n — m) que possui
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como entradas as quantidades conhecidas y(t) e u(t). Explicitamente,

w(t) = Auw(t) + Ay(t) + Bu(t) (12.21)
y(t) = Agyw(t) + Axpy(t) + Bou(t) (12.22)

Subtraindo a eq. [12.22] multiplicada por uma matriz arbitraria L, _;)xm da eq. [12.21) conduz
a

que pode ser reescrita como

w(t) — Ly(t) = (A1 — LAx)[w(t) — Ly(t)] +
[AHL — LAglL + A12 — LAQQ]y(t) + (Bl — LBg)y(t) (1224)

Fazendo v(t) = w(t) — Ly(t) obtém-se

V(t) = (AH — LAQl)V(t) +
[AnL — LAy L + A — LAsly(t) + (Bi — LB)u(t)  (12.25)

Nesta equacdo, v(t) é desconhecida, ao passo que y(t) e u(t) constituem entradas conhe-
cidas. Como n3o existe qualquer observagdo do vetor v(t), de dimensdo (n — m), constroi-se
um observador simplesmente copiando as equagdes dinamicas do sistema dado por [12.25], ou
seja

Xy(t) = (Ay — LAy )%, (t) + [An L — LAy L+ Ay — LAy)y(t) +
(By — LBy)u(t) (12.26)

A eq. denota um observador para o sistema da eq. [12.200 Como a dimenséo
de x,(t) é (n — m), ndmero minimo suficiente para completar a estimacdo do estado origi-
nal, o observador é denominado observador de ordem reduzida ou observador de Luenberger.
Subtraindo a eq. da eq. para determinar a dindmica do erro obtemos

%,(t) = V(t) = (An — LAy [X,(t) — v(t)], (12.27)
ou seja, o erro evolui na forma
e,(t) = (A1 — LAs)e,(t). (12.28)

Além disso, observa-se que o vetor de estado X, (t) do observador tende a v(t) na velocidade
determinada pelos autovalores da matriz (A3 — LAy).

A partir do vetor de estado X, (t) do observador, o estado do sistema original dado pela
eq. [12.20| é estimado por w(t) e y(t) determinados através de

W(t) = %(t) + Ly(t)
y(t) = y(t) (12.29)

O vetor de estado X, (t) e o vetor de medidas y(¢) fornecem informagoes suficientes para a
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reconstrugdo aproximada do vetor de estado do sistema original. Com w(t) estimado por
w(t), pode-se retornar a estimativa de x. Como

0= | S0 | e w0 =Pxo

basta utilizar a relacio X(t) = P~'x(t). A eficiéncia do observador depende diretamente dos
autovalores da matriz do sistema do observador, [A;; — LA ]. Demonstra-se (Luenberger,
1964) que se o sistema original dado pela eq. for completamente observével, entdo o par
Aq1, Ay também o serd. Assim, é possivel selecionar os autovalores de [A;; — L Ay;] arbitrari-
amente por uma escolha apropriada de L, o que proporciona ao observador de ordem reduzida
a mesma flexibilidade dindmica que o observador identidade possui. Uma das possibilidades
de implementagdo desse observador é mostrada na fig. [87]
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Figura 87: Observador de ordem reduzida ou de Luenberger. No diagrama,
M = AHL — LAQlL + A12 — LAQQ.

O exemplo abaixo ilustra a construgcdo de um observador de ordem reduzida baseado na
teoria desenvolvida até aqui:

Exemplo
Considere o sistema de segunda ordem cuja dindmica obedece a eq. [12.30]
. i‘l 0 1 I 0
x=|" + u 12.30
HitENE 23
Este modelo representa um sistema unidimensional simplificado de rastreamento como, por
exemplo, a antena de um radar de localizacdo, que deve sempre apontar para um objeto

que se move em um plano. No caso da antena, as varidveis de estado z; e x5 denotam
respectivamente a posicao e a velocidade do objeto a ser rastreado.

151



PME 3481 - CONTROLE E APLICACOES F. Trigo

As medidas s3o efetuadas apenas para as posicoes, ou seja

y=1[1 0]{2} (12.31)

Pede-se construir um observador de ordem reduzida para, a partir das medidas y, estimar o
estado completo x.

Solucao

Inicia-se a montagem do observador de ordem reduzida pela correta especificagdo da matriz

r=le] =1 v

Deve-se escolher arbitrariamente uma matriz P positiva e definida. Assim, sejam a;; = 1
e a1 = —1 de modo que
1 -1
St

A inversa de P sera

Com isso,

Lembrando que
x = PAP™ 'k + PBu

pode-se escrever

IR EEEEE

—(1+5) (Hﬁ)}ﬂ[—v}u

:”‘:{ -1 ~1 0

A variadvel a ser observada fica entdo, de acordo com a eq. [12.25]

V(t) = (All — LAQl)V(t) +
[AHL — LA21L + A12 - LAZQ]y(t) + (Bl — LBg)u(t)

Como L = [{] , escalar vem:

0= [~(1+8)—{-1)v+
[—(14+B) — (=) + (1 +B) = (=1)]y + (= + £.0)u
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Entao, de acordo com a eq. [12.26, o observador de ordem reduzida serd

Ty =[0— (14 B)]iy + [(*+ (1 +B) — By + (—)u

Verifiqguemos que o autovalor envolvido na equag&o para a varidvel transformada w(t) que
deve ser a saida do observador é dado por A;;. Nesse caso,

§=—(1+5)
Se escolhermos, por exemplo, ¢ = —4(1 + ), entdo o autovalor associado ao observador
sera
A=L0—(1+0)

= A= -5(1+0)

e, portanto, o observador é muito mais rdpido que o sistema original.

A estimativa do estado é efetuada por meio de

€ como
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13 PROJETO DE CONTROLADORES: SEGUIDORES
DE REFERENCIA

Até o momento, vimos como € possivel projetar sistemas de controle, com ou sem a utilizacao
de observadores de estado, para retornar o sistema a uma condi¢do fixa estavel (normal-
mente, zero, ou seja, x(ty) — 0), caracterizando-se assim os denominados reguladores ou
compensadores, quando sao também incorporados os observadores. Na pratica, é frequente
a necessidade de rastrear condigdes constantes distintas de zero (um degrau de determinada
amplitude, por exemplo) ou mesmo referéncias varidveis. Estas situagdes demandam a criagdo
de um tipo especial de sistema de controle, o chamado seguidor de referéncia, que serd o
escopo deste capitulo.

A literatura apresenta diversas abordagens para a solu¢ao do problema de rastreamento
mas, basicamente, ha diferencas significativas dependendo do tipo de referéncia a ser seguida
(constante ou varidvel) para qualquer método que venha a ser adotado, como serd mostrado
a seguir. Serad abordado aqui o caso geral utilizando as formula¢bes de modelos assumidos e
via otimiza¢ao linear quadratica. Em ambos as formulagdes, partimos do sistema padrdo em
espaco de estados,

-
—
~
N—r
|

Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) (13.1)

13.1 Seguidores de referéncia por modelos assumidos

Esta sec3o trata da compensac3o dos efeitos de entradas exdgenas (referéncias e distirbios)
utilizando dindmicas (modelos) assumidos para essas varidveis. Como serd visto, nem sempre
é possivel utilizar diretamente as técnicas de alocaciao de polos, uma vez que podem surgir
varidveis nao controldveis.

Inicialmente, supde-se que a dinamica inclua um conjunto de varidveis exégenas represen-
tando referéncias x, (fixas ou varidveis) a serem seguidas (requisito de projeto) e também
disturbios conhecidos, x;, mas que devem ser rejeitados, ou seja, planta e erro de segui-
mento ou rastreamento e possuem as seguintes dinamicas:

% = Ax + Bu+ Fxy (13.2)

e=X—X,=>é=X—X, (13.3)
x, = A%,

com A, (13.4)
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Utilizando [13.4] — [13.3] e fazendo [13.2H13.3 tem-se

e =Ax+ Bu+ Fx; — A%,
é=Ae+ (A—-A)x, + Bu+ Fx,

e = Ae+ [A—AT\F] {f } + Bu
e = Ae + Ex, + Bu

onde

x, 2 [XT}; E2[A— A|F]

O vetor x, representa as entradas externas cujo modelo é suposto conhecido.

resultante pode ser escrito em forma matricial como

X =1 o [ A

y = Cx,, com C =|[C.|C,|Cy]

(13.5)

(13.6)

O sistema

(13.7)

(13.8)

e esta representado na fig. 88 Observa-se que ndo hd nenhum caminho para que a agdo de
controle u altere as respostas fornecidas pelas malhas cuja dindmica é assumida, os modelos de
referéncia e de distirbio. Assim, essa topologia resulta em um sistema que ndo é controldvel;
como consequéncia, conforme mencionado anteriormente, as técnicas convencionais para a
alocacao dos polos do sistema em malha fechada ndo podem ser utilizadas na sua forma

anteriormente apresentada.

Ty Ty

- | - C,

modelo de
referéncia

o
y

Q

a

4

S
(+% )

@

»
>

Tq

Cq

Y

modelo de
distirbio

Ag <

Figura 88: Seguidor de referéncia por modelos assumidos (Friedland, 2015). Nessa imple-

mentac3do, o sistema final é ndo-controldvel.

A adaptacdo necessaria para que os procedimentos de alocacdo de polos possam ser
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empregados no projeto de seguidores de referéncia envolve transformagdes que visam tornar as
entradas exdgenas parte do vetor de entradas de controle. Para tanto, retoma-se a eq. [13.5]
Uma acao ideal de controle linear seria a capaz de levar o erro em regime permanente para
zero, rastrear as referéncias e anular disturbios, ou seja,

Uy = —Ke — KTXk — KdXd =—Ke— KOXO
= —Ke — [K,|K;]x,
= —Ke — K.x, (13.9)

Dessa forma, seria possivel alocar polos para a matriz de ganho da planta em malha fechada,
K, para torna-la estdvel utilizando as mesmas técnicas anteriores. A utilizacdo da eq.
na eq. com a imposi¢do de erro nulo em regime permanente leva a

é=Ae+ Ex,— B(Ke + K,x,) =0
0 = [A-BKle + |E — BE,Jx, (13.10)

Estando a estabilidade garantida em malha fechada pela alocacao dos polos da planta, resul-
tando na matriz A,y = A — BK, que ¢ inversivel, o erro em regime permanente é dado em
funcdo da matriz de ganhos dos termos exdgenos K, que deve ainda ser calculada:

e = [A — BK]"'[BK, — E|x, (13.11)

Teoricamente, para obter erro nulo bastaria resolver a eq. para K,; entretanto, em ter-
mos préticos, seria dificil dispor de entradas de controle (colunas na matriz B) suficientes para
zerar todas as varidveis de estado no vetor de erro. Dessa forma, seria suficiente aceitar como
premissa de projeto que uma combinagio linear do vetor de erro (e ndo todo o vetor) tivesse
resposta nula em regime permanente, o que pode ser obtido através de uma transformacao

linear y, = Ce = 0. Com isso, em [13.11],
Ce = C[A—- BK]'[BK, - E]x, =0 (13.12)
Para que a eq. [13.12| seja valida para qualquer x, é necessario que

C[A— BK| '[BK,— E] =0
C[|A— BK|'BK,=C[A—- BK|'E (13.13)
Nota-se na eq. [13.13| que a solucdo para K, depende diretamente da dimensdo da matriz C'
pois:
dim(A) =n xn; dim(B)=n x p=
dim([A — BK]|™") =n x n; dim([A - BK]|'B)=n x p
Supondo-se dim(C) = m x n, K, tera solu¢do Unica apenas se o sistema for quadrado, isto

€, se o numero de linhas de C for idéntico ao nimero de entradas, colunas da matriz B, o
que corresponde a m = p e resulta em

1

K,=[C[A-— BK]'B]  C[A-BK|'E (13.14)

Caso m > p, o nimero de equagdes serd maior que o nimero de incdgnitas, indicando muitas
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condi¢cbes a serem atendidas por K, e, dependendo do sistema, nao havera solugcao. Por outro
lado, caso m < p, ha flexibilidade em atender algumas condi¢es, embora todas ndo possam
ser atendidas simultaneamente. Para o sistema quadrado, a matriz

B* = [C]A— BK]'B] "' C|A - BK]™ (13.15)

possui dimens3o p X n ou m X n. Demonstra-se também que B* é tal que B*B =1 €
R™*™ e denomina-se pseudo-inversa a esquerda de B. Na fig. o seguidor de referéncia
em discussao é mostrado. Seguidores de referéncia por modelos assumidos possuem bom

|
e el

1
! ! K,
:" K, >
g
L— — — =
—e ﬁ u
L » K > f——>
&
modelo de
referéncia I

Figura 89: Seguidor de referéncia por modelos assumidos (adaptado e modificado de Friedland,
2015) com adaptagdo para tornar o sistema global em MF controlavel.

desempenho no rastreamento de condi¢cdes que cujo objetivo final seja a manutencao de valores
constantes em regime permanente. Quando é necessdrio seguir referéncias continuamente
variaveis, uma abordagem via controle linear quadratico pode ser mais vantajosa. Esse é o
préximo item a ser apresentado.

13.2 Seguidores de referéncia via controle linear quadratico

O desenvolvimento apresentado nesta secdo é andlogo ao utilizado na dedugao das equagdes
para o regulador quadratico da se¢do [11.2| e consiste na sua generalizacdo.

Consideramos o SLIT dado pela eq. [13.1L O indice de desempenho a ser minimizado é
dado por

J = %[X(tf) — X, (t5)]" M[x(tg) — %, (t5)]

I

+3 / ([x(t) — x.()]" Q[x(t) — x,(t)] + u" (t)Ru(t)) dt (13.16)
to

com M, @ € R R e RP?  >0e R >0 e onde x,(t) é a referéncia a ser seguida.

Novamente, a funcdo Hamiltoniana ird permitir a inclusdo dos vinculos dinamicos no problema

de minimizagdo através dos multiplicadores de Lagrange A(¢). O instante final ¢; é imposto

(finito), o estado final x(ts) é livre, o estado x(t) e o controle u(t) ndo sdo limitados. A
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funcdo Hamiltoniana é dada por

Mo, A) = glx(tr) = ()] Mlx(t) = x.(t)]
5 (bx(t) — % ()] QIx() — x,(1)] +u” )
+ AT (t) (Ax(t) + Bu(t)) (13.17)

+

Novamente, o principio do minimo de Pontryagin estabelece que o controle étimo procu-
rado K,; deve satisfazer as seguintes equacoes:

88% =% = Ax + Bu, x(0) = x¢ (condigdo inicial) (13.18)

oH " .
ot A=—-Q(x—x,)— A X (equagdo de co-estado) (13.19)
g% =0=Ru+B"X=u=—-R 'B"X (condigio algébrica) (13.20)
A(ty) = M (x(ty) —x,(tf)) (condi¢do algébrica final) (13.21)
Utilizando a eq. 13.20| na eq. [13.18|e com a eq. [13.19|chega-se ao sistema na forma matricial

X A | -BR'BT X 0
H-[aE) ] e
H

cuja solucao permite obter a lei étima de controle. Como no caso do regulador, é necessario
resolver a equacao diferencial que fornece o vetor A para que a lei de controle possa ser
implementada. Nota-se, agora, a presenca de um termo x,(t) que corresponde a referéncia
varidvel a ser seguida e que representa um deslocamento que deve ser imposto ao estado
para que o erro de acompanhamento possa ser suprimido. Seria, entdo, l6gico adotar uma
funcdo-tentativa afim do tipo

A(t) = P(t)x(t) — v(t) (13.23)

em que P(t) deve ainda ser obtida. Substituindo a eq. [13.23| na eq. [13.20, obtém-se a lei de
controle para o seguidor de referéncia,

u=-R'B"Px+ R 'B"v, (13.24)
Efetuando a derivada temporal de [13.23| e levando em conta as eqgs. (13.18| e (13.20],
obtemos
A=Px+Px—v
A= Px+ PAx — PBR'B"Px — v+ PBR'B"Pv
A= (P + PA - PBR—lBTP> x — v+ PBR'BTPy (13.25)
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Por outro lado, a substituicdao da eq. [13.23| na eq. [13.19| fornece

A=—-0Qx+Qx, — ATPx+ A"v
A=—(Q+A"P)x+Qx, + ATv (13.26)

Igualando-se as duas udltimas equacdes e agrupando termos obtém-se:

(P+PA-PBR'B"P+Q+A"P)x~ (#+ A~ PBRB"P)v - Qx, = 0
(13.27)

Além disso, a condicdo final dada pela eq. [13.21| também deve ser atendida. Utilizando [13.23
em [13.21] chega-se a

P(ty)(x(ty) —v(ty) = M(x(tf) — x.(tf) =
P(t;) =M (13.28)
l/(tf) = XT(tf) (1329)

Como eq. [13.27| deve ser vélida para qualquer estado x, entdo

P=—-PA—ATP+ PBR'BTP—-Q (13.30)
v=-A+PBR'B"Pv - Qx, (13.31)

As duas equacdes diferenciais|13.30| e [13.31f com suas respectivas condi¢des iniciais, eqgs. [13.28
e |13.29| devem ser resolvidas para obter a matriz P e o vetor v procurados e necessdrios a
implementacao da lei de controle para o seguidor de referéncia, que é dada por

u(t)= -R'B"X=-R'BTP(t)x(t) + R'BTv(t)
u(t) = —Ku(t)x(t) + R'BTv(t)
o= Ku(t)=R'B"P(t) (13.32)
ou seja, o ganho de controle é idéntico ao obtido para o regulador e a matriz P(t) também

decorre da solucdo da equacdo diferencial matricial de Riccati. A dindmica do seguidor em
malha fechada é, assim, expressa por

X(t) = Ax(t) + B(—Ko)x(t) + BR™'B v (t)
x(t) = Ax(t) + B (=R 'B"P(t)) x(t) + BR~'B"v(t)
x(t) = [A— BRT'B"P(t)| x(t) + BR™'B"v(t), xo =x(0) (13.33)

Definindo um erro de acompanhamento de referéncia como
A
e (t) =x, —x (13.34)
a lei de controle étimo para o seguidor em termos do erro é expressa por

u(t) = Kye(t) + R'BT (v(t) — P(t)x,(t)) (13.35)
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e sua representagdo em diagrama de blocos é dada na fig. [00] No diagrama,

K, (t) = R™'B"(v(t) — P(t)x,(1))

Figura 90: Seguidor de referéncia por otimizac3o linear quadratica. Nota-se que o controlador
possui uma pré-alimentacado do erro, responsavel por garantir o acompanhamento da referéncia.
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