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Seguidor via controle linear-quadratico

Um controlador que faca o estado x do sistema acompanhar um sinal de referéncia
prescrito x,(t), t € [0, t1], pode ser obtido via minimizacdo de um indice de
desempenho quadrdtico J para um horizonte de tempo finito:

t1
T T
J(x,u) = / [(x - %) Q(x—x)+ uTRu} de+ (x— %) Qi(x—x)
0 t=t;
com Q e Q; sendo matrizes simétricas e semi-definidas positivas e R sendo uma matriz
simétrica e definida positiva.
Uma vez que o sistema deve satisfazer a equagdo dinamica:

d
di)t( = Ax + Bu

tal condigdo deve ser tratada como uma restricao do problema de otimizacao.
Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, pode-se transformar o problema
de otimizacao restrita da funcdo J(x,u) em um problema de otimizacdo irrestrita de
uma fungdo J(x,u, \).
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Uso do método dos multiplicadores de Lagrange

Defina-se a fung¢io objetivo estendida J(x,u, A):
t1
J(x,u,1) = / [(x - xr)TQ(x X) +u Ru+ 21" (Ax + Bu — i)] dt
0
+ (x(t1) = %:(t1)) " Qi (x(11) — %:(t1))

Para a minimizacfo de J(x, u, 1), verifica-se primeiramente sob quais condi¢des

8J = 0.

t
5J = 2/ [5x Q(x —X;) + 6u'Ru+ 61" (Ax—i—Bu— i’:)
0

+AT <A5X + Béu — d(i) ]dt +26x%(t1) " Q (x(t1) — x¢(t1))

Integrando por partes, verifica-se que:
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Uso do método dos multiplicadores de Lagrange

Notando ainda que o estado inicial x(0) deve ser tratado como um dado do problema
e, assim, 6x(0) = 0, a condi¢do 6J = O se torna:

t
0:/ {5xT [Q(x—xr) +ATA + dx]—i—éu [Ru—i—BT?L}
0

dx
+ SAT |:AX + Bu — dt:| } de + 5X(t1) [Q] (X(tl) — Xr(tl)) — X(tl)]
Sendo as variagdes 6%, 6u, O A e 6x(t1) independentes, decorre que:

di dr

Q(x—x;) +A'A + w0 7 g &AM+ ©
Ru+B'A=0 = u=-RB") @
Ax+Bu—g:0 = @:AX—BR*BH ®

dt dt
Q] (X(tl) — Xr(tl)) — )\.(tl) =0 = )\.(tl) = Q]X(tl) — Q]Xr(tl) @
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Uso do método dos multiplicadores de Lagrange
Buscando para A uma solugéo afim em termos do estado x do sistema:
A(t) = P(6)x(t) = m(t)

Da equacio @, u(t) = —R~(t)B(t) "\(t) e, portanto, a lei de controle proposta
adquire a forma:

u(t) = —K()x(t) + @i(t) com K=R 'B'P e =R 'B'n

Tomando a derivada temporal de ® e utilizando ®, obtém-se:
dr  dp de dn

PR TR TR T:

dp T dn 1gnT
=|—+4+PA—PBR B P|x— —+PBR B
{dt + ] T * N
Por outro lado, substitindo ® em @, obtém-se:
di T T
e [—Q—A P} x+ATM + Qx
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Uso do método dos multiplicadores de Lagrange

N dr .
As duas €Xpressoes para a serao equ1va1entes se, e somente se, Vx:

dp
[dt +PA+A'P-PBR'B'P+ Q] X

- [c;«: + (AT —PBR7'B")n + er] =0

Além disso, da equacdo @ também deve ser verdadeiro, qualquer seja o valor de x(t1):

A(t1) = P(t1)x(t1) — n(t1) = Qux(t1) — Qixc(t1)

Assim, ¢ suficiente que P(t) e m(t) satisfacam as seguintes EDOs:

w - A A'P+PBR'B'P—Q com P(t;)=Q

% =—(AT =PBR7'B")n — Qx, com n(t1) = Qix(t1)
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Seguidor via controle linear-quadratico

Conclui-se que, no projeto de um seguidor via controle linear-quadratico, a matriz P(t)
deve satisfazer 8 mesma equacao diferencial de Riccati obtida na sintese de um
regulador linear-quadratico (LQR). Consequentemente:

A matriz de ganho K = R™'B'P do projeto de um seguidor deve ser a mesma
adotada no projeto do respectivo regulador.

A dindmica do seguidor em malha fechada é descrita pela equagédo ®@:
d
< = (A—BR'B'P)x+BR7'B'n com x(0) =X

Em particular, definindo a matriz de estados em malha fechada:

A=(A-BK)=(A-BR 'B'P)

a equacdo ® simplifica-se para a forma:

dx
d_)t( —Ax+BR !B'm com x(0)=xo
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Seguidor via controle linear-quadratico

A equacdo diferencial para a determinacéo de m(t) também pode ser simplificada a
partir da definicfio de A:

(AT —PBR'BT) = (A—BR'B'P) =4

Assim:

d _
d;rtl = _AT*r] —Qx; com m(t1)=Qix:(t1)

*Nota — a solucdo do problema poderia alternativamente ser formulada colocando as equacoes
@ e @ na seguinte forma matricial:
X 0
i — | x
A Q

:[3]-

com condicdo inicial x(0) = xq e condigdo final A(t;) = Q1(x(t1) — %:(t1)), eq. ®.

A | -BR'BT
-Q ‘ —_AT

_|_

matriz Hamiltoniana H
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*Solucao explicita em malha fechada - seguidor LQ

Pode-se obter uma solucéo explicita para m(t) por meio da equagao:
n(6) = B(t. 0)n(0) — / Bt 7)Qx(7) de

com ¥(t, ) satisfazendo & equacio diferencial:
gt?(t, t)=-A (OF(t,7) com P(t,7)=1I, Vr € [0,t]]
O valor de m(0) consistente com a condicao final n(t;) = Qix,(t;) é

n(0) = F(0.1,) [n(tl) - "B (0, 7)Qx(r) dr

= U(0,t1)Q1x(t1) / 7 (0,7)Qx(7) dt

Note que foi utilizada a seguinte propriedade da matriz de transicéo:
— — — — ——1
W(tz,tl)W(tl,fo) = W(tg,to) = w(t(),tl) =9 (tl,to)

* Médulo 8
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*Solucao explicita em malha fechada - seguidor LQ

Substituindo a expressdo para m(0) na expressdo para 1(t):

N(t) = U(t,t1)Qix(t1) / U(t,7)Qx.(7)dt —/ U(t,7)Qx(7) dt

n(t) = ¥(t, t1)Qix(t1) + / U (t,7)Qx(7) dt

A dltima etapa da deducdo de uma expresséo explicita para 1(t) consiste em expressar
a matriz de transi¢do ¥ (t, T), associada a —KT(t), com a matriz de transicio P(t, )
do sistema em malha fechada, associada & matriz A(t) e que, por sua vez, satisfaz a
seguinte equacao diferencial:

gté(t, ) =A(t)®(t,7) com &(t,7)=1I V7 €[0,t1]
Tomando a derivada parcial em t da identidade &(t, 7)®(t,t) = I:
0 0
8t¢(t T)®P(7,t) + D(t, 7)8t45(r,t) =0
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*Solucao explicita em malha fechada - seguidor LQ

Dessa forma:

gtdi(r,t) = —di(r,t)aatdi(t, T)P(7,t) = —P(7,)A(t)D(t, T)P(7,1t)

o 2B - BrA) e 0B (n0- A (0F (0

Ainda, como 5T(T, 7) =1, V7 € [0,t1], conclui-se que:
T(t,t)=3 (1,1

Finalmente, para a dindmica do seguidor em malha fechada (supondo realimentacdo
de estados), obtém-se:

n(t) = ET(Q, £)Qix:(t1) + /t1 @T(A, £)Qxc(A) dA

x(t) = @(t,0)x(0) + /Ot &(t,7)B(T)RB' (t)n(7) dt
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Lei de controle e diagrama de blocos — seguidor LQ

Pode-se definir o erro do seguidor como:
e(t) = x(t) — x(t)

Uma vez que K = R™'B'P, a lei de controle do seguidor pode ser escrita como:

u(t) = K(t)e(t) + R'B(t) (n(t) — P()x(1))
—— ~ e /

realimentagéio pré-alimentacio
controlador W(s)

X (s) E(s)

X(s) _

planta
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas

Considere um sistema linear invariante no tempo:

dx(t)
—qr = Ax(®) + Bu(t) + Ew(t)

Assuma que tanto o sinal de referéncia x,(t) quanto a perturbagio w(t) sejam

modelados como solugdes de equacoes diferenciais conhecidas:
dx.(t) dw(t)
de de

Definindo o erro de acompanhamento (erro do seguidor) como:

e(t) = x:(t) — x(¢)
verifica-se que e(t) satisfaz a seguinte EDO:

9 _ pe(t) — (A~ A)x(0) ~ Bu(o) ~ Ew(0)

= Arx,(t) Ayw(t)
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas
Para simplificar a equacdo diferencial, defina-se a matriz F e o vetor de variaveis
exdgenas Xo(t):

Xx(t) ]

F:[A—Ar‘E] e XO(t):[W(t)

Assim:
de(t)
dt
Proponha-se uma lei de controle da forma:

= Ae(t) — Bu(t) — Fx,(t)

u(t) = Ke(t) — Gxo(t)

o que faz com que a dinamica do erro de acompanhamento em malha fechada seja:
de(t)
dt

= (A —BK)e(t) — (F — BG)x,(t) = Ae(t) — (F — BG)x,(t)
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas
de(t)

Note que, em regime permanente, ou seja, com T 0, o valor do erro de

acompanhamento é:
Ae= (F—BG)x, = e=A (F-BG)x

Seria ideal se fosse possivel tornar nulo o valor do erro em regime permanente
qualquer seja o valor em regime permanente das varidveis exdgenas, ou seja, escolher
G tal que Al (F — BG) = 0. No entanto, em geral, isto ndo é possivel. Busquemos
entdo uma matriz M que torne, em regime permanente:

Me =0
Isto sera verdadeiro para todo x, se:

MA '(F-BG)=0 = MA 'BG=MA 'F
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas

Para obter uma solucdo fechada para G é necessario que a matriz MA 'B seja
invertivel. Isto requer, em primeiro lugar, que ela seja quadrada, ou seja, M € R™",
Em outras palavras, dispondo de r atuadores € possivel seguir com erro nulo em
regime permanente somente r sinais de referéncia. Conclui-se, portanto, que:

o -1 _
G=NF com N:[MA 13] MA

Assim, a lei de controle do seguidor se torna:

u(t) = Ke(t) — NFx,(t) = Ke(t) — N(A — Ar)x(t) — NEw(t)

e a dinamica do erro de acompanhamento se torna:

de(t) —
~qr” = Ae(t) — (I-BN)Fx,(t)
dz(tt) = Ae(t) — (I—BN) [(A — Ar)x(t) + Ew(t)]
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*Acao integral em realimentacao



*Acao integral em realimentacao

Admita que se queira propor uma lei de controle com ganho integral em realimentacdo
da forma:

u(t) = Ke(t) + Kiei(t) — Gx,(t)

com e;j(t) sendo definida como a integral de uma combinacéo linear de componentes
de e(t):
de;(t
di ) _ Cie(t) = Gi(x:(t) — x(t))

Neste caso, as variaveis e;(t) assim definidas constituem, juntamente a x(t) um vetor
de estados aumentado X, (t):

da [ x@) A |0 x(t) B E|O w(t)
- = + u(t) +
dt ei(t) —C; |0 ei(t) 0 . I Cin(t)
—_——— ———
Ay Xa(t) B, E, Wa(t)
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*Acao integral em realimentacao
Assim, pode-se escrever a equacao diferencial do sistema na forma:
dx,(t)
dt

Pode-se entio formular o problema de acompanhamento de referéncias para esta
planta aumentada tomando x(t) como referéncia para x(t) e zero como referéncia
para e;(t). Para que o problema tenha solucéo, no entanto, é necessdrio que o par
(Aa, Ba) seja controlavel, o que limita as possibilidades de escolha para a matriz C;.
A dindmica da planta aumentada em malha fechada é dada pela matriz de estados

A, = A, — B,K, em que a matriz de ganhos K, é:

K, = [K | —Kj]

= AyXa(t) + Bau(t) + Eaw,(t)

ou seja, a lei de controle pode ser reescrita como:
u(t) = —KaXa(t) + Kxc(t) — GXo(t)

Neste caso, X,(t) deve incluir tanto x;(t) quanto w,(t) (em vez de w(t)).
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