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Sintese de reguladores por
alocacao de polos



Estrutura admitida para o modelo linear
Admita a seguinte estrutura simplificada para a representagcdo de um modelo linear na
forma de espaco de estados:

d’(‘i(tt) — A(O)x(t) + B()u(t)

y(t) = C(6)x(t)
Por ora, sera desprezado o efeito de perturbacdes e ruido de medicdo e ndo havera um
canal direto da entrada u(t) para as medidas y(t).

Existe uma matriz de transi¢do de estados P(t, 7) tal que:

x(t) = D(t, to)x(to) + /t!P(t, 7)B(7)u(7) dt

to

Em particular, se A for invariante no tempo, entao:
&(t,7) = Bt — 7) = A7)
1 1
eAt:I+At+§A2t2+...+EAktk—i—...
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Controlabilidade

Um sistema dindmico é controldvel se, e somente se, partindo de qualquer condicéo
inicial X9 = x(to) for possivel atingir qualquer outro estado x; = x(t;) em um
intervalo de tempo finito [to, t;], por meio da especificagdo, neste intervalo, do vetor
de entradas de controle u(t).

Provou-se que existe uma solucgdo u(t) da forma:
u(t) =B ()@ (t1,0)P (11, 10) [x(t1) — D(t1, t0)x(to)], to <t <t

se, e somente se, o gramiano de controlabilidade:

P(t,t) = /t1 @(t1,0)B(t)BT ()@ (t1,1) dt

0

for uma matriz invertivel (ndo-singular).
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Teste algébrico de controlabilidade para um SLIT

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™*" e B € R"*" é controlavel se,
e somente se, a matriz de controlabilidade Q € R™*™";

Q=[B|AB|...|A"'B]

tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de Q devem ser um con-
junto gerador do R" e, portanto, ETQ =0 & £=0.

O posto de uma matriz é a dimensao do espaco vetorial gerado por suas colunas. O posto de
uma matriz é o mesmo posto de sua transposta.

Em particular para um sistema SISO/SIMO, a entrada u é um escalar e, portanto,
B=bcR™ =R"e Q € R

Q=[b|Ab|...|A" D]
Assim, um sistema SISO/SIMO serda controlavel se, e somente se, Q for uma matriz
invertivel (ndo-singular).
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Alocacao de polos por realimentacao de estados

Para um sistema linear controlavel existird uma matriz K € R™*" tal que, adotando
uma lei de controle baseada em realimentacédo de estados da forma:
u=—Kx
é possivel escolher a localizacao de todos os n polos do sistema em malha fechada,
que sera regido pela equacéo:
dx

@ =Ax + Bu = (A — BK)x = Ax

Dados os n autovalores desejados para a matriz de estados A do sistema em malha
fechada, havera r x n elementos da matriz K a determinar.

Em outras palavras, hd uma solucfo tinica para o caso SISO/SIMO (r = 1) e multiplas
solucgdes possiveis para os casos MISO/MIMO (r > 1).
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Alocacao de polos por realimentacao de estados
Os polinémios caracteristicos das matrizes de estado em malha aberta A e em malha

fechada A = A — BK s#o, respectivamente:
n

p(s) = det(sI —A) = H(s —p)=s"+as" T+ ... +as’=0
j=1
n

p(s) = det(sI — A) = H(s —p)=s"+as" +... +@s°=0
j=1

onde pj,j = 1,...,n, sdo os polos em malha aberta e p;, j = 1, ..., n, sdo os polos que

o projetista escolheu para o sistema em malha fechada. Para a estabilidade do sistema
em malha fechada é necessario que:

Re(;) <0, Vi=1,....n

Via de regra, no entanto, quanto mais distantes os polos em malha fechada estiverem dos polos
em malha aberta, maiores serdo os mdédulos dos elementos da matriz de ganhos K e,
consequentemente, maiores serdo os modulos dos esforcos de controle u = —Kx.
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Caso SISO/SIMO: solucao de Bass-Gura
Para um sistema SISO/SIMO, B =b € R™*! K =k' € R1*"e:
A=A-bk'
Definindo os vetores a e a, formados pelos coeficientes dos polindmios caracterisiticos

p(s) (MA) e p(s) (MF), respectivamente, e a matrix Toeplitz triangular W, baseada nos
coeficientes de p(s):

ai C_ll 1 a dz ... A4p—2 AQan-1

as _ C_lz 0 1 ay ... Qp—3 Aap—2
a= , a= e W=

an dn O 0 o0 ... 0 1

a matriz k que resolve o problema de alocacdo de polos é dada por:

k=[(@w)"]'(@a-a)

onde Q = [b ‘ Ab ‘ e ‘ A”_lb] € R™ " ¢ a matriz de controlabilidade.
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Matrizes companheiras de um polin6mio

Dado o polindmio caracteristico p(s) = s" + ais" 1+ ...+ a,s® = 0, definem-se as

matrizes companheiras Ag € Ag:

1
Ap=1| 0
| 0
[0 0
1 0
Ap = 01
0 0
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Matrizes companheiras de um polin6mio

As matrizes companheiras do polinémio caracteristico p(s) satisfazem as identidades
envolvendo as matrizes A, Q e W:

WAs =AW e  QAp = AQ

A segunda identidade decorre do teorema de Cayley-Hamilton p(A) = O:

0 0 0 —a,
10 0 —an1
QAo = [b Ab Avp) |0 1 0 —@n
0 0 1 —a
=[Ab A ... (—a—ap1A—...— A" )b]
=[Ab A?b ... A"b] =AQ

Assim, Ag = W™ 'AgW e Ap = Q 'AQ, de onde se identifica a matriz de transformacéo

T = (QW) ! tal que:

Renato M. M. Orsino
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Forma canonica controlavel de sistemas SISO/SIMO

Definindoby = [1 0 ... O]T e notando que bg = Tb = (QW)1b:
1 a daz ... dAp—2 AQan—1 1
0 1 a ... Qap—3 Aan—2 0
T 'bp=[b Ab ... A"b] [ = = | _ . | =b
0O 0 o0 ... 0 1 0

pode-se adotar a mudanga de varidveis z = Tx = (QW)~'x tal que:

dx dz

aZAX-i-bu = aZA@Z-i-b@u

A expressdo das equagdes dindmicas de um sistema linear SISO/SIMO em termos das
variaveis de estado z que transforma a matriz de estados na primeira forma
companheira do polindmio caracteristico de malha aberta p(s) é denominada forma
canonica controlavel.
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Demonstracao da solucao de Bass-Gura

Adote-se a lei de controle u = —8 'zcom &' = [51 89
dz

dt
(—(a1+61) —(az+ 82) —(an-1+6n-1) —(an+84)]
1 0 0 0
Ay = 0 1 0 0
0 0 1 0o

5,1]:

— =Apz + b@l,l = (A@ - b@8T> VA ZK(DZ com K@ =Ap — b@ST

Notando que a matriz Ag é companheira do polinémio caracteristico de malha fechada

p(s) de tal forma que a; + 6; = a;,i = 1,2,...,n, entdo:

Uu=-8"z=-8"Tx= —(TTS)TX = k'x

comk=T"8,T=(QW) !ed =a— a, oque demonstra a solucio:

k=[(@w) "] (@a-a)
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Estabilidade segundo Lyapunov



Estabilidade segundo Lyapunov

Seja um modelo auténomo, linear ou nao-linear, expresso pela EDO:

d’(‘i(tt) —f(x(t)),  x(to) = Xo

Admitindo que X seja um ponto de equilibrio do sistema, ou seja, f(X) = 0 entdo:
m X é um ponto de equilibrio estavel segundo Lyapunov se, para todo & > 0 existir
um & > 0 tal que, se ||xo — X|| < &, entdo, para todo t > to, ||x(t) — X|| < €.
m X é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se for estavel segundo
Lyapunov e existir um & > 0 tal que, se ||xo — X|| < &, entdo tILngO |Ix(t) — x|| = 0.

m X é um ponto de equilibrio exponencialmente estdvel se for assintoticamente
estdvel e existirem constantes positivas a, 3 e & tais que, se ||xo — X|| < &, para
todo t > to, ||x(t) — X|| < a|jxo — X||e P
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Método direto de Lyapunov

Para um sistema dindmico autdbnomo:

PO _ e, xleo) =

que tenha um ponto de equilibrio em x = 0, admita que existe uma funcéo V :
R"™ — R (ou seja, a valores reais) tal que:

= V(0) =0;
m V(x) > 0 para todo x # 0;
] w = VV(x) - f(x) < 0 para todo x # 0;

entdo x = 0 é um ponto de equilibrio estdvel segundo Lyapunov.

Ainda, se for possivel garantir que VV(x) - f(x) < 0 para todo x # 0, entdo x = 0 é
um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.
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Estabilidade de um SLIT

Considere um sistema linear invariante no tempo (SLIT) da forma:
dx

—— = A
dt X

Para provar que a origem x = 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel,
basta encontrar um par de matrizes P e Q definidas positivas (ou seja, x'Px > 0 e
x'Qx > 0, Vx # 0) que satisfacam a equacio de Lyapunov:
A'P+PA=-Q
Neste caso, basta adotar:
V(x) = x'Px
Por definicdo, V(0) = 0 e V(x) > 0 para todo x # 0. Ainda:
dv d
d(tX) = dat [XTPX} =x'A"Px+ x"PAx = —XTQX <0
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Regulador Linear-Quadratico (LQR)



Por que usar técnicas de otimizacao na sintese de
um controlador?

Considere sistema linear munido de uma lei de controle por realimentacao de estados
da forma:

u=—-Kx

Se o sistema for controldvel, é possivel escolher uma matrix K que seja capaz de alocar
os polos em malha fechada em qualquer posicdo definida pelo projetista.

Via de regra, quanto mais distantes os polos em malha fechada estiverem dos polos em
malha aberta, maiores serdo os médulos dos elementos da matriz de ganhos K e,
consequentemente, maiores serdo os modulos dos esforcos de controle. Uma ma
alocacdo dos polos em MF pode levar a:

B um consumo excessivo de energia;

m um superdimensionamento dos atuadores necessarios para controlar o sistema;

m ocorréncia frequente de saturacio dos atuadores durante a operacédo regular do

sistema.
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Por que usar técnicas de otimizacao na sintese de
um controlador?

Ainda, na presenca de mais de uma entrada de controle, ha multiplas solucoes para os
elementos de K que levam a uma mesma alocacao de polos. Qual das solu¢des
escolher visando evitar os problemas citados?

E se, em vez de obter K por meio da alocacgédo dos polos para o sistema em malha
fechada, o regulador linear por realimentacdo de estados u = —Kx pudesse ser obtido
por meio da solucdo de um problema de otimizacdo que garantisse:
® que a origem x = 0 seja um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel para o
sistema em malha fechada;
m que esforcos elevados de controle sejam penalizados;

m que um desempenho ruim (i.e., distdncia média para a origem elevada e/ou
tempo elevado para que o estado do sistema em malha fechada convirja para a
origem) seja penalizado.
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indice de desempenho quadratico

O regulador linear quadratico (LQR) é um o regulador linear por realimentacao de
estados u = —Kx obtido por meio do problema de minimizacdo do indice de
desempenho quadratico J:

J= /OOO |:XTQX—|-11TR11:| dt = /OooxT <Q+KTRK)xdt

com Q sendo uma matriz simétrica e semi-definida positiva e R sendo uma matriz
simétrica e definida positiva, ou seja:
x'Qx>0,Yx#£0 e u'Ru>0,Yu#0

Se a ocorréncia simultanea de Kx = 0e Qx = 0 = x = 0, a matriz (Q + KTRK) sera
simétrica e definida positiva, uma vez que:
x! (Q+ KTRK)X =x'Qx + (—Kx) "R(—Kx) > 0
Note que:
® ||Q|| > ||R|| prioriza penalizar um desempenho ruim do controlador;
® ||R|| > ||Q|| prioriza penalizar esforcos elevados de controle.
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Sintese de um regulador linear quadratico (LQR)

Sendo a matriz (Q + KTRK) simétrica e definida positiva, para garantir que, em malha
fechada a origem x = 0 seja um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, basta
encontrar uma matriz P definida positiva que satisfaca a equacdo de Lyapunov:

AP+PA=— (Q+KTRK) com A—A-—BK

Neste caso, para provar a estabilidade assintdtica, em malha fechada, da origem pelo
método direto de Lyapunov, basta tomar:

V(x) =x'Px

Por definicdo, V(0) = 0 e V(x) > 0 para todo x # 0. Ainda:

dv d _ _
(x) = — [XTPXj| = xTATPx +x PAx = —x' (Q + KTRK) x<0
dt dt
o que conclui a verificacdo do conjunto de condicOes necessdrias para a estabilidade
assintotica desejada.
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Sintese de um regulador linear quadratico (LQR)

Nestas condicdes, o indice de desempenho quadratico se torna:

J:/OOOXT (Q+KTRK)xdt:—/O d‘cfi(tx) dt = V(x(0)) — lim V(x(t))

t—o0

O objetivo do regulador é que x(t) — O conforme ¢t — co. Assim, tlim V(x(t)) =0e:
—00
J = V(x(0)) = x4 Pxo

Seja P a matriz simétrica e definida positiva que minimiza J.
Para que o valor de J seja estacionario, ou seja, dJ = 0, o que é condicdo necessdria
neste ponto de minimo:

8J = xg (P + 8P)xo — X Pxo = X, 6PXxo = 0,¥Xg < &P =0
Em outras palavras, a matriz P que minimiza o indice de desempenho quadratico J
também deve ter seu valor estaciondrio.
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Sintese de um regulador linear quadratico (LQR)

O valor estaciondrio da matriz P estara garantida se a equacao de Lyapunov
permanecer verdadeira mantido o valor de P e tomando uma variagdo infinitesimal 6K
para a matriz de ganho:

[A—B(K + SK)]TP +P[A—B(K+8K)] = —Q — (K + 8K) 'R(K + 5K)
= —8K'B'P-PBSK=-8K'RK—-K'RG3K
Esta ultima equacdo serd verdadeira se for valida a identidade:

B'P=RK < K=R 'B'P

Substituindo esta ultima identidade na equacao de Lyapunov, e considerando a
simetria das matrizes P e R, obtém-se:

[A—-BR'B'P]'P+P[A-BR'B'P| = —Q— (R"'B'P)'B'P

A'"P+PA-PBR 'B'P+Q=0

que é a equacdo algébrica de Riccati (ARE) para a determinacéo de P.
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LQR para horizonte de tempo finito

Alternativamente, o regulador linear quadratico (LQR) pode ser obtido por meio do
problema de minimizacdo de um indice de desempenho quadratico J para um
horizonte de tempo finito:

J= / ) [x(9)"@x(e) + u(e) Ru(9)| de + x(t1) " Qix(tr)

com Q e Q; sendo matrizes simétricas e semi-definidas positivas e R sendo uma matriz
simétrica e definida positiva.

Neste caso, o ganho K da lei de controle linear por realimentacdo de estados u = —Kx
¢ dado pela expressao:

K(t) =R 'BTP(t)

com P(t) correspondendo a solugio da equacdo diferencial de Riccati:

dp
A'"P+PA-PBR 'B'P+Q= —g com P(t1) = Q:
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