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Forma de espaco de estados



EquacoOes de movimento de um sistema dinamico
As equacdes de movimento de um sistema dindmico sdo usualmente escritas na forma:
q=G(t,q,v;0)
M(t,q;0)v = F(t,q,v,u,w; 0)
onde identificamos:
m t: variavel de tempo;
m q € R*: vetor de coordenadas generalizadas;

m v € R”: vetor de quasi-velocidades (caso v = q, dizemos que v € um vetor de
velocidades generalizadas);

m u € R": vetor de entradas de controle;

m w € R vetor de entradas de disttirbio;

m 0 € RP: vetor de pardmetros do modelo;

m G € R*: relacdo cinematica (transformagdo de varidveis) entre q e ;
B M € R”*”: matriz de inércia generalizada;

m F € R”: vetor de forcas generalizadas.
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Modelo de roda de bicicleta: disco de bordo esbelto

Equacoes de movimento:

QO
X —r(wy — w3 tan ¢) cos
y —r(wy — w3tan ¢)siny
Y| = w3 sec ¢ )
¢ @1 ~
0 wy — w3 tan ¢ '
v .
q G(q,v;0) Fonte: Orsino (2020)
i+1 0 O] [ gsind)4—(j—|—1)a>2co3—ico%tancj)
mr?| 0 j+1 0f |wa| = mr? | T

—wi1ws3
iwjwstan ¢ —jwiws

F(qx;e)

com q = (x,y,y,$,0) € R®, v = (w1, ws,w3) € R>e 6 = (r,g,i,j,m) € RO.
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Modelo de bicicleta de Whipple

Modelo linearizado em torno de uma solucdo em regime permanente na qual a
bicicleta translada em linha reta com velocidade v constante (Meijaard et al., 2007):

M3 = —vC1q — (gKo +V?Kz)q + T

comq=(¢,6) cR:L,v=qeR?u=15cR,w=14 €R, 0 =vER,
T = (7¢,75) €

o [8082 2319

~(2.319 0.2978

Ko — [—80.95 —2.600
07 |-2.600 —0.8033
K — [0 76.60 ,
2= |0 2.654 Cr(x,1,0) A 1_,m
[ o 33.87
€= _—0.8504 1.685 Fonte: adaptado de Meijaard et al. (2007)
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Estado de um sistema dinamico

Menor conjunto de variaveis cujo conhecimento em um dado instante de tempo ty,
juntamente ao conhecimento da entrada u(t) parat > to, determina completamente
a resposta do sistema para t > to.

Certas coordenadas generalizadas podem néo estar presentes nas equacdes dinamicas.
Assim, particiona-se o vetor q na forma:

__|q*| — coordenadas generalizadas presentes nas equacoes dinamicas
1= q°| — coordenadas generalizadas ausentes nas equagoes dinamicas

A definicdo cano6nica para o vetor de estados x € R", obtida diretamente a partir das
equagdes de movimento do modelo é dada por:

-

Dada qualquer transformacao invertivel 4, z = a(x) também é uma definicdo valida
para o vetor de estados.
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Modelos na forma de espaco de estados
Dizemos que um modelo esta na forma de espaco de estados quando suas equagoes
encontram-se expressas como:

dx
T f(t,x,u,w; 0)

y=h(t,x,u;0) +v

onde identificamos:

m t: varidvel de tempo;

m x € R": vetor de estados;

m u € R": vetor de entradas de controle;

m w € Rl vetor de entradas de disttirbio;

m y € R™: vetor de saidas/observacdes/medicoes;

m v € R™: vetor de ruidos de medicéo;

m 0 € RP: vetor de pardmetros.
A definicdo do vetor de observacoes y decorre do fato de nem sempre ser possivel,
tampouco necessario, medir todas as varidveis que definem o estado de um sistema.
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Modelos lineares na forma de espaco de estados

O modelo serd linear se for possivel definir um vetor de estados x € R" em que a forma
de espaco de estados seja expressa como:

{ % = A(t; 8)x + B(t; 0)u + E(t; 0)w
y=C(t;0)x+D(t;0)u+v

onde identificamos:
m A € R™"™: matriz de estados;
m B € R™": matriz de entradas de controle;
m E ¢ R™L: matriz de entradas de disttrbio;
m C € R™™: matriz de observacoes;
m D € R,

Caso nenhuma das matrizes dependa explicitamente do tempo, dizemos que se trata
de um sistema linear invariante no tempo (SLIT).
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Modelo de bicicleta de Whipple

Para o modelo de Whipple, adotando x = (¢, 9, ¢5, 6) cERu=15cR,w= Ty ER
ey = ¢ € R, temos:

dx
— = AX + Bu + Ew
dt
y=0Cx
com:
0 0 1 0
A 0 0 0 1
~ 19.489 —0.8912v2 — 0.5715 —0.1055v —0.3305v
11.72  30.91 — 1.972v? 3.677v —3.085v
0 0
0 0
B=1_01241 7| 0.0150 ¢c=[1 000 p=o
4.324 —0.1241
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Sistemas dinamicos lineares



Estados de equilibrio de um modelo nao-linear

Considere um modelo matemadtico ndo-linear e invariante no tempo expresso na forma
de espaco de estados:

dx,

= (X, up, Wy; 0)

Vo = h(xp,uy;0) +v
Um estado de equilibrio dinamico (também conhecido como solucdo em regime
permanente) associado as entrada u, = i e w, = W constantes, € um estado
xp = X(1,, w; 0) também constante tal que:

f(x,u,w;0) =0

O modelo linearizado sera descrito em termos de variaveis incrementais (denotadas
sem indice: x,u, w,y), definidas como:
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Linearizacao em torno de um estado de equilibrio
As equacoes de movimento linearizadas do sistema descrevem a dindmica de solucoes
que ocorrem no entorno de X, = X, uy = U, W, =W

dx
— = AX+ Bu+ Ew
dt
y=Cx+Du+v

em que A, B, E, C e D sido matrizes jacobianas definidas como

L Of o g Of
10). & z‘l’;z’l‘_l ou, z‘l’;z’l‘_l owy, [* z’l‘_l
Wp =W Wp =W Wp = W
oh oh
Tt P s
Ny, =@ 0y, =
Wnp =W =

Renato M. M. Orsino
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FTs e resposta dinamica de um SLIT

dx W(s)l
{ — = Ax + Bu + Ew

dt V(s)
y=Cx+Du+v U(s) X(s) Y(s)
—>

B Pl
{ sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s) + EW(s) 1

Y(s) = CX(s) + DU(s) + V(s)
X(s) = (sI — A)~! [BU(s) + EW(s) 4 x(0)]

Y(s) = [C(sI — A)"'B + D|U(s) + C(sI — A) "' [EW(s) + x(0)] + V(s)
Utilizando a transformada inversa de Laplace e definindo a matriz de transicdo de
estados D(t) = L7 [(sI — A) 1] (t) = e

planta
D

medicdo

x(t) = @(t)x(0) + /Otsﬁ(t — 1) [Bu(t) + Ew(7)] dt

-/

~
integral de convolucdo
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Resposta dinamica de modelos lineares gerais
Para qualquer modelo matematico linear:

d’(;(tt) — A(t)x() + B(t)u(t) + E(O)w(t)

¥(t) = C(0)x(t) + D(t)u(t) + v(t)

existe uma matriz de transicao de estados @(t, 7) tal que:
t
x(t) = D(t, t0)x(to) + / D(t, 7) [B(T)u(r) + E(t)w(7)] d7
to

Em particular, se A for invariante no tempo, entdo: &(t, ) = &(t — 1) = A7)

A origem x = 0 sera um ponto de equilibrio:
m instavel se Re(A) > 0 para algum autovalor A de A;
m estavel se Re(A) < 0 para todo autovalor A de A.
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Mudanca de varidveis

Considere uma mudanca de varidveis de estados definida por uma transformacao
linear baseada na matriz invertivel T constante:

z=Tx & x=T 'z

Sustituindo a transformac&o nas equagdes do modelo:

_,dz -1 dz _ — _

T '— =AT 'z+Bu+Ew — = Az + Bu+ Ew
dt < de

y=CTz+Du+v y=Cz+Du+v

com:
A=TAT"!, B=TB, E=TE e C=CT!
Note ainda que, para um SLIT:
B(t) =L (sI-A) () =TL (I -A) ()T =TP(O)T !

de onde se verifica que as funcoes de transferéncia do sistema sdo invariantes a uma
mudanca de varidveis de estado.
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Controlabilidade e Observabilidade



Estrutura admitida para o modelo linear
Admita a seguinte estrutura simplificada para a representagcdo de um modelo linear na
forma de espaco de estados:

d’(‘i(tt) — A(O)x(t) + B()u(t)

y(t) = C(6)x(t)
Por ora, sera desprezado o efeito de perturbacdes e ruido de medicdo e ndo havera um
canal direto da entrada u(t) para as medidas y(t).

Vimos que existe uma matriz de transi¢do de estados P(t, 7) tal que:

x(t) = D(t, to)x(to) + /tQS(t, 7)B(7)u(7) dt

to

Em particular, se A for invariante no tempo, entao:
B(t, 1) = B(t — 7) = A7)
1

k ok
k!At + ...

1
eAt:I+At+§A2t2+...+
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Controlabilidade

Um sistema dindmico é controlavel se, e somente se, partindo de qualquer condicdo
inicial X9 = X(to) for possivel atingir qualquer outro estado x; = x(t;) em um
intervalo de tempo finito [to, t;], por meio da especificagio, neste intervalo, do vetor
de entradas de controle u(t).

5]

Sabendo que / D(t1,t)B(t)u(t) dt = x(t1) — @(t1.to)x(to), pode-se buscar para u(t)
t

uma solugao daoforma:

u(t) =B () (t1,0)P (11, 10) [x(t1) — P(t1, t0)x(to)], to <t <t
Substituindo na equacao anterior:
{/tl D(t1,t)B(t)BT ()@ ' (t1,1) dt} P ) [x(t1) — D(t1, t0)x(to)]

0 = x(t1) — (11, t0)x(to)
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Controlabilidade

Teorema: um sistema linear sera controldvel se, e somente se, para algum instante
de tempo t; > tg o0 gramiano de controlabilidade:

P(tr, to) — / " (0, OB(E)BT ()8 (10, ) dt

for uma matriz invertivel (ndo-singular).

Supondo que P(1, 1) seja singular, existe um vetor § # 0 tal que:

E'P(h.0)E=0 < / ! ET®(t1,0)B(t)BT (t)® ' (11, 1)Edt =0

= / ! [BT(t)SPT(tl, t)g} ! [BT(t)@T(tl, r)g] dt =0
& zZ(t)=B' ()@ (t,,0)E =0, Vte [to,t1]

umavez quez'z = ||z e ft? |z||?dt =0 < z(t) =0, Vt € [to, t1].
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Controlabilidade

Assim, supondo que se deseje sair de x(tp) = 0 e chegar a um estado x(t;) = c§ para
algum c # 0:

/ " (6. OB(O)u(t) dr — cE

to

Pré-multiplicando a equacao por gl

/ " €T B (. OB(Ou(e) de = cETE

to

t1
T 2 2
| A de=clgr = o=clgt = c=o
to
Neste caso (se P(1;.ty) for singular), partindo da origem € impossivel atingir, em um
intervalo de tempo finito, usando as entradas de controle disponiveis, qualquer estado
da forma cg, ¢ # 0; ou seja, o sistema é ndo-controlavel.
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Teste algébrico de controlabilidade para um SLIT

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™*" e B € R"*" é controlavel se,
e somente se, a matriz de controlabilidade Q € R™*™";

Q=[B|AB|...|A"'B]

tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de Q devem ser um con-
junto gerador do R" e, portanto, ETQ =0 & £=0.

O posto de uma matriz é a dimensao do espaco vetorial gerado por suas colunas. O
posto de uma matriz é o mesmo posto de sua transposta.

Voltando ao teorema da controlabilidade, se P(t;,t,) é ndo-singular, entdo
E,TP(tl .1p) =0 < & = 0. Vimos que:

E'P(1.10)E = / (0)z(t)dt com z'(t) =& &(t1.0)B

Em outras palavras, para que o sistema seja controlavel basta provar que
z(t)=0 & E£=0.
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Teste algébrico de controlabilidade para um SLIT
Notando que, para um SLIT, &(t;,t) = ®(t; — t) = eAl1-0);

ZT(t) — gTeA(l'lft)B
—E'B+ETAB(t; —t)+ ... + ETA" 1B(t; — )1+ ...
Toda matriz quadrada A satisfaz ao préprio pohnomlo caracteristico (teorema de
Cayley-Hamilton):
p(s) =det(sI —A) =s" +a;s" ' +... +a,s° =0
p(A)=A"+ A" 1+ .. . +a =0
Decorre assim que A¥, k > n, é gerada por {I,A, ..., A" '},

Assim, cada uma das colunas de uma matriz da forma A*B, k > 0, pode ser construida
como combinacdo linear das colunas de Q.

Portanto, se Q tem posto completo, o sistema € controlavel, uma vez que:

z(t)=0 < E'Q=0 & E=0
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Observabilidade

Um sistema dindmico nao-forcado é observavel se, e somente se, for possivel deter-
minar qualquer condigdo inicial xo = X(to) a partir do registro em um intervalo de
tempo finito [to, t;] do vetor de saidas y(t).

Notando que:
y(t) = C()2(t.t0)x(to), to<t<ty

propde-se o calculo da integral:

/tl @' (t,t0)CT (t)y(t) dt = {/tl @' (t,t0)CT (1)C(t)P(t.to) dt}x(to)

0 0

-

M(t1,to)

e, caso exista t; > to tal que M(t1, to) seja invertivel:

x(to) = M *(t1,1t0) /t1 @' (t,t0)CT (O)y(e) de

to
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Observabilidade

Teorema: um sistema linear serd observdvel se, e somente se, para algum instante
de tempo t; > ty o gramiano de observabilidade:

M(t1,t0) = /tl &' (t,t0)CT()C(t)D(t, to) dt

0

for uma matriz invertivel (ndo-singular).

Se M(t1, to) é singular, entdo n " M(t;,to)n = O para algum 1 # 0:

[T e et omdi= [y Oy =0

to

< y(t) =C(t)P(t,to)n =0, Vt € [to, t1]

Neste caso, estados iniciais da forma x(ty) = cm, ¢ # 0, produzem saidas y(t) = 0 para
todo t € [to, t1], sendo indistinguiveis de uma condicdo inicial na origem x(to) = 0. O
sistema é, portanto, ndo-observavel.
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Teste algébrico de observabilidade para um SLIT

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™" e C € R™*" é observavel se,
e somente se, a matriz de observabilidade N € R"*"™.

N = [CT ‘ATCT ‘ ‘ AT)n 1cT]

tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de N devem ser um con-
junto gerador do R" e, portanto, ' N =0 < m = 0.

Voltando ao teorema da observabilidade, se M(t,ty) é ndo-singular, entdo
M M(t1,t0)n =0 < m = 0. Vimos que:

'n M(ty,to)m = / t)dt com y(t) = C(t)P(t,to)n

Em outras palavras, para que o sistema seja observavel basta provar que
y(t) =0 < m=0.
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Teste algébrico de observabilidade para um SLIT
Notando que, para um SLIT, @ ' (t,ty) = ®(t — ty) = eAlt-0);

yT(t) — ,nTeA‘ (l’*[Q)C—r

=n'CT+n"ATCT(t—t))+...+ %nT(AT)k_lCT(t — )+

Do teorema de Cayley-Hamilton decorre que A, k > n, é gerada por {I,A,...,A""1}.
Note ainda que (A7) = (A%)T, k > 0.

Assim, cada uma das colunas de uma matriz da forma (AT )*CT, k > 0, pode ser
construida como combinacio linear das colunas de N.

Portanto, se N tem posto completo, o sistema € observavel, uma vez que:

yt) =0 < M'N=0 < mn=0
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