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Resposta em frequéncia em malha fechada

Admitindo que o projeto de controle tenha sido feito de forma correta, o sistema em
malha fechada serd necessariamente estavel e, portanto, todos os polos de malha
fechada p; terdo Re(p;) < 0. Ainda, supondo a auséncia de outras entradas, temos:

N(s)

V) =TORO) = 559 .6 =50

R(s)

Em particular, se considerarmos um sinal de referéncia harmonico, temos:

As+B
r(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) = R(s) = 52170)620
e, assim:
Y(s) = N(s)(As + Bw) _ as+bow zn: ¢
o (s=P1)... (s —Pn)(s%+ w?)  s2 4 w? s — Pi

i=1
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Resposta em frequéncia em malha fechada
Multiplicando a expressdo por (s? + w?), temos:

ci(s? + w?)

T(s)(As + Bw) = as+ba)+z -

Em particular, para o valor s = jw:
T(jw)(B+jA)w = (b+ja)w
Se T(jw) = P + jQ, entdo:
(P+jQ)(B+jA) = (b+ja) = (PB—QA)+j(PA+QB)= (b+ja)
e, finalmente:

y(t) = (PA + QB) cos(wt) + (PB — QA)sin(wt) + Y _ ¢ exp(pit)
i=1
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Resposta em frequéncia em malha fechada
Uma vez que Re(p;) < 0, Vp;, temos tﬂ)m exp(pit) = 0 e, assim, a resposta em regime

permanente de um sistema dinamico linear estdvel a uma entrada harmonica
r(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) é uma saida harmonica de mesma frequéncia:

Vss(t) = (PA 4 QB) cos(wt) 4+ (PB — QA) sin(wt) com P+ jQ = T(jw)

Em particular, para um sistema SISO (single input, single output), podemos simplificar
as expressOes usando a notacdo polar:

B+jA=F(cosf +jsinf) com F=|B+jAl e f=/B+jA
T(jw) =P+jQ=M(cos¢ +jsing) com M= |T(jw) e ¢ = /T(jw)
b+ja = (P+]jQ)(B+JA) = MF [cos(B + ¢) +jsin( + ¢)]
e, assim:
r(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) = Fsin § cos(wt) + F cos f sin(wt) = Fsin(wt + B)
Yss(t) = acos(wt) + bsin(wt) = MFsin(wt+ f + ¢)
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Resposta em frequéncia em malha fechada

Assim, uma vez que o sistema € estavel em malha fechada, a andlise os valores de
T(jw) permite prever a resposta em frequéncia do sistema.

Uma dada componente harmonica de frequéncia w na entrada r(t) corresponderd
a uma componente de saida em regime permanente y(t):

m harmoénica e de mesma frequéncia w;

m com um ganho de amplitude M = |T(jw)|;
m com um avango de fase ¢ = /T(jw).

O mesmo raciocinio pode ser estendido para um sistema MIMO (multiple inputs,
multiple outputs), bastando usar Ty (jw) para avaliar o efeito na saida y;(t) de uma
componente harmonica de frequéncia w na entrada ri(t).
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Resposta do sistema em malha fechada

X

Y(s) = T(s) R(s) + Gp(s)S(s) Wi(s) + S(s) Wo(s) — T(s) V(s)
S(s) = [I+ Gp(s)Ge(s)] ! , T(s) = Gp(s)Ge(s)S(s) e S(s)+T(s)=1I

Assim, é desejavel que:
m T(s) — I nas faixas de frequéncia tipicas de R(s), para melhorar a capacidade de
acompanhamento de referéncias;
m T(s) — 0 nas faixas de frequéncia tipicas de V(s), para melhorar a capacidade de
rejeicdo de ruidos de medicao;
m S(s) — 0, para melhorar a capacidade de rejeicdo de perturbacdes.
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Resposta do sistema em malha fechada

Voltando ao exemplo, tratado no Mdédulo 3, da funcdo de transferéncia adimensional do tipo
m = 1 e ordem n = 4, originalmente instavel em malha aberta:
Gols) = (s+1) _ (s+1)
P s(s—1)(s>+4s+16) s*+4 3s3 41252 — 16s
Para este sistema foram projetados:

m um compensador PID:
1 K 11
Ge(s) =K, 1+ﬂ—|—Tds :Kp—i—? +Kgs com K,=15 Ti=12 e Tq = 5

i

m um compensador de avanco-atraso de fase:

Gels) = K (14 artes) B(1+ Tas)

“a(l+7es) (1+ Bras)

a=2.11 p =10
com K.=32.16, e
T. = 0.639 Ta = 10

No préximo slide, para cada um destes compensadores ilustram-se os diagramas de Bode de:
G(s) 1

L(s) = G(s) = Gc(s)Gp(s), T(s) = TG(S) e S(s)= TG(S) =1-T()
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Resposta do sistema em malha fechada
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Barreiras de projeto para sistemas SISO

Uma vez assegurado o objetivo principal de .
estabilidade do sistema em malha fechada: Lije) e

para altas
frequéncias

m Em “baixas frequéncias”, a principal
preocupacdo deve ser com o acompanhamento
de referéncias e a capacidade de rejeicdo de
perturbacdes impostas a planta. Assim, deve
haver uma barreira de projeto que imponha

jew rande” em um intervalo w < w.
L “ de” t lo0<w<w

barreira-de projeto
para baixas
frequéncias

maginitude (dB)

frequéncia
m Em “altas frequéncias”, a principal preocupac¢io deve ser com a capacidade de
rejeitar efeitos dos ruidos de medicdo. Deve-se definir assim uma barreira de
projeto que imponha |L(jw)| “pequeno” em um intervalo w > .
A seguir, definiremos as margens de estabilidade para um sistema SISO, que consistem
em avaliar, a partir da funcéo de transferéncia em malha aberta L(s), quanto pode
haver em termos de variacoes de ganho ou atrasos em fase sem que a estabilidade
nominal do sistema em malha fechada seja comprometida.
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Margens de estabilidade



Resposta de um sistema SISO em malha fechada

Em um sistema SISO (single input, single output),

tanto os sinais quanto as FTs sdo escalares, sendo R(s)
possivel descrever a resposta em malha fechada, entrada
T(s) e S(s), a partir da FTMA L(s) = G(s)H(s):

canal direto

@]

__G(s) _ 1 realimentacéo
60 =171 ¢ SO =110 -

Y(s)
saida

Assim, um valor s € C sera um polo do sistema em malha fechada se, e somente se:
14L(s)=0 < L(s)=-1 < |Lis)|=1 e ME 180°

m Uma vez projetado o compensador, é fundamental que L(s) # —1 sempre que
Re(s) > 0, para garantir a estabilidade em malha fechada.

m Por continuidade, L(so) ~ —1 indica a existéncia de um polo préximo a s = sg.

m A andlise de estabilidade se baseia na FTMA L(s) obtida com base no modelo do
sistema sendo necessdrio assegurar que, sempre que Re(s) > 0, |1 +L(s)| > M
para algum M > 0, garantindo alguma robustez ao sistema de controle projetado.

Renato M. M. Orsino Resposta em frequéncia e margens de estabilidade PME3481 * Médulo 4 10 / 25



Lugar geométrico das raizes (LGR)

N(s T
Expressando a FTMA na forma L(s) = K DE;’ K>0,0 4 R
s ,
3 .
conjunto dos s € C para os quais /L(s) = 180°
corresponde ao lugar geométrico das raizes. 2
O exemplo ao lado ilustra o lugar geométrico das raizes da - 1
funcdo de transferéncia adimensional: T 0
_1 4
(s+1) ~ X
L(s) = Gc(s)G com G =
(5) (5)Gp(s) p(s) s(s — 1)(s? + 4s + 16) -2
e G¢(s) = K. correspondendo a uma agdo estritamente =37
proporcional. Conforme ilustrado ao lado, dos trés valores -4 - - 2' —= 0
escolhidos para K. (20, 30 ou 50), apenas para K. = 30 nédo Re(s)
encontramos valores de s com parte real positiva para os x polos de MA o zeros de MA
quais {L(s) = 180°. Nos slides a seguir, observaremos o que AK.=20 HEK.=30
se pode inferir dos graficos de L(s) quando se varia G¢(s). ¢ K. =50
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Representacao grafica de L(s)
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Representacao grafica de L(s)
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Representacao grafica de L(s)
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Representacao grafica de L(s)

10.0 Dominio 1s Contra-dominio
7.5
1.0
5.0
x 0.5
2.5
0 O
=~ 0.0 o X = 0.0
jS : E
-25 :
x| -0.5
-5.0 i /
| 1
I -1.0 I
-75 i |
i i
-10.0 0 5 10 1335 15 —i0 —05 00 05 1.0
Re(s) Re(L(s))
14+ ates 14+ 748 a=211 =10
Ge(s) = Ke ( ) b %) com K. = 32.16, e P
a(l+ tes) (14 Ptas) T. = 0.639 Ta =10

Renato M. M. Orsino Resposta em frequéncia e margens de estabilidade PME3481 * Médulo 4 15 / 25



Representacao grafica de L(s)

Im(s)
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Critério de Nyquist
Conforme observamos no exemplo anterior, o grafico de L(jw), ou seja, a imagem por L
do eixo imagindrio, € suficiente para caracterizar a estabilidade do sistema em malha
fechada. Considere:

® N: ntimero liquido de voltas no sentido-horario que a imagem de L(jw),

—00 < w < 400, dé ao redor do ponto s = —1;

m Zz: numero de zeros da funcdo F(s) = 1 + L(s) no semi-plano direito;

m Pg: numero de polos da fung¢io F(s) no semi-plano direito.
Como corolario do Principio do Argumento de Cauchy, vale a seguinte relacao:

N =27r —Pgr

Note que:
m os polos de F(s) coincidem com os polos de L(s), ou seja, sdo polos em malha
aberta, ou seja, P é o numero de polos instdveis em malha aberta.
m os zeros de F(s) sdo os valores de s € C tais que L(s) = —1, ou seja, sdo polos em
malha fechada, ou seja, Zg é o nimero de polos instaveis em malha fechada.
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Critério de Nyquist

Assim, a equacdo acima pode ser interpretada como:

O numero liquido N de voltas no sentido horario que a imagem de L(jw), —co <
w < +00, d4 ao redor do ponto s = —1 é igual a diferenca entre o nimero de polos
do sistema em malha fechada e o niimero de polos do sistema em malha aberta.

Para a estabilidade em malha fechada, é necessério que Zr = 0, ou seja:
N = —Pg

Em outras palavras:
m para um sistema ja estdvel em malha aberta, a malha fechada sera estavel se a

imagem de L(jw), —00 < w < +00, ndo contornar o ponto s = —1;
® para um sistema instavel em malha aberta, a malha fechada sera estavel se o
numero de contornos no sentido anti-hordrio em torno do ponto s = —1 pela

imagem de L(jw), —00 < w < +00, for exatamente igual ao niimero de polos
instaveis em malha aberta.
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Margem de ganho e margem de fase

O critério de Nyquist fornece um método para determinar,
a partir da imagem de L(jw), —00 < w < +00, se havera
estabilidade em malha fechada. O grafico de Im(L(wj)) vs.
Re(L(wj)), denominado diagrama de Nyquist, permite
também determinar as margens de ganho e de fase.

(L(w)))

Im

No exemplo da figura ao lado, o diagrama de Nyquist ira
interceptar o ponto s = —1 tanto se houver um aumento

quanto uma reduc¢io no médulo do ganho. Re(L(wj))

Tais condi¢bes definem a margem de ganho superior GM e a margem de ganho inferior GM,
respectivamente, que podem ser identificadas a partir dos pontos de cruzamento do diagrama
de Nyquist com o eixo real, conforme indicado na figura.

Mantido o ganho constante, outra forma de o diagrama de Nyquist interceptar o ponto s = —1,
seria um atraso de fase (em geral, devido a efeitos ndo-modelados). A partir da intersecao da
semi-circunferéncia de raio 1 centrada na origem s = 0 com o ramo « > 0 do diagrama de
Nyquist, medimos a margem de fase PM como indicado na figura.
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Diagrama de Bode vs. diagrama de Nyquist

N
(@]
OdB ,,,,,,,,,, % ,,,,, — - — =) . GM—l
GM | &= T~ _
£, 3 S (=1,0)
~ 3 + -~
£ pm\ 4CM-
PM -
-180° - === === = o N P
£,
w (escala log) Re(L(wj))

As margens de ganho superior (GM), de ganho inferior (GM) e de fase (PM) podem também
ser obtidas visualizando L(jw), w > 0, por meio dos diagramas de Bode que representam:

m 20logo |L(jw)| (em escala dB) vs. w (em escala logaritimica)

] {L(ja)) (em graus) vs. w (em escala logaritimica)
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Diagrama de Bode vs. diagrama de Nichols

i
o -
odBl _________ GM{ —— | E &
GM | &=
B 0dB
|
PM :
-180°Fr---"-""-=-"="=-"=-"=-""----=- --- -1 = |
& |
— |
|
—180° /L(wj)

w (escala log)

O diagrama de Nichols representa 20 logy, |L(jw)| (dB) vs. /L(jw). Para um sistema estdvel em
malha fechada, a curva do diagrama deverd passar a direita do ponto (+180°, 0 dB) mais

préximo, sendo possivel identificar as margens GM, GM e PM conforme indicado.
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Frequéncias de ganho critico e de fase critica

Se estivessemos em uma situacdo de ganho critico, o sistema teria polos sobre o eixo
imagindrio, ou seja, para algum « > 0:

Ljw)=-1 = 20logy|L(jw)[=0 e /L(jw)=180°

Em outras palavras, para algum valor de w deveriamos ter simultaneamente o grafico
de magnitude cruzando o limiar de O dB e o grafico de fase cruzando o limiar de
—180°.

Nos casos em que a resposta em malha fechada € estavel, a andlise da imagem de
L(jw), w > 0, com L sendo a FTMA, nos permite identificar:

B wy: frequéncia de ganho critico (gain crossover) para a qual |L(jwg )| = 1 ou

20logyg |[L(jwe)| = 0 dB;

m w¢: frequéncia de fase critica (phase crossover), para a qual fL(]'coC) = —180°.
Estaremos em uma situagdo de critica, portanto, se wg = wc. Caso contrario,
dispomos de margens para variacdo de ganho ou atrasos em fase sem que a
estabilidade nominal do sistema esteja comprometida.
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Margens de estabilidade

Definem-se formalmente a margem de ganho (GM) e a margem de fase (PM) como:
. 1
IL(we)

PM = 180° + /L(jwy) ~ com /L(jwg) <O

Outra forma forma de avaliar a estabilidade € avaliar S(jw ), « > 0, que corresponde a
imagem do eixo imagindrio pela funcdo de sensibilidade S:

) 1
09 = 15 10w)

GM

ou  GM(dB) = —20logq |L(jwe)]

Em particular, o valor de «» = g para o qual |S(jw)| é maximo, corresponde ao ponto
do eixo imagindrio cuja imagem por L(s) estd o mais préximo possivel do ponto critico
s = —1, uma vez que o valor M = |1 + L(jws)| = 1/|S(jws)| serd minimo.
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Projeto de compensadores via
diagramas de Bode



Compensadores de avanco de fase

Determinar a margem de fase do sistema nao-compensado.

Determine a fase ¢, a ser avancada, admitindo uma margem de seguranca
(tipicamente +5°) e calcule o respectivo valor de a:

. (a
¢m = arcsin (a——i-l) em wm =

1 1—si
- gq=-_MN%m Pm
Teva 1+sin¢m

No diagrama do sistema ndo-compensado, identifique a frequéncia wp,, em que se

wmva’

K
observa uma magnitude de =< (=20 log1o \/—C_, em dB). Calcule 7, =
o

Va
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Compensadores de atraso de fase

O compensador de atraso neste caso, vai atuar reduzindo o valor de wg,, com o
objetivo de colocé-lo nesta faixa de frequéncias em que se observa o maior valor de
180° + /L(jw), o que maximiza o valor da margem de fase PM = 180° + /L(jwy ).

Avaliar o diagrama de Bode da malha aberta ainda sem compensador de atraso e,
partir da margem de fase desejada, admitindo uma margem de seguranca
(tipicamente +5°), encontre o valor da nova frequéncia de corte.

Obter 7, considerando que o zero do compensador esteja, em mddulo, uma
década abaixo de wy, ou seja, T4 = 10/wy.

Obter 3 considerando que na freqliencia de corte wy, |L(jwgy )| = 1.
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