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QUESTAO 2 (3,5 pontos): A barra homogénea AB, de %
comprimento L e massa M, parte do repouso em 6 = 6y; nessa
posicao inicial a mola linear de constante eldstica k esta
indeformada, isto é, o seu comprimento natural € Lsenf,. Os
roletes em A e B tem massa desprezivel e atrito nulo. As
extremidades da mola estdo nos pontos D (fixo) e B. Pede-se:

a) O diagrama de corpo livre da barra correspondente a

%<9<£.
2

b) A energia cinética da barra em fun¢do de seus parametros e v

6.

c) A expressio de # em funcio de 6.
d) A relagdo entre os dados do problema para que o rolete em A
nao colida com a parede vertical.

2
J _ M barraLbarra
Gbarra — 12
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QUESTAO 2 (3,5 pontos)

a) DCL
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1 2 1 2
b) E=|—Mvg +—J @
R
L
Usando o CIR: v = E(O 0.5

E como (0:6":

2 2 2 2 2
) ] ) . ML -
E_PM[EQJ LI ML 92}_{1211'“‘ 2 L LML o g M 2

2 2 2 12 23 4 2 12 6

c) Como ndo had atrito e as forcas normais sdo perpendiculares ao deslocamento,
apenas a forca peso e a forca da mola realizam trabalho. Usando o TEC, partindo do
repouso: 0,5

2
E-E, =W 3%92 :Mg%(sent?—senﬂo)—gﬁ(senﬂ—senﬁn )=

6= J%(sen&—sené‘o )[Mg - kL(senl?—sené‘o )]

d) Para que a condig¢do seja satisfeita, no limite para 8 = /2, devemos ter 8 =0:

f?:ODMg—kL[sen%—senﬁoJ:O

Portanto:

(1- sené, )

0,5
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No instante mostrado, a porta de massa m, inicialmente em repouso, € atuada pelo
pé de uma pessoa, que exerce a forca de modulo F no ponto P na dire¢ao e sentido
indicados.

Para esse instante, determine a aceleracdo angular da porta e as reagdes na
articulacdo ideal A e no anel ideal B.

Sdo conhecidas as dimensoes e a matriz central de inércia da porta, considerada
uma placa plana de espessura desprezivel.

Utilize o sistema de referéncia Gxyz solidirio a porta.
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Na instante mostrado, a porta de massa m, inicialimente em repouso, € anada pelo
pé de uma
indics

ss0m, que exerce a forga de midulo F o ponto P na diregio ¢ sentido
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| Duas particulas de massa m estao fixas por
| meio de hastes a um eixo esbelto, conforme a
b figura. As massas das hastes e do eixo podem
ser desprezadas. O sistema Oxyz € solidario ao
eixo. Determine as componentes nas diregoes x
e y das reagoes dinamicas nos mancais 4 e B.
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Aplicando o TMA com polo em G: M P I_i' 6

7, —J, -] o
Ay=% j k-0, J, -J_| {ot=els_i-J_j+JFk)
T —J. . ®

Gxyz

N
Mg =X, = X,) 2+ (-1, )i -
substituindo no TMA: Ya G /.
Y, -7, =—§mRm2 (1) T Xz
X, =X, (2)
YB‘/

24/11/2024
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Aplicando 0o TMB:  R_, = md, =0
- ~ = X,=-X
(X, +X, )+, +7,)j =0 :{ : N

Resolvendo (1), (2), (3) e (4):

3
4
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1 Questao (3,0 pontos).

O sistema mostrado na figura, composto por tres
barras, de massa m e comprimento 3L, gira em torno

do eixo 4= com rotagao @ = wk , constante.
Determine:

a) As reagdes (XY, ), na articulacgio 4 e
(X;.Y;), no anel B (considere o peso);

b) As massas m, e m,, a serem colocadas nos

pontos C e D, respectivamente, necessarias para
balancear o sistema.
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Solucdo:
d P1-Q1-2007 (PME3200)
a) Asreacgoes (X ,,Y,), naarticulacdo 4 e (X,,Y;), no anel B (considere o peso):

A
z . i~ .
Posicao do baricentro:

xe=0

/ 3my, =mL/2+mL+mL[2 =

zo =3L/2 (simetria)

Yo =213

Ys Xs
Aceleracao do baricentro (@ = wk , constante):

3L
d, =—(2L/3)w*; (0,5)
TMB:
~X,-X,=0
> Y, +Y, =3m(-2L/3)0”)
Za A Z,=3mg (0,5)

Momento Angular, polo 4 (fixo):
H, =, Jo}=-J 0i T aj+J.0k = H,=—J_oi—J agj+J.0k=-J_ 0’ j+J o'

Mas|J =0; e =) +(.) +(/.)  =0+0+mL3L/2)+(0+m.L/23L)

(0,5)

_=3mI’|e, portanto, |H , = 3mL*w’i

24/11/2024
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TMA, polo A4 (fixo):

(3ml’w® = -Y,3L—-3mg.2L/3 |X,=Xz=0
H, =M= 0=-X,3L = |Y, =2mg/3 - mLo’ (0.,5)
0=0 Y, =—2mg/3—mLa’
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QUESTAO 3 (4,0 pontos) — O sistema mostrado na figura é composto por um disco de massa m e raio
R e um bloco de massa mp. O disco € acionado por um binario de momento M. Ndo ha escorregamento
entre o disco e o bloco e entre o fio ideal e o disco. Pede-se:

a) Os diagramas de corpo livre do disco e do bloco.

! fio 1deal

b) A aceleracao a, do centro O do disco e a M/

aceleracao ap do bloco em fun¢ao da aceleracao

~.l
-l

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

N

angular @ do disco.

c¢) Calcular a aceleracdo angular @ do disco, a lg

aceleracao a, do centro O do disco, a Coeficiente de atrito u

acelera¢io a, do bloco, a forca de atrito F, /- entre o disco e o bloco

entre o disco e o bloco e a tracdo 7T no fio. Sem atrito entre

massa ng o bloco e o solo

d) Calcular o momento maximo M, que pode
ser aplicado sem que ocorra escorregamento no
contato entre o disco e o bloco.

LSS

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 24/11/2024



\ —_—
ESCOLA —
| POLITECNICA e
/ DA USP

Departamento de Engenharia Mecanica

a) Diagramas de corpo livre: b) Relacgdes cinematicas (pontos O e C do disco)
d P3-Q3-2013

d,=@Ri| e ad.=a,+onr(C-0)+adr[@A(C-0)
= d,. = @2Ri + W'Rj

Como nio hd escorregamento no ponto C na direcio i, e

observando que a aceleracdo do bloco B € apenas na direcio

i (bloco em translaco apenas), entdo: [d, = @2Ri

2
TQMA para o disco, polo no baricentro O:

@=M -TR—F,R

2 2

R
Substituindo: m

. . . _ R .
=M —(mR@+m,2R@&)R —m,2RR = [ = mR2+2mBR2+2mBR2Ja) =M

(3m+8m3)R2(D—M:> P 2M
a (3m+8m, )R
Substituindo:
S M S AM p oo AMm, _2M(m+2my)
¢ (3m+8m, )R i (3m+8my, )R “ (3m+8my )R (3m+8m, )R
—
d) Modelo de atrito: F,, < uN
AMmy, <pmg = M < ,lﬂng(3m+ SmB)R LM = 1mg(3m+8m, )R
(3m+8my, )R 4m, dmy
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- 3ImR> (3,5 pontos) Questdo 3 - O solido S, de centro de massa G e massa

Para osolido §:J;, = 2m, ¢ formado por um anel homogéneo de centro C e raio R, € um
L ! i ponto material P, soldado na periferia do anel, conforme mostra a

| ‘ i figura. O solido S pode rolar sem escorregar sobre o bloco de massa

m, que, por sua vez, se move sem atrito sobre o solo. O sistema ¢
abandonado a partir do repouso na posic¢ao inicial mostrada na figura.
No instante inicial, e considerando o bloco como referencial moével:

L]

~ . ; - - aR -
a) Mostre que a aceleragao relativa de G € a; ., =—aRi — B J , onde

a ¢ a aceleracdo angular do solido S. Justifique porque a aceleragdo
de arrastamento de G ¢é a,, =azi , onde a,i ¢ a aceleragdo do

bloco. Explique porque a aceleracdo complementar de G ¢ nula.

7
b) Desenhe os diagramas de corpo livre do solido S e do bloco, separadamente.

c) Aplicando o teorema da resultante no solido S e no bloco, separadamente, determine a for¢a de atrito F, e

anormal N no ponto de contato D, em funcao da aceleragdo angular ¢ do solido S.
d) Calcule o vetor aceleragdo angular & do solido S em fungio de g e da geometria do sistema.
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Solucao
D P 3_Q 3_2 O 1 6 a) Movimento relativo - o solido S rola sem escorregar: a,,,, = GR(—;):> Qe = —aRi
Para o centro de massa G do sélido § podemos usar o campo de aceleragdes:
- - _ - = - = R~ _ - aR-
UG =0c,g T AMG-C)+adn [a)A(G—C)I =—aRi +ak /\[—Ef J = |dg,q = —aRi 77]'
0, parte do repouso

Obs.: no movimento relativo, ndo se pode afirmar a priori que o ponto D tenha aceleragdo nula (mesmo se fosse o CIR).
Além disso, no instante inicial, ndo ha um CIR para o movimento relativo, pois todos os pontos tem velocidade nula.

Movimento de arrastamento: bloco em translagio, todos os pontos tém a mesma aceleracdo: | g g = @51

devidoa translacio

Aceleracio complementar - o bloco apenas transladae v, =0 ,10g0 |dgcom =2 Wiy AVg,q =0
\_v_/ .W_‘

[y
parte do repouso 0, translacio 0

j

c) Teorema da resultante (TR) aplicado no sélido S:
2mag, =-F,, = 2m(a;—aR)=-F

2mag, =N —2mg = Zm(— %} =N-2mg=|N= m(2g - aR)

TR aplicado no bloco, na direcéo i:

ar

ma, =F, = az=

m
Usando esse resultado na 1* equagdo do TR aplicado no soélido S:
2mR
Zm[E" —aR] =—F, = 3F,=2mRa = |F, = %a‘
m
J d) Teorema da quantidade de movimento angular no sélido S:
3mR’ R
Joa=M, = 2 4= NZ-ER
R’ R 2mR
Substituindo N e F), encontrados anteriormente: - a= m(2 g —aR)E— I; aR
2 0 2 2 ~
3mR . mR N 2mR = 2mg£ 8mR a=maR = |a- B—gk
2 2 3 2 8R
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 Exercicio

A barra homogénea OA de comprimento L e peso Mg pode girar em
torno de O e apoia-se sobre um cilindro homogeneo de peso mg e raio

r conforme a figura. O sistema parte do respouso quando a barra forma
um angulo « com a vertical. Sabendo-se que o cilindro rola sem es-
corregar sobre o plano horizontal e que o atrito entre o cilindro e a barra
e desprezivel, determinara para o instante em que a barra estiver na po-
sicao vertical:

a) a velocidade de A; gt

b) a componente vertical da reacao em O
Obs.: h-r<L <h

=

e . . . T S S — —

V4 C
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(a) DCLs, em uma posicao genérica

 Exercicio

Xo
I . T(to) = 0
¢ T(tf) = Tharra + Teit

Barra, polo O:
Ty, = (1/2)Mu} + (1/2) M. Q A (G — 0) + (1/2)JoQ?
T, =0+0+ (Jg + (1/2)M(L/2)*)Q* = ML*Q*/6

3
-o.... a ND\J
A w
Cilindro, polo C (CIR):
Tt = (1/2)(Ja + mR?)w® = (1/2)(mR?/2 + mR*)w? = 3mR%w? /4

T(ty) =Ty + Toy = ML*Q?/6 + 3mR*w* /4

F.
AT

TEC:
ripdas = 7008 = Mg|(h — (L/2) cos @) — (h — (L/2) cos ¢)] = Mg(L/2)(cosax — cosp) = T(t;) — 0

ME*2 /6 + 3mBR*w? 4 = Mg(L{2)(cosa — cosed) (I)

Vinculo cinemaético: na posicao vertical (final),
D € barra:vp = Q(h— R)i _ou-m) | (1) com gm0 T m AL —covm)
> o= I3 B A =\ 27 T 9m(h - R)

Decdl: tp, = wRi

g = QL
Y,
(b) T
A - —
° Xo TCM (ou TR): Mah = (—Xo — Np)i + (Yo — Mg)j
6=0
. vh - MQO2(L/2)?
dp, = L_/E‘;Z“? = —L(/gf S _ Yo — My
B L
L Yo=M (g+w2§)
Mg N
. D

24/11/2024

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br



)roces ol —=

Departamento de Engenharia Mecanica

3* Questao (3,0 pontos). A peca ABCD em forma de “T”, € composta
por duas barras delgadas iguais, de massas m/2, soldadas uma a outra.
Na extremidade 4 da peca, ha um pequeno rolete, de massa
desprezivel, inserido em uma guia linear sem atrito, e que forma um
angulo a com a horizontal. A peca € liberada a partir do repouso,
quando o lado CD se enconfra na vertical. Considerando-se os
sistemas de eixos moveis indicados na figura, pede-se:

a) Determinar a posi¢do do centro de massa G da peca ABCD.

b) Determinar o momento de inercia Jg- da peca.

¢) Expressar os versores da base ﬁl,fl} em termos da base ﬁ,f}

d) Desenhar o diagrama de corpo livre da peca no instante

imediatamente apos a liberacdo do sistema.

e) Determinar a velocidade angular da peca nesse instante.

f) Escrever a expressdo da aceleracdo do centro de massa G da peca nesse instante.

g)  Escrever a equacdo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento (ou Teorema da Quantidade
de Movimento Angular) da peca nesse instante.

h)  Escrever as equacdes do Teorema da Resultante (ou Teorema do Movimento do Baricentro) da peca
nesse instante.

i) Determinar a aceleracdo angular da peca nesse instante.

i) Determinar a aceleracdo inicial do ponto 4 da peca nesse instante.

k) Determinar a reacdo em A nesse instante.
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2% Questio (4.0 pontos): O mecanismo da figura é constituido por duas barras delgadas idénticas, de massa
m e comprimento L cada uma, e por um disco de massa M e raio R. O sistema ¢ solto do repouso a partir da
configuracdo mostrada na figura. O disco rola sem escorregar sobre a superfictee. Com base nestas
informacdes, pedem-se:

a) construa os diagramas de corpo livre de todos os elementos do
mecanismo na situacido imediatamente antes do sistema entrar em

movimento;

b) determine o trabalho realizado pelas forcas atuantes no sistema
desde a situacdo inicial até a situacdo em que as duas barras

estejam alinhadas na horizontal;

c) obtenha os vetores rotacio w,; da barra AB e wp, da barra BD.
na situacao descrita no item b),

T e _
d) calcule a velocidade v, do ponto D, na mesma situacio.

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 24/11/2024
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a) Barra AB Barra BD Disco

Xr

(0,5 ponto) (0,5 ponto)

b) Considerando o sistema formado pelas duas barras e o disco, as forcas internas ndo realizam trabalho (ac¢éo e reacio,
forcas conservativas). As uUnicas forgas que realizam ftrabalho sdo os pesos das barras, aplicados em G, e G,,

respectivamente:
-BarraAB: 1y, =mg-Ayg, = mg;isin45° = g; Barra BD: 1, =mg -Ayg, = mggsin 45° = %Lﬁ
A | r =7, 47, = mglLy2 (1,0 ponto)
2
c)Paraa barra 4B: ¥y = ¥, + @y A(B—A) =0+ wypk ALL=w,zLj (0,5 ponto) (1)
1_561= ﬁA+aABA(Gl_A)=_0‘+wABkA§?=wATBL)? (2)
Para a barra BD: By = p + @gp A (B — D) = vpi + wppk A (—L)T = vpi — wgpL] (0,5 ponto) 3)
Poo = Tp+ ap A (G, = D) = vyl + wpk A (—3) 7= vy7 + 22227 )
De (1) e (3) obtemos: v, =0 e wyp = —wgp, =@ (5)

Substituindo em (2) e (4), obtemos: ¥, = %Lf = gy
A energia cinética do sistema, considerando que nessa posicéo o disco esta parado (v, = 0), sera:

1 1 1 1 1 wl\% | 1mi? 1 w\?  1mi? mL?
T=imods +3Jeods +3mvd + Uoawho +0=3m (%) 41550 +Im (%) +350(w)? =Brw? (0Sponto)
Pelo TEC, partindo do repouso:
ml? mglv2 . 32g R 3vZg

Tw2= s Pet=—— Wap = |—k e Wpp =— |—k

d) De (5): (0,5 ponto)

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 24/11/2024



PME=

Departamento de Engenharia Mecanica

d P1-Q3-2020R

a) O eixo Bx & um eixo de simetria da peca. Portanto:
Yo =10
(0,2)
L 2077 _a
¢ m 3

b) O momento de inércia da peca em rela:;ﬁn ao eixo (7= € calculado a segur:

B m a® 2 Tma?
= = 2 __ 2t _ = 3
Joz =JE& +]& = 45 + + ) = 0.2)

-

¢) Na base {;,i} 05 versores i; e i_ s exXpressam como:
i, =0, 0i+(,])j=cosal—sinaj o)
fl = ﬁl 1);+ 61 j);= sinai+msrxi

d) Na figura abaixo apresenta-se o diagrama de corpo livre da peca para o instante imediatamente

liberagdo do sistema. Neste momento, a peca inicia o seu movimento.

0,5

) No instante imediatamente apés a liberacio do sistema, a velocidade angular da peca é nula (@ = ﬁ} (0,2)

f) A aceleracdo do centro de massa G da peca € dada por:
G, =A, +BA(G—A)+BA[BA (G — A)]

Para o instante imediatamente apds a liberagio do sistema. tem-se: @y = aul, = a..,_(cnsa i—sinaj) e

@ = 0. Portanto. a aceleracdo de G pode ser escrita, como segue:

+ - 3 - " 3 +
a; = a‘,(ccsai— sinﬂD + wkA (_Zﬂ)i =qaucosai— (adsina + Zadj)] (0.2)

g) O Teorema do Momento da Quantidade de Movimento (ou Teorema da Quantidade de Movimento
Angular) com respeito ao polo G fornece:

— d
M; =m(G—G)Adg +E([]c]m

Para movimento restrito no plano xy, a expressio acima & reduzida, como segue:
ﬁa = Uazf;J)E

O momento resultante do sistema de esforcos com respeito ao polo G é dado por: (0,5)
— - 3. - 3 -
M,=(A-G)AF= IaiAF(sinal+ cnsa:i] = (EaFccscr)k

Substituindo na equacdo anterior:

— 3 - 3
M, = [,-'sz)k ( aF cos ﬂ) k = Jew= i aF cos a

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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h)OT da Resultant T do Movimento do Banicentro) fi :
) sorema csultante (ou Teorema do Movimento aricentro) formece 1-k) Utilizando as equagdes obtidas nos itens g) e f), obtém-se:

R —

R =ma, -, [36Fcosa\— [36g cos® @ "
: : 7 3 )i ""=(? )k= Stcosrat7snea) | P
F(sinai+cnsa]}—mgj=m[aﬂcnsui—(aﬁ, sina +—aa3)j] ma q cos“a + /sin"a
) . 4 (0,5) a =[7 csca - 0
Decompondo-se a equacio vetorial anterior em suas componentes escalares, tem-se: a, = [ g (—? ¥ 34 cotZ ﬂ')] iy (0,2)
Fsina = ma, cosa — Cos -
= 0.1
F [?mg (34 cos? a + 7 sin? a)] o (O

. E
Feosa—mg=—-m (aA sina + -am)
4
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3* Questao (3,5 pontos)

O carretel de massa m e raios R ¢ » rola sem
escorregar sobre um plano horizontal, sob a acao
de um binario de momento M, constante. Um fio
ideal, preso em uma mola linear ideal de
constante K, ¢ enrolado no carretel conforme a
figura. Nao existe escorregamento entre o fio € o
carretel. No instante inicial ¢=0, quando
0(0) =0, o carretel esta em repouso € a mola nao

esta distendida. Pede-se:

(a) a energia cinética do carretel, expressa em fungdo da velocidade angularw =6 ;
(b) o trabalho das forcas e momento externos, aplicados ao carretel, expresso em fun¢do da posi¢ao
angular 6 ;
(¢) a aceleracdo angular @ do carretel, expressa em fun¢ao da posi¢do angular 0 ;
(d) a aceleragdo do baricentro «a, expressa em fun¢do da posi¢ao angular 6.
Dado: Momento de inércia baricéntrico do carretel: J ..
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Mo sistema mostrado na figura, o disco de centro €' tem massa 2m e raio R, e ha uma massa concentrada m no ponto

N . } L i Ay
B. A distancia entre os pontos Be C é %. O sistema encontra-se inicialmente em repouso, suspenso pelo fio DE e pela y

e e e e L
0 E

barra fixa Q A, articulada ao disco em A. Num dado instante, o fio D E se rompe. Para o [nstante imediatamente apés o
rompimento do fio e considerando-se o sistema de coordenadas Axyz, calcule e escreva suas respostas nos campos
abaixos. Admita que m = 2.4kg, R = 0.55m e g = 10m/s®. Dado: para o disco Jg, = mR2,

Responda o que € solicitado abaixo, preenchendo os respectivos campos sem incluir unidades e com apenas 2 casas
decimais. Utilizar PONTO como separador de decimais.

(a) as coordenadas do centro de massa G do sistema (disco + massa concentrada), (G — A) = | |; +| |3 [m]
(1,0 ponto)

(b) o momento de inércia do sistema (disco + massa concentrada) em relacdo ao eixo A, J4, = E [kgm?] (2,0
pontos)

(c) o produto de inércia do sistema (disco + massa concentrada) em relacéo ao plano Agzy, Jazy = E [kgmz] (1.0
ponto)

(d) a velocidade angular do disco, @ = E k [rad/s] (1,0 ponto)

(e) a aceleracdo angular do sistema (disco + massa concentrada) (admita J4, — 2.4 kgmz ers =05 m),a=

EE [rad/s?] (2,0 pontos)

(f) a aceleracdo do centro de massa G do sistema (disco + massa concentrada) (admita Jy, = 2.4 kgm2 exs =05
m), dg = ‘ |':T - | |j [m/s] (1,0 ponto)

(g) Asreacdes vinculares em A (admita J4, — 2.4 kgm?® e zc = 0.5 m), I‘;A =‘ |;+| ‘__;; [N] (2,0 pontos)
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Questio 3 (3,5 pontos): O disco de raio R e massa m, , rola
sem escorregar num plano horizontal, partindo do repouso em

¢ =0, quando um binario de momento M ¢ aplicado. Um
cabo ideal une o centro do disco G ao bloco B, por meio de
uma polia de inércia desprezivel. O bloco B de massa my

escorrega sobre o plano com inclinagdo « e coeficiente de
atrito Lu

a) Determine o0 momento de inércia do disco J, em relagdo

ao eixo perpendicular ao plano da figura (dire¢ado k) que passa
pelo ponto C de contato com o solo.

b) Usando J., determine a energia cinética do sistema em
fun¢do da velocidade angular @ do disco.

¢) Determine o vetor de rotagdo @ do disco em fun¢io de 4.
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Solucdo
D P 3_Q 3_2 O 1 4 a) Teorema dos eixos paralelos:
2 2
Je. =Je +mpR* = mpR +mpR? = 3mpR”

2

b) O sistema parte do repouso = E, =0, C é o CIR do disco, e observa-se que a velocidade do bloco € igual, em
modulo, a velocidade do centro de massa do disco:

1 1. 5 1 5 13myR*
E:E”ﬂ’é'l‘iurc__ﬂ)_ :}E:EHIBV& + = g -

Aplicando a expressdo do campo de velocidades: v, =v. + @A (G-C) =1, =aR

3myR? e
4

Entdo: E = %mB (@R)” + = E(w)= %[ZmB +3mp, )R> @’

c) O trabalho das forcas externas: a forca de atrito F, , a forca peso do bloco e
o binario de momento M realizam trabalho:

W = M@ —mzgbRsena— F, 6R
Como ha escorregamento: F,, = uN = timgg cose
W = MO—myg(sena + pcosa )R

Portanto, aplicando o TEC:

1 2my +3my )R> @ = MO —myg(senc+ pcosar)dR =
4

3 4[M —myg(seno + pcos )R] 6 7
(ZmB +3mp )R2
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Questao 2 (3,5 pontos): O anel de secdo retangular e massa m y y
pode deslizar sem atrito sobre a guia horizontal AB. A barra y T F  p
hm_nogénea OC, de pomprimen.to L ¢ massa m € ar’ticulz.lda sem :B — .
atrito ao anel por meio de um pino horizontal em O. E aplicada ao = I — Xx
anel uma for¢a F horizontal. Sabendo que o sistema parte do R
repouso, com a barra pendente na vertical, pede-se determinar: o J mL

Gz —
a) o diagrama de corpo livre para a barra; 12
b) para o instante inicial, a aceleracdo angular da barra, a C

aceleracdo do anel e a reacgdo da articulag¢do sobre a barra em O.
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Substituindo nas equacdes do teorema do movimento do baricentro da barra e do anel:
{ L ] mL .
Barra: m| ap, + &)5 =

6
Anel: ma,, = F—{—gé))

6
Portanto:
Solucio “ CU F ZmL._ L SmL . r . 6F
a) Diagramas de corpo livre: b) Teorema do movimento do baricentro: e @sTmeT = o= = e=me
N Anel:
1 mag, =F—H Também resulta que H = L D
6 SmL 5
f{ F mag, =N -V -mg=0
N Q " Barra: Substituindo na equacéo do teorema do movimento do baricentro do anel na direcio horizontal:
ying mag, = H
L J -
14 mag, =V —mg mamzp_ij (}Ozgf
VA 5 S5m
Teorema do momento da quantidade de movimento para a barra: )
o H I 2 I I Dos resultados anteriores:
Jego=—-H— = " o=—H==Hg="""4
- 2 12 2 6 R I
R=Hi+Vj=|R=—i+mgj
G 5

Da cinematica, no instante inicial, quando @ = 0:
m B B
g aG:ao+aA(G—o)+@A[aA(G_o)]:anim%f

Ou seja, no instante inicial ag, =0=V =mg
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Questao 2 (3,5 pontos). O corpo ilustrado na figura ao lado é um
setor recortado de um disco homogéneo, de centro A e raio R, que
pode rolar sem escorregar sobre uma superficie plana horizontal. Este
setor tem massa m e seu centro de massa G estd a uma distancia e do
ponto A. O angulo # mede a inclinacao do segmento GA com respeito
a vertical, conforme indicado na figura. Além disso, adota-se uma base
ortonormal de vetores (7, ], E) solidaria a este corpo, com o versor 7
permacecendo paralelo a direcao do segmento GA. Pede-se:

a) determinar o momento de inércia Jg. e o produto de inércia Jgzy
(dado: Ja. = mR?/2);

b) escrever as expressoes das energias cinética T e potencial V para
este corpo em funcao de f e é';

c) obter a equacao de movimento deste sistema, explicitando 6 em
funcao de 0 e 9.
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a) Utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos:

2
Ja. = Jg. + me® = Ja:=m (R? - 62) (0.5)

Notando que Gyz é um plano de simetria e considerando a homogeneidade do corpo:

Jezy =0 (0.5)

b) Notando que & = —0k e, da condicao de rolamento sem escorregamento, i = 0, entéo:
Ta=1Tc+@NA(A=C)=—0k A R(—sin 87+ cos#7) = OR(cos 07 + sin 7)

Dessa forma, a energia cinética T do corpo pode ser obtida a partir da seguinte expressao:

1 1
T = §m|f:’A|2 +mig -G A (G — A) -+ EJAZILEF

T = §mR 0° + mOR(cos 07+ sin07) - [(—0k) A (—e])] + 575 7
T = (ngg — mRe cos 9) 6? (1,0)

Sendo o peso a nnica forca conservativa atuando sobre o corpo e, considerando como referéncia um plano horizontal
passante por A, tem-se:

V = —mge cos f (0.,5)
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c) Da condigiao de rolamento sem escorregamento, pode-se afirmar que as forgas aplicadas no disco em seu contato com
o plano nao realizam trabalho. Assim, o sistema é conservativo e a energia mecéanica £ =T + V' é constante, logo:

dE d /3 o ‘o
i 0 = ” [(E?HR — mKRecos 6') #° — mge cos 6*} =0
4

2esin 0(g + R6?) L0
" 3R2 —4Recosf (1.0)

2 (imR2 — mRe cos Eu') 06 + (mReé sin 9) 6% + mgefsinf = 0

H =
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3* Questao (3,5 pontos). O sistema de duas barras da figura tem um apoio simples no ponto A4, e
articulacoes em B e C. A barra 4B tem comprimento 3L e massa 3m, e a barra BC tem comprimento L e
massa m. O ponto 4 pode deslizar sem atrito sobre a supertficie horizontal. O sistema e solto com velocidade
inicial nula da posi¢ao em que as duas barras estao na horizontal. Para o instante em que a posi¢ao da barra
BC esta na vertical (configuracao em linha tracejada na figura), determinar:

a) O CIR da barra 4B, 3 3L oL
b) As velocidades dos pontos 4 (¥,) € B (Vg), em funcao da A4 P f/
velocidade angular da barra BC (@pc). ~ . AF: RN . B C
¢) A energia cinetica do sistema de barras em fun¢do de wp. ik T :
d) A energia potencial do sistema de barras. lg T

e) A velocidade angular de BC (@p.).
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(a) O CIR da barra 4B ndo existe. A barra esta em ato de movimento de translacdo e U, || V.

(b) Na barra BC: By = B¢ + @ A (B —C) = 0+ wpck A —Lj = (0pcl)i

Como a barra AB esta em translacido, V4, = Vp.

2 2 2 2
mVGAB lCch _ 41mLwpgc

¢) Tss = Tag + Tge =

2 2 3
3mL L
d) Vsis = Vap + Ve = —T—%= —2mgL
2 2
e +Vi=T+V, - U=M%—2mgi, — W= %
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Questio 2 (5,0 pontos): O disco rigido homogéneo de massa 3m, centro B e raio R ¢ abandonado a partir do repouso

em uma posi¢ao inicial fa e rola sem escorregar sobre uma rampa cilindrica de raio SR. O movimento ¢ transmitido,
atraves de um cabo inextensivel e de uma

polia, ambos de massa desprezivel, ao bloco

A, de massa m que, por sua vez, esta

conectado a uma mola ideal de constante x

elastica K. O movimento do disco €
responsavel por arrastar o bloco 4 (sem
tombamento) sobre a superficie horizontal

rugosa (coeficiente de atrito dindmico & ).
Considerando que na posicdo inicial a mola
nao esta deformada e que a coordenada linear

X possui valor nulo exatamente nessa
posicdo, pedem-se:

(a) os diagramas de corpo livre do bloco A e
do disco de centro B:

(b) a energia cinética do sistema constituido

pelo disco B e pelo bloco A em funcédo da velocidade angular “* e dos parametros geometricos do problema, para uma
posi¢do genérica =65, :

(c) o trabalho realizado por todas as forcas atuantes nesse sistema entre a posicdo inicial e uma posi¢cdo & geneérica
(1dentificar claramente qual forca realiza qual trabalho);

(d) a velocidade angular 2 do disco B nessa posicdo generica;

(e) a aceleracdo angular @p do disco B nessa posicdo generica.
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Solucio
a)
(b) Considerdiido-se que * =Tz [ ¥z = wpH f-*"-U-‘!‘R *
1 .z -
= EF{} s
b
1
= =
AT2 mg
= T = 44w
(c) T=Trars + Tax + 755

r=—umg(F—6,0).4R+K/2(0-[4R(6 - 6,0 ") + Bmg)tRisen & —sen 8,0) =

r=—pmg (@ —0,).4R KB —6,)°.8R" + 12 mg Rlsen 8 — sen fy)

(d) Pelo teorema da energia cinética: T=TE)-T)=
=4 Mg = ) 4R = K(F = 5,055 + 12 mg R(zen 6 — sen 6,) = 44mw*R*

. . 1{ 4pg@-8,) 8K 2
m;,=~lw-=ﬁ(-%”)— @—-6;) + Hg[,sma—smﬂn))

T
~ 4 chega-sea:

(e) Derivando a expressdo acima em relac@o ao tempo e lembrando que

dugwy 16K 2p

129

; 1 u lﬁfi.' Z 1

2 pdp =ﬁ( R§ (E' ﬁn)E'l'—gCGEE B)_E(_TT_T{H @nj R E‘QEE
_ 17 ug 4K 3g

@ = g3 (~F ~ 30 @~ 02+ F 056)
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2* Questao (4,0 pontos)

No sistema mostrado na figura, a barra 4B, de massa m e comprimento L, esta
articulada no ponto 4 ao disco de massa m e raio R. O sistema parte do repouso,
com a barra 4B vertical e com a reta que passa por O e 4 inclinada de um angulo
6 em relacdo a horizontal. Em um dado instante inicial, o disco passa a ter uma

aceleracao angular conhecida Q= Q k . Para este instante inicial, pede-se:

(f) o diagrama de corpo livre do disco e o diagrama de corpo livre da barra;
(g) a aceleracao do ponto A4;

(h) o vetor aceleracdo angular @ da barra;
(1) a aceleracdo do baricentro da barra;
(j) a forca que o disco aplica na barra pela articulacao do ponto 4.

2 2
Dado: Para o disco J_ = m;? , para a barra J__ = n;i

SONNNNNN NN Y )
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Sendo O ponto fixo e considerando que no instante inicial o sistema
parte do repouso, tém-se:

G, =y +QOA(A-0)+ Q% AlE A(4-0)]
a, =6+QEAR(COS§-S€H@T)+6:>
a, =QR(SQH€:7+COS@7)

Y
Para a acelerac@o do baricentro da barra podemos escrever: T .
Gy =i, +0k AG—4)+ 0%k AlEA(G-4)] Xa
Considerando que no instante inicial o sistema parte do repouso:
ag =QR(S€H&T+COSQ:)+& A[—%}}+ 0= dag =(QRsen€+ @%);+QRCOS@_: e
TMA no disco, polo em G: I?G =MG
. _ _ _ 2 _ _
H.=J wk=H,=J k e M, =—XA£!( , assim: mL Wk =—XA£!( = (E)=—6XA (1)
i i 2 2 2 mL
TMB no disco:
mag = XA; + (YA -mg)j = m[QRsen9+ (0%]; +mQR cos G = XAzT + (YA —mg)j
: L
X, = mQRseﬂH+maJE (2)
Y, —mg=mQRcosé (3)
QRs 3QRs :
Resolvendo (1) e (2): | X, =q e d)=—27;w De (3): |Y, =mSQRcosf +mg
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3* Questao (3,5 pontos). O disco de massa m e raio r, esta
suspenso pela barra AB, de massa desprezivel e
comprimento 3r, articulada em A. Uma mola de constante
elastica K € presa ao baricentro G do disco. A mola se
mantém na direcao vertical durante o movimento. No

AANARAS B ASSMAASAR A AR ASASAS AN
A

instante inicial 1 =0, 6(0)=6,, o sistema esta em repouso
e a mola ndo esta distendida. Pede-se:

2
Dado: Momento de inércia baricentrico do disco: J_, = mR A

(a) A energia cinetica do sistema em funcao da velocidade angular @ .

(b) O trabalho das for¢as externas aplicadas ao sistema, em funcao da posi¢do angular 6.
(c) O vetor velocidade angular @ do disco.

(d) O vetor aceleracdo angular @ do disco.
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2 2 2
a) T =%mvé +%J:Gw2; J ¢ =£;vG = 4&3‘(0039?—sin9}:)—>T=33m# (1,0)
K 2
b) 7 =mg4r(cosf —cosb,)— ?(4;‘ cos@ —4rcosé,) (1,0)
c) TEC:
3Bmw’r’

K
= mgdr(cos@ —cosb,) —;(43‘ cos@ —4rcos 190)2 —

16 32K (1,0)
= —g(cosﬁ—cosﬁﬂ)—
33r 3

—

b
(cosﬁ—cosﬁo)z} k

3m

.2
d) 33m 24(0(0?‘ = mg4r(—sin0)6 — §2(4r cos @ —4rcos 8, )(—4rsin€)f —
= [ Sg 32K (cosﬁ—cosé@}siné’,com @ = ok (0,5)
33r 33m
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1?7 Questao (3,0 pontos). No instante inicial a barra
AB homogenea, de massa m e comprimento 2a,
encontra-se na posicao vertical e em repouso. Devido a
uma pequena perturbagdo, a barra cai deslizando sua
extremidade A sobre um plano. Pede-se:

Dado: Momento de inércia baricéntrico da barra AB: J, = mL’® 5

(a) Justificar que o movimento do baricentro G € na vertical.

(b) A relacao entre a velocidade angular @ da barra e a velocidade do baricentro vg.
(c) O trabalho 7 das forcas atuantes na barra em funcao da altura h.

(d) A energia cinetica da barra em funcao da altura h.

(e) A velocidade do baricentro vg em func¢ao da altura h.
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Ya

mi, =(Y,—mg)j = dgi =0—v,.i =cte=0(partedorepouso)

. x; ¢ constante. (0,5)

mg

b) CIR da barra:

¥, = wl-k)A(G-CIR)

"""""" Ve =—0}(a2 _hz}%}:

Vg =6e)2(a2 —hz)

————————p———

(0,5)
c) 7=mg(a—h) (0.5)
1 1 méa’ mv (4(12 —3h2)
NT=—mvi+-J .0 ;J. .= ;o T =—2F 1,0
Y I=ymetyle®s Je =7 6(a> —h*) (1.0)
mv?> (‘4.{12 —3h2) 6(a+h)
e) TEC: mg(a—h) = g((f ] —vg =(a—h) iy O
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3" Questio (3,5 pontos) A pega ABCDE mostrada na figura
faz parte de um satélite no espaco, sem gravidade. Ela ¢
formada por uma placa quadrada homogénea de massa m e
lado a, soldada a barra DE, de massa desprezivel.

Essa pega ABCDE ¢ articulada em A, tem um

anel em E, e gira em torno de AF acionada por )

um torque (momento) M variavel dado. Pede- -

se, usando o sistema de coordenadas (D, x, y,

z) fixo a peca:

a — (0,5 ponto) faca o diagrama de corpo livre da peca

ABCDE;

b — (1,0 ponto) obtenha a expressao da quantidade de movimento b

angular da peca, em relagao ao polo D, em funcdo da sua rotacao Y 1‘
 (=0); e QL

¢ — (0,5 ponto) obtenha os momentos e produtos de inércia da Jor =—— b |z G —
peca, envolvidos na expressao obtida no item (b); 12 . / *
d - (1,5 ponto) obtenha as reacdes em 4 e £, em funcdode M e @, Jo. = m(a +b ) LN

e desenhe o diagrama de corpo livre com as respostas finais. ) 12
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Questao 2 (3,5 pontos).

O disco rigido e homogéneo de centro GG, raio R e massa M, rola sem
escorregar num plano horizontal. O disco esta conectado ao plano ver-
tical por uma mola ideal linear de constante elastica k. Um fio ideal
une o centro do disco a um bloco B de massa m, através de uma polia
de inércia desprezivel. O bloco B escorrega com atrito sobre um plano
com inclinacao «, partindo do repouso em x = (. Assumindo que no
instante inicial a mola nao esta deformada, e que o coeficiente de atrito
entre o disco e o plano horizontal e entre o bloco e o plano inclinado é
it, pede-se:

a) a energia cinética do sistema em funcao da velocidade angular w do
disco;

b) o trabalho das forcas externas do sisterna em funcao de x;

c) a velocidade angular w do disco em funcao de x;

d) a aceleracao angular w do disco em funcao de =.
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Questdo 3 (3,5 pontos). Na figura, no eixo vertical ABC ha uma articulagdo em A e um anel AO

em C. Soldadas nesse eixo, hd uma placa homogénea, de massa m e lado 2a, e uma barra, de

comprimento 2 com uma massa m fixaem D, conforme mostrado na figura. O conjunto eixo,

placa e barra esta no plano Byz e o sistema de coordenadas (B, x, y, z) gira solidariamente ao C
|

conjunto com rotacao » constante dada. O eixo e a barra tém massas despreziveis. Pede-se: QD
(a) (0,5) faca o diagrama de corpo livre (DCL) do conjunto; "
(b) (1,0) obtenha a expressao da quantidade de movimento angular do conjunto, em relacao & ;/O D
ao polo B, em funcao da sua rotagao w; “*
(c) (0,5) obtenha os momentos e produtos de inércia do conjunto, envolvidos na expressao g /
do item (b); 2
(d) (1,5) obtenha as reagoes em A e C, em funcao de w. / \
| 2a X =
Formulario da prova: momentos de inércia de sdlidos homogéneos
Barra homogénea (massa m, comprimento £): A Y Placa retangular homogénea 4
¥ (massa m, lados a, b): /}'7-'\‘_
G Jov = Jo, = Lo | b 5?*" 1 1
= T 12 LI ] X oy = mb? Jo, = —m(a + 1)
L il 12 £ 12
L *T*
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Questao 2 (3,5 pontos). Um disco homogeneo de massa 2m, raio R e centro G rola sem escorregar sobre
um plano inclinado, como mostrado na figura. O disco € conectado por um fio inextensivel, de massa
desprezivel, a um corpo B de massa m, bem como a uma 7
mola linear ideal de constante K fixa a uma parede. No C

instante 1nicial =0, quando 6(0)=0, o sistema esta em ' é
equilibrio e a mola encontra-se indeformada. Num instante
posterior, um binario de momento M, constante, € aplicado
ao disco. Concomitantemente, uma forca F, também
constante, € aplicada ao bloco. Sabendo que a polia com
centro C tem massa desprezivel, pede-se:

(a) os diagramas de corpo livre do disco e do bloco.
(b) a energia cinetica do sistema em funcdo da velocidade

angular 6 do disco.

(c) o trabalho dos esforcos externos aplicados ao sistema, expressa em fun¢do da posicao angular 6.
(d) a velocidade angular do disco, expressa em funcdo da posi¢cao angular 6.

(e) a aceleracdo do centro de massa G do disco, expressa em funcdo da posicao angular 6.
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Questao 2 (3,5 pontos). A plataforma A, de massa desprezivel, mostrada §l AY

na figura, se desloca para a esquerda com uma aceleragdo a constante. |
Sobre a plataforma, apoia-se um bloco B de massa m. Ao bloco, por sua a A | By L
vez, esta articulada uma barra de comprimento L e massa m. Sabendo que *— L—4 A\ W—

o coeficiente de atrito entre o bloco e a plataforma € u, pede-se:

a) Os diagramas de corpo livre do bloco e da barra.

b) A aceleracdo a necessaria para manter a barra em um dado angulo 6 constante.
¢) As forcas na extremidade B da barra.

d) O valor maximo de a para o qual o bloco ndo escorrega.

24/11/2024
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3. (3,5 pts) Uma roda de bicicleta modelada por um anel de massa m e raio R

D P3_Q 3_2008 esta sob a agdo de uma forga F e de um binario de momento T, conforme

ilustrado na figura 4, e rola sem escorregar sobre a plataforma de massa
M. O sistema de coordenadas (B, 1, j, k) é solidario a plataforma. Nao ha
atrito entre a plataforma e o piso. E dado o momento de inércia da roda
de bicicleta (anel) em relacio ao seu eixo: Jg; = mR2.

Solicita-se:

a) Fazer os diagramas de corpo livre do anel e da plataforma.

b) Determinar a relagao cinemética entre as aceleragoes dg; do ponto G,
dp do ponto B e a aceleracido angular & do anel.

¢) Determinar aceleracio angular & do anel em funcio dos dados do pro-
blema.

d) Determinar as forgas no ponto de contato €' em funcao dos dados do
problema.

e) Determinar a relacao entre F' e T para que a forca horizontal de contato
no ponto C' seja nula.

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 24/11/2024



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46

