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d Motivacao e Objetivos

» O estudo da dinamica consiste na analise do movimento de sistemas
(particulas, sistemas de particulas e corpos) no espaco sujeitos a
acao de esforcos (forcas e momentos).

» A andlise do movimento é realizada através da integracao dos
conceitos de Esforcos, Cinematica e Inércia.

» A combinacédo dos conceitos de Cinematica e Inércia da origem a
definicdo das seguintes Propriedades Dinamicas fundamentais:

= Quantidade de Movimento (Q)

= Quantidade de Movimento Angular (H,)
» Energia Cinética (E)

= Trabalho (W) Robos utilizados na linha de montagem de automéveis (acima), e

braco de robd executando uma variedade de movimentos no

- i i espaco (abaixo). Em ambos os casos, 0 estudo da dinamica é

Energla POtenCIaI (U) importante para o desenvolvimento de sistemas de controle para o
funcionamento adequado dos sistemas. Fonte [1].
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d Motivacao e Objetivos

» A associacdo entre Esforcos e Variacao Temporal das Propriedades

Dinamicas da origem aos seguintes Teoremas da Dinamica Vetorial: é v
» Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) S =
= Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) \\\\'\\\\\\\\W““ ;
= Teorema da Energia Cinética (TEC) F40

> Neste curso, se dara énfase ao estudo da dinamica de corpos rigidos
baseada nos principios da Mecanica de Newton-Euler.

Suspensédo de um automovel. As molas e amortecedores
que compBem o sistema devem ser cuidadosamente

selecionados para proporcionar dirigibilidade. Fonte [1].
Arci Propriedades Dinamicas : "
lner_CIa L > P — — < Cinemaética Bearings
(massa e matriz de inércia) (Q,Hy, E,W,U) /
Gimbals —¢ >
\ 4 dt
Sistema de | Teoremas da Dinamica
Esforcos (TQM, TQMA, TEC)
- Equacdes d~e movimento B llustracdo de um giroscépio. Esse sistema é utilizado em
- Dete~rm|na(;ao das ace!era(;oes em sistemas de navegacéo inercial e em outros dispositivos
funcdo dos esforgos, e vice-versa. de controle direcional e estabilizacdo. Fonte [2].
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 Particula

» Considere uma particula material P, de massa m, que se move
arbitrariamente no espaco com velocidade * ¥, e aceleracdo ¥ @, em

relacdo a um referencial fixo F. 0
» Nos slides a seguir, se admitira que as grandezas cinematicas sao —
definidas em relacao ao referencial fixo (inercial) . Logo, a notacéo +

explicita do referencial serd omitida.

» Caracteristicas de uma particula:

= Corpo com dimensdes despreziveis em relacdo as distancias percorridas;
= Nao possui estrutura interna definida (e.g. estrutura molecular/atbmica);

= Massa concentrada em um uUnico ponto cuja localizagcdo no espaco € dada
pelo vetor posicdo 7p(t);

= N&o possui rotagdo propria, logo apenas movimento de translagdo é X (Referencialixo)
definido;

» |nexisténcia de forcas internas;
= Leis de Newton foram definidas originalmente para particulas.
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d Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

» A gquantidade de movimento linear de uma particula material P, de massa m
e velocidade vp, em relacdo a um referencial fixo (inercial) F é definida por:

61_) — mBP (1)

: . T
» A 22 Lei de Newton estabelece que a variacao temporal da I
guantidade de movimento linear de uma particula em relacdo a um ‘%J_ f:
referencial inercial € igual a resultante (Rp) das forcas aplicadas - <
sobre a particula. Admitindo a massa da particula constante: F
}( (Referencial fixo)
F o= F -
de Al—i — I—.‘; _ d(mvp) d( ma
dr P P T P
> Portanto: » A quantidade de movimento linear representa a tendéncia da
particula em manter o seu movimento de translacao.
5 . 6}, € uma grandeza absoluta, pois ndo depende de nenhuma
Rp = mdap (2) . ~ o N
informac&ao complementar (e.g. polo) para sua defini¢ao.
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» A quantidade de movimento angular com respeito a um polo
arbitrario 0O de uma particula material P, de massa m e velocidade
vp, em relacdo a um referencial fixo (inercial) F, é definida por:

Hpjo2(P-0)AGr = | Hpjp2m(P—-0)ADp | (3)

» Considerando a variacao temporal da quantidade de movimento

el
angular em relacdo a um referencial inercial, e admitindo a massa ;?ﬁ_“

da particula constante, tem-se: = Rp A
/_A_\ F
F — F N }( (Referencial fixo)
dHp /o d de
Tt —[(P O)AQp]= —[(P-0)]AQp+(P-0)A ——
=M,
_ _ ( A —\ | * A quantidade de movimento angular representa
= Wp—Vy)ANQp+(P—0)ARp = m@{— Vo) AVUp + (P —0) ARp a tendéncia da particula em manter o seu
movimento de rotagcdo em torno do polo O
(n&o rotacao propria).
) — - _ — * Hpy ndo € uma grandeza absoluta, pois
» Portanto: HP/O — m(vP /\vo) + MO (4) depende de um polo de referéncia para sua
definicéo.
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A Energia Cinética

0
> A energia cinética de uma particula material P, de massa m e —p
velocidade vp,, em relacdo a um referencial fixo (inercial) F, é .
definida por:
A m_’ -
EP = ?‘Up ‘ vp (5)

» A energia cinética representa a energia associada ao movimento da
particula.

}( (Referencial fixo)

» A energia cinética é uma grandeza escalar absoluta, pois nao
depende de nenhuma informacdo complementar (e.g. polo) para
sua definicao.
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] Trabalho

» Considere uma particula material P de massa m, que se move
arbitrariamente no espaco com velocidade v, e aceleracdo dp em
relacdo a um referencial fixo F.

> A localizacdo da particula no espaco é dada pelo vetor posicdo 7p(t).

Adicionalmente, a particula é sujeita a acdo de uma forca F que atua
sobre a mesma ao longo de sua trajetoria.

> O trabalho incremental dW que a forca F realiza sobre a particula
para um deslocamento incremental drp = Vpdt é definido por:

(Referencial fixo)

de — i‘) . d?p == (F) : E)p)dt (6)

» O trabalho total da forca F sobre a particula em um intervalo de tempo [t,,t,] = [?’Pl,?PZ] é dado por:

152 ey _, - £ - = Quando diversas forcas Fl- atuam na particula, como o
WP = F - drp = (F : ‘Up)dt (7) sistema de esforgos constituido € concorrente, o trabalho
Tp, i total pode ser calculado utilizando a resultante R = ¥ F;.
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4 Energia Potencial
» Para a definicao de energia potencial, € importante distinguir:

» Trabalho incremental: trabalho realizado por F para um deslocamento
incremental drp.

» Trabalho diferencial: trabalho que pode ser expresso a partir do
diferencial de uma funcao escalar, o que ocorre quando F = F(7p).

» Forcas que dependem apenas da posicao, I.e. Tf:f(?p), sao
denominadas forcas conservativas. EX.: forca gravitacional, forca
elastica, etc.

(Referencial fixo)

» O trabalho incremental de forcas conservativas pode ser representado como sendo a derivada de uma
funcdo energia potencial Up(7p):

AWp,. = F(¥p) - dTp = —dUp(¥p) | (8)
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4 Energia Potencial

» O trabalho total de uma forca conservativa em um intervalo de tempo [tq,t,] — [?Pl,?PZ] é dado por:

— —

r

Tp2_> — - P2 — —
Wpl’z)2 = j F(rp) . drp = _j; dUP = Up(rpl) — Up(rpz) = l]p1 — l]p2 = —AUP (9)

Tpl

Tpl

» Propriedades de forcas conservativas:

= O trabalho total entre dois pontos ocupados pela particula independe da
trajetoria percorrida pela particula.

= O trabalho total depende apenas das posicdes inicial e final ocupadas
pela particula.

= Para uma trajetdria fechada (rp, = 7'p,), 0 trabalho total é nulo:

—

Tpl

1-2 __
wiet = |

—

F - d1_‘>p = Up1 — UP1 =0 X, (Referencial fixo)

o
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4 Energia Potencial

> A energia potencial associada a uma dada forca conservativa F(7p)
pode ser avaliada a partir de uma posicdo de referéncia 7p,,
fornecendo a seguinte expressao:

—

Tp_)
F("_")p) ° d?P (10)

TpR

UP(?P) = —J

> A energia potencial de uma particula pode ser entendida, fisicamente,
como o potencial da particula em realizar trabalho, ou seja, € a .
“energia armazenada” na particula. X

(Referencial fixo)

> A energia potencial € uma grandeza relativa, ou seja, 0 seu valor depende de uma posicao de referéncia
a partir da qual a energia potencial € calculada.

» Entretanto, quando a variacao da energia potencial € de interesse, a posicao de referéncia adotada é
irrelevante.

» O trabalho de forcas conservativas depende da variacao da energia potencial: | Wp? = Up, — Up, = —AUp
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d Exemplo 1

E)u{) E\.‘\b@jﬁ ?ﬁgfﬂd“fi (A;wwhecl‘%ure '?i 2 2

N\ b .
2 e 1_&” \_f- -m&ﬁ \lp('rt)hKF@‘tM = —-k[\(-“g\)m-(&km :Sw\&&%
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- -&?z_ L —h:&%;{ . 0 % . ey
;,’-J,?,, 7@!\ -'(\l?({ﬁ AV ) W -*——(UP;UR;)
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c 3 A\
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d Exemplo 2

5&3) ’E:\u;gf\&,%v@f E(OQ:Q%C% -

-\ N - «
y . aX T =-¥\ \lg“ﬁ‘)—;-i?q&?-.-_ukmn.(g,m,,KKX&
:;; M (-t ﬁR . -
; \ ~ =dbA o —
1 Nh=XC [ X (g2
T / pl AR d ) o
| ~ | o2 /7
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Considerando a variacdo temporal da energia cinética de uma

-1
particula material em relacdo a um referencial inercial, e admitindo a Y ?’(ﬁ:j
massa da particula constante, tem-se:

E _m_) — — dEp_de('l—])p"l—])p)

P= VP p dt =~ 2 dt
= I_ip
dEp m[7d®@p) _ _ Td@p)| Td®) - L o
Wzi dt ‘vp‘l'vp‘ dt =m dt ‘vp=map‘vP=Rp‘vP
» Portanto:
i dWp (EQ. 6) P (Referencial fixo)

_dt — RP Vp = dEP = (RP . ’Vp)dt = de

- ) ) , = Avariacdo da energia cinética entre dois instantes de tempo &
» Integrando a equacao acima no intervalo [t4, t,], obtém-se: igual ao trabalho de todas as forcas atuantes na particula

nesse intervalo de tempo.

Ep, t2 152 = Ao contrario do TQM e TQMA que descrevem o movimento da
dEP = de = E P, — E p, — Wp (11) particula instantaneamente, o TEC considera o efeito dos
Ep, ty esforcos sobre a mesma em um dado intervalo de tempo.
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Distinguindo os esforgos conservativos e n&o-conservativos no
calculo do trabalho total, tem-se:

1-2 _ 1-2 1-2
WP - P,c +WP,nc

» Considerando a definicao de energia potencial, WI};Z pode ser
expresso como segue:

WP},Z)Z = —AUp = Up, — Up,

(Referencial fixo)

> Portanto, a Eq. 11 pode ser reescrita da seguinte forma: £ x

_ l-2 152 _ 17 _ 152
Ep, = Ep, = Wp“ + Wp e = Up, — Up, + Wp e

= A variagdo da energia mecanica entre dois instantes de
tempo é igual ao trabalho das forcas nao-conservativas

— 1-2 _ . ; AN
(EP2 + UPz) — (Ep1 + Upl) = Wp e &€ = Ep + Up: energia mecanica
\ )\ / (dissipativas) atuantes na particula nesse intervalo de tempo.

=&, =& = Na auséncia de forcas nao-conservativas, a energia mecanica
E,— & =Wphi | (12) : Stica o p

se conserva (alternancia entre energia cinética e potencial).
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A Exercicio (P3-Q1-2014)

Questdo 1 (3,0 pontos): O ponto material P, de massa m, desloca-se no plano vertical Oxy sob a a¢do da gravidade,
deslizando sem atrito sobre um “toboga”, representado na figura pela curva plana 4B, definida pela equacao

2 Y /

X
yv=h|1- — |- No instante inicial, o ponto P ¢ largado na posi¢éo 4, com uma A
7
7

velocidade horizontal v, para a direita. Nestas condigdes:

a) faga o diagrama de corpo livre do ponto P, e obtenha a relacio das T

—»
componentes a, ¢ a, da sua aceleragdo, em fungdo de 6 e dos esforgos h +1 S
aplicados; k
b) obtenha o valor maximo da velocidade inicial v, para que o ponto P ndo perca |
contato com o toboga em nenhum instante durante o movimento. T;
c¢) indique as forcas que realizam trabalho durante o movimento, justificando a J

resposta, ¢ obtenha a expressdo do modulo da velocidade que o ponto P terd na posi¢do B, em fun¢do da velocidade
inicial e dos dados da figura;

d) expresse a velocidade de P em fungdo de 0 e determine os versores de Frenet ¢ ¢ 7.
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D EX e r C |,C I O (P3_Q 1_2 O 14) a) Pela 22 lei de Newton, temos:

ma,=Nseno

(1)

(2) y j—f mg

b) A forca normal de contato N nfo pode ser negativa; no limite, esta forca € nula.
Da equacéo (1), temos:

a,=0 => v, =vy == x =yt (3)
e, da equacdo (2), temos:

ma, = Ncos0-mg

ay =—g => vy:—gt == y=h—gt2/2 (4)

Substituindo (3) e (4) na equacio da trajetoria, dada inicialmente, obtemos:

bZ
Y=h(-x2/bY = h—g2=h[1- (vt /] => g

v 2
Oppax

c) Nﬁo ha atrito, a forca normal N ndo realiza trabalho (€ sempre ortogonal 4 trajetoria) e o tinico trabalho é aquele
realizado pela forca peso. Assim, pelo Teorema da Energia:

w2 — mvs/2 =mgh =

vi=v, +2gh

d) Expressio da velocidade do ponto P en funcéo de 6

v =vcos@i —vsenf j

Observando a figura:

Versores de Frenet:

f =cos@i —senfj

e [n=—sen@i —cosbj
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A Exercicio (P3—-Q2-2018)

QUESTAO 2 (3,5 pontos) — Para alimentar um sistema de inspe¢io de peso de caixas de
alimentos, uma caixa retangular de massa m (modelada como ponto material), partindo do repouso,
desce por uma superficie sem atrito até atingir uma correia transportadora que se move com
velocidade horizontal v.. Nessa correia, o coeficiente de atrito entre a caixa e a superficie ¢ u,ea
caixa escorrega em relacao a esta superficie. A caixa deve passar sob o sistema de inspecao com a
mesma velocidade da correia a uma distancia d do ponto onde entrou na correia. Usando o Teorema
da Energia Cinética, determine qual € essa distancia d.

Sistema de

d . ~
a Bpegao

! :
[}
[
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4 Exercicio (P3—0Q2-2018) ) |1 ﬁ?y

Ve Correia transportadora
Solucio
Na parte onde ndo ha atrito, apenas a for¢a peso realiza trabalho. Usando o Teorema da Energia
Cinética:

1
E -E =W041:>Emv]l=mgH:>v1=,ﬂ2gH

Na correia transportadora, até a posi¢do do sistema de inspegao:
Diagrama de corpo livre da caixa

N Teorema da resultante
—-F,, se vy>ve
ma_ =
mg at +F, se v <ve
ma, =N-mg=0=N=mg
~

Nesse trecho, até a posicdo do sistema de inspecdo, como ha escorregamento, e a posi¢do vertical &
constante, apenas a forga de atrito realiza trabalho.

|F,|=|uN|= prmg (constante, pois ha escorregamento)
Wis2 = Fyud = tpmgd

Teorema da energia cinética

J

1 1 1
E,-E =W_,, ézmvf 7§mv12 =tumgd = Emvz2 —mgH =t*umgd

l 2 095

1
Como queremos v, =v.: Emvé -mgH=xtpumgd = d==—— (uma das respostas)

1,0

(a segunda resposta)
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