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J Referencilais e Sistemas de Coordenadas -

» Cinematica: estudo da descricdo geométrica do movimento e
independente das causas do movimento.

—
>
o

> Referencial: objeto rigido a partir do qual eventos fisicos (e.g.
movimento de uma particula no espaco) sao observados,
“percebidos” ou descritos. Notacao: A, B, C, etc.

(Referencial

B movel)

Ny

8]

> Sistema de Coordenadas: ferramenta analitica utilizada para
representar a descricdo de eventos fisicos (e.g. movimento
de uma particula no espaco) a partir de um dado referencial.

=  Um dado sistema de coordenadas é fixo a um unico referencial
» Definicao de sistema de coordenadas: >

o Origem (e.g., G); ponto pertencente a um dado referencial, 2 : - -
o Eixos coordenados (e.g., Gx, Gy, Gz); * vpe dp! velogldade e aceleragNao do ponto _P em relacéo a
i . ISR F, isto é, a velocidade e aceleragédo de P medidas por um
o Base de vetores alinhados aos eixos coordenados (e.g., {l, b k}); observador fixo ao referencial F.
o Notagdo: B = {G;1,j, Kk} _ ) )
* Avelocidade e aceleracdo de um ponto em relacédo a um dado
. . referencial podem ser representadas (ou expressas) em um
» Referencial # Sistema de coordenadas sistema de coordenadas fixo a outro referencial.
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A Definicao de Corpo Rigido

» Solido continuo cujas distancias relativas entre quaisquer de suas
particulas sdo admitidas constantes sob condicbes especiais de
carregamentos. Admitiremos que particulas = pontos materiais.

» O conceito de corpo rigido € uma idealizacdo, uma vez que todos 0s
solidos sao deformaveis até certo ponto quando sujeitos a estimulos
externos (e.g. carregamentos termomecanicos).

» Se 0s movimentos associados com as deformacdes sao pequenos
guando comparados com o movimento global do corpo, entdao a
hipotese de rigidez € geralmente aceitavel.

» Exemplos:

= Vibracdo da asa de um avidao: ndo afeta a trajetéria do aviao como um todo,
mas influencia as tensdes locais, importantes para a resisténcia e
durabilidade da asa.

» Deformacdes de dentes de engrenagens: nao afetam o movimento global do
sistema de engrenamento, mas influenciam as tensdes locais, importantes
para a eficiéncia, resisténcia e durabilidade das engrenagens. Exemplos de sistemas em que a hipotese de corpo

rigido € aceitavel para a analise dos movimentos
globais associados. Fonte [1].
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4 Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos: A

u Translacao Pura: Translacao retilinea. Fonte [1].

o Qualquer reta definida entre dois pontos do corpo mantém a
mesma direcdo ao longo do movimento.

o O corpo possui 3 GLs de translagao no espaco, e seu movimento
pode ser especificado completamente pelo movimento de um Unico
ponto do corpo (todos os pontos possuem 0 mesmo movimento). |

o Todos os pontos do corpo possuem a mesma velocidade e

aceleracao vetoriais;
o Todos os pontos do corpo descrevem a mesma trajetoria ao longo ; AN
do movimento:
Translacao retilinea: a trajetoria percorrida é retilinea

— Translacgao curvilinea: a trajetoria percorrida € curvilinea Translagdo curvilinea. Fonte [1,2].
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4 Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos:

= Rotacao pura em torno de um eixo fixo:

@)

O corpo possui 1 GL de rotacédo e sua velocidade angular nao
varia em direcao.

Todos os pontos do corpo pertencentes ao eixo de rotacao
possuem velocidades e acelerac¢des nulas.

Se dois pontos do corpo possuem velocidades nulas, entdo a reta
que liga tais pontos constitui 0 eixo de rotac&o pura do corpo.

Todos os pontos do corpo fora do eixo de rotacdo se deslocam
em planos paralelos e ortogonais ao eixo, descrevendo trajetorias
circulares concéntricas.

Os moédulos das velocidades e aceleracfes dos pontos fora do
eixo de rotacdo sdo proporcionais a distancia perpendicular entre
0S pontos e o eixo de rotacéo.
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Exemplos de componentes com rotagdo pura em
torno de um eixo fixo. Fonte [1].
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4 Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos:

= Rotacao pura em torno de um ponto fixo:

o O corpo possui 3 GLs de rotagcdo e sua velocidade angular pode
variar em modulo e direcao.

o Adirecdo da velocidade angular instantdnea do corpo e o ponto fixo
em torno do qual o movimento de rotacdo ocorre determinam o
Eixo Instantaneo de Rotacédo (EIR) do corpo.

o O ato de movimento do corpo consiste em um movimento de
rotacdo pura em torno do EIR.

Exemplos de corpos em rotagdo pura em torno de
um ponto fixo. Fonte [3].
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4 Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos:

=  Movimento Geral (Translacdo + Rotacao):

o Em geral, um corpo rigido possui 6 GLs (3 de translacdo + 3 de
rotacdo). A aplicacéo de vinculos reduz o numero de GLs do corpo.

o Teorema de Chasles: o movimento mais geral de um corpo rigido
em um dado instante € equivalente a translacdo de um ponto
arbitrario do corpo, mais uma rotacao pura em torno de um eixo
gue contém este ponto.

Movimento plano Translagdo curvilinea

Exemplo de sistema mecanico com componentes
com diferentes tipos de movimento de corpo Translagéo retilinea
rigido. Fonte: adaptado de [2].

. o Sistema pistao-biela-manivela de um motor de
Rotagéo em torno de eixo fixo combustéo interna. Fonte [3].
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4 Propriedade Fundamental da Cinematica de Corpos Rigidos

» Considere o corpo rigido B que se move arbitrariamente no espaco B
em relacdo a um referencial fixo F. w

> Seja rag = (B— A) o vetor que define a distancia relativa entre dois
pontos arbitrarios A e B do corpo. Pela propriedade de rigidez de
corpos rigidos, tem-se que ||75gl| = cte. Portanto:

|7agl|? = 7ap - 7ag = cte.  Derivando ambos os lados em relagdo ao tempo:

drAB drAB 5 dFAB -
~q;  TAB TTaB g, =0 = T'TAB=0 dt L7p | @)

» Como visto na definicAo do versor tangente do Triedro de Frenet-Serret, um vetor de mdédulo
constante é sempre ortogonal a sua derivada. Sendo 7,5 = (B — A), tem-se:

d(B—A)
dt

(B—A)=<d—]:——A)-(B—A)=(ﬁB ~9,)-B=A)=0- | Vg:(B=A)=v,-(B-A) | (2

> As projecOes de v, e vg sobre a reta que liga os pontos A e B sdo iguais. Logo, as velocidades de dois
pontos arbitrarios de um CR né&o sao independentes, guardando entre si a relacédo expressa na Eq. 2.
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QUESTAO 1 (3,0 pontos). A peca ABC mostrada na figura é
formada por dois segmentos ortogonais de comprimento L. Em um
dado instante, sabe-se que as velocidades dos pontos 4, B e C sdo:

. L - - -wlL- - . -
VA:'”T;' , ng%j e Ve =-wLi +o Lk

Para este instante:

(a) mostrar que as velocidades dos pontos A € C sdo compativeis
com a condi¢do de corpo rigido;

(b) calcular o vetor rotacdo da pe¢a ABC neste instante.

18/09/2024
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A Exercicio (P2—Q1-2014)

(a) mostrar que as velocidades dos pontos 4 e C sdo compativeis

com a condi¢do de corpo rigido (C — A4) = —%T +Lj

Propriedade fundamental de corpos rigidos:

Ve(C—A)=V4(C—4) = (—mLE +@® Lﬁ?)[—%hL }}:(ETL}J(_%E” jJ (0,5)

mLz_mLz
2 2

p—

(0.5)
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1 Diferenciacao de Vetor e Referenciais

» Em geral, tanto o modulo quanto a orientacao (direcéo e sentido) de um vetor podem variar no tempo.
> A derivada no tempo de um vetor depende do referencial a partir do qual a derivada é calculada.

» Essa dependéncia se deve a possibilidade de variacdo da orientacdo do vetor no tempo. Portanto, o
referencial a partir do qual a derivada é calculada influencia o valor da derivada.

» O exemplo a seguir ilustra a dependéncia do referencial no calculo da derivada de vetores no tempo.

- Sickewo Ox‘ﬂ .g(\\sx. Ak ‘»"owa €\ A,L,'Oc:?o owjnvl(wm,
oY @m,wwm Q)

X

A A — Os vawnus (L 1) o Qm Qe T(aub &L(;u;&p r&b
__gcﬂ sachue, OXQ.
0 .'i._ X

QQ&Q.'N, \ b\\jo&;‘e Q. QML;P W q,‘w“ &k N “.t.“ N NQ)(;EJ
oRN ]\isskwos A Mlulww %w&m t«h oYy e Oxd_ :
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1 Diferenciacao de Vetor e Referenciais
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[ Diferenciacao de Vetor de Modulo Constante e Velocidade Angular

» Seja um corpo rigido B que se move com rotacao pura em torno de um eixo fixo \—
em relacdo ao referencial F. Considere também um sistema de coordenadas

B = {0;1,],k} solidario a B, tal que k seja paralelo ao eixo de rotag&o do corpo.

Eixo fixo

B

» Um ponto arbitrario P € B se desloca em um plano m, descrevendo uma trajetoria
circular. O vetor posicao de P expresso em B é dado por 7p = (P — 0) = hk + i

> Derivando o vetor 7 no tempo em relacédo ao referencial fixo F, e admitindo que
0 eixo de rotagdo e as distancias 0’0 e PO’ ndo variam com o tempo, tem-se:

o
F - F oo F oo F o — '
dip  (dn. ~dk dr, di di N = F
a4 S\t @) H\G ) T Vi \
t \ dt dt y dt dt dt / j \". Rotacao pura em torno de um
% \—Y—/ O'< eixo fixo. Fonte: adaptado de [2].

Eixo de rotagdo e Distancia PO’ ndo k ia,,
distancia 0’0 ndo varia com o tempo h
variam no tempo <
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[ Diferenciacao de Vetor de Modulo Constante e Velocidade Angular

» Utilizando os resultados do exemplo anterior, € possivel mostrar que:

Portanto:

F ;>
drp

dt

Or|

. ~
0

> Alternativamente, a Eq. 3 pode ser escrita em funcéo de 7, como segue:

T
d7p

dt

> Definindo T@? = §k como sendo a velocidade angular instantanea de B em
relacdo a F, e admitindo que, em geral, a direcdo do eixo instantaneo de rotacao

de um corpo rigido varia com o tempo, tem-se:

(3)

F L
%_ F 5B
dt

— = 0rj=0r(kAi) = (6kATi) = Ok A7 = Ok A (7 — hk) = (6k) A 75

(4)

d_
ac dt

e Y__y4

&

ﬁ Eixo fixo
w

L g:'
Rotacao pura em torno de um
eixo fixo. Fonte: adaptado de [2].
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[ Diferenciacao de Vetor de Modulo Constante e Velocidade Angular

> A EQ. 4 permite calcular a derivada temporal de vetores fixos a um corpo rigido
B em relacao a um dado referencial F.

> Sendo 7 um vetor fixo a B, entao:
« Tanto o médulo quanto a orientacdo de 7p ndo variam em relagcédo a B.

« Como o moédulo de 75 é constante, ele também néo varia em relacdo a F. Entretanto,

a orientacao de 7p pode variar em relacdo a F devido a possibilidade de variacdo da
orientacao de B em relacao a F.

» A taxa de variacdo da orientacdo de B em relacdo a F é dada pelo vetor
velocidade angular instantanea *&?

« F%® é um vetor livre (ndo possui ponto de aplicacdo), e é nico para um dado par de

referenciais (e.g. referencial fixo F e corpo rigido B).

- ¥&® é uma grandeza definida, ou seja, ela ndo é obtida a partir da diferenciacéo de

outra grandeza vetorial (n&o se define vetor deslocamento angular finito).

Eixo fixo

so g:'
Rotacéo pura em torno de um
eixo fixo. Fonte: adaptado de [2].

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 18/09/2024



() EscoLa P’WE—
'. i~ ,'l POLITECNICA [ .
Ny

Departamento de Engenharia Mecanica

Conteudo

Motivacao e Objetivos

Referenciais e Sistemas de Coordenadas

Definicao de Corpo Rigido

Tipos de Movimentos de Corpo Rigido

Propriedade Fundamental da Cinematica de Corpos Rigidos
Diferenciacao de Vetor e Referenciais

Diferenciacao de Vetor de Modulo Constante e Velocidade Angular

Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

© 0 N o bk WD PE

Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos
10. Eixo Helicoidal Instantaneo
11. Movimento Plano

12. Composicao de Movimentos

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 18/09/2024



PME=

Departamento de Engenharia Mecanica

d Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

» Considere dois referenciais £ e B que se movem arbitrariamente no
espaco com velocidade angular instantanea *@®. O referencial B pode
ser um corpo rigido.

— F——B
> Seja um vetor u(t) qualquer livre no espaco, cujo médulo e orientacéo 1L/' \ @
podem variar no tempo. Representando esse vetor em um sistema de '
coordenadas B = {B; by, b,, b3} solidario B, tem-se:

U(t) = uy (O)by + uy(0)by + uz(£)bs

> A derivada temporal de u(t) em relacdo ao referencial F é dada por:

F =

du ~ A ~ A ~ A
Fri Uy (O)by + uy (8) Thy + Uy (O)by + uy(8) Thy + 13 (8)bs + us(t) Ths

= (ul (t)bl + uz (t)bz + l:l3 (t)b3) + (u1 (t) :Fbl + U, (t) sz + Uz (t) j:b3) Como b; sdo Tbl = TaB A b1
L )\ ) vetores fixos a B, . R
Y Y utilizando Eq. 4 X sz = TQB Ab

Variacdo de u em relacdo a B. Variagdo da orientacdo de u em relacéo a i
Apenas a derivada temporal das F. Apenas a derivada temporal dos 7'"53 — F5B A D

componentes u; é considerada. versores b; é considerada. \

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 18/09/2024
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d Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

» Finalmente, a derivada temporal de u(t) em relacédo ao referencial F é dada por:

Fau  Pdu B
F —>B —
— = —+%3BAu | B N .
Variagao de u(t) - Variagdo de z?(t)~em relagéo a B. - Variagdo da orientac&o de u(t) em relagéo *
em relacdo a F Apenas a variacdo temporal das a F devido a rotagéo de B (arrastamento).
componentes u;(t) é considerada: ~
2 - As derivadas dos versores b; em relacdo a F
d—’ R R N ~ . . .« . .
d_ltl — 11, By + tiyByt 113bs sdo consideradas implicitamente: Y

o = FZB A D
- . - ="w” Ab
- Variagao relativa de 7i(t) em Fi Fom e Tf o .

relagéo a B. bi="w” Ab; = {7"b,="&6" Ab, F

TB3 = TaB /\B3

- Os versores b; s&o vetores fixos a B.

> A derivada temporal de um vetor 1(t) depende do referencial a partir do qual a derivada é calculada.
> AEQqQ.5 é valida apenas para u(t) expresso em um sistema de coordenadas solidario a B.

> O vetor 1u(t) pode representar qualquer grandeza fisica (posicao, velocidade, quantidade de movimento,
guantidade de movimento angular, etc.)
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Considere um corpo rigido B que se move arbitrariamente no espaco com

velocidade angular “@® e aceleracdo angular *&®? em relacdo a um

referencial fixo F.

> Seja os sistemas de coordenadas F = {Q;1,J,K} e B = {B;1,}, k} solidarios
aos referenciais F e B, respectivamente, e um ponto O € B arbitrario.

» O vetor posicado de um ponto material qualquer P € B pode ser escrito
COmo segue:

?p - ?0 + ?po (6)

Tp = vetor posicdo de P € B expresso em F
T, = vetor posicdo de O € F expresso em F
Tpo = Vvetor posicdo de P em relacdo O expresso em B
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Velocidades

= Derivando a Eq. 6 no tempo com relacao ao referencial F, tem-se:

F - F - F - F - . oL 5
drp _ dro drpo _ T‘l_f n drpo gomo Tp € rOTsao expressos em F, entao:
dt dt dt 0 dt @ _ Ty, e Yo_ Ty
\ ) dt dt
= ", = "3,

= Como Tpy € expresso em B, o segundo termo da direita da equacgéo acima pode
ser calculado utilizando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eq. 5):

F = B o Como 7p, € um vetor fixo a B
oo _ 4Tr0 | 758 p3,0 = &P AT o) entio. "0 _ G ?
dt dt PO PO (corpo rigido), entao: — = 0. X .
=0 i
» Finalmente:
F— F— F—B , = F=3 F= F—B Dados "%, e *w?, a Eq. 7 permite calcular
Vp= "Vp+ @ ATpy = Vp= "Vp+ w AP -0 7 9 ’
P 0 PO p “ ( ) | (™ a velocidade de qualquer ponto P € B.
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Velocidades

Yo+ T2 A(P-0) | (D)

;' Trajetoria
Traj etéria ,}v’ de P Fonte: adaptado de [1].
deo
Movimento plano = Translagdo com O + Rotacao em torno de O
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A Exercicio (P2—-Q1-2018)

Questao 1 (3,0 pontos). A figura ao lado representa, de maneira Y

simplificada, parte do mecanismo de acionamento da pa de um tra- L L
tor/escavadeira, em que as articulacoes fixas A e D servem de vinculos
para duas hastes rigidas AB e CD, ligadas através de articulagoes em
B e (' a pa. No instante mostrado, sao conhecidas a velocidade angular
da barra AB, & = —wk, a velocidade angular da pA, %E e as dimen-
soes da barra AB e do segmento BC' em func¢ao do parametro L. Com
base nestas informacoes e utilizando o sistema de coordenadas Axyz,

determine: |

a) a velocidade do ponto B, vp; b

b) a velocidade do ponto C, v D

c) a relacao entre as cotas a e b de modo a garantir a condigao de corpo ¥ a

rigido para a barra C'D. a -
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A Exercicio (P2—-Q1-2018)

a) Da equagdo fundamental da cinematica do corpo rigido (campo de velocidades) para a barra AB:

T =4 +@A(B—A) =0-wkA (L7) = —wL] (1.0)

b) Lembrando que o vetor rotacao instantanea da péa foi dado:

*c:*BJrgEA(C—B)
io = —wLj+ gEA(LE’— Lj)
wL 2wl
o= g 77 1,0
C 37' 3 J (7)

¢) A condigao de corpo rigido é satisfeita quando as projecoes das velocidades de dois pontos quaisquer de um corpo

rigido na direcao do segmento de reta que os une é idéntica. Portanto, para os pontos C' e D, pertencentes a barra
CD, tem-se:

Ge - (C — D) =1p - (C — D)

L 2L B
(%z‘— “’Tj) (ai+b7) =0 (a7’ + b7)
wl 2wl
B N |
“73 3
a=2b (1,0)
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QUESTAO 1 (3,0 pontos). A peca ABC mostrada na figura é
formada por dois segmentos ortogonais de comprimento L. Em um
dado instante, sabe-se que as velocidades dos pontos 4, B e C sdo:

. L - - -wlL- - . -
VA:'”T;' , ng%j e Ve =-wLi +o Lk

Para este instante:

(a) mostrar que as velocidades dos pontos A € C sdo compativeis
com a condi¢do de corpo rigido;

(b) calcular o vetor rotacdo da pe¢a ABC neste instante.

18/09/2024
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A Exercicio (P2—Q1-2014)

(b) calcular o vetor rotacéo Q= Q. i+ Q, } +Q. k da peca ABC neste instante: condicdo de corpo rigido

para pontos 4 e B:

= T A oL - oL - - - = =
V,=V,+QnA(4-B) :>Tj =—7}+(Qx1 +Q j+Q k)A(Li)
Swlji=-Q Lk+QLi =|Q.=0| e |Q =0 (1,0)

¥

Condicdo de corpo rigido para pontos 4 e C:

.- - ~ L. - - - L. -
Ve =Vi+adn(C—A) =>—a)Li+a)Lk=wTj+(Qxi+Q",_;'+Q:k)/\(—51'+Lj)

- wL- - . L. _L- -
:>—a)Lz'—wTj+ka=Qka+Q_‘,Ek—Q:Ej—Q:Lf

~wL=-QL=>Q.=w OK
:—%L=—%:>Q:=a) OK

ol =Q }5+Q,£
x Al 2

Como Q}, =0, entdo da ultima equagio tem-se que [QQ =@

Portanto|Q=Q i +Q_k=wi +ok (1,0)
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Aceleracoes

= Derivando a Eq. 7 no tempo com relagcao ao referencial F, tem-se: "o’
Ti F3 )_ _(:F )+g:i(7:_,3/\ ) Ccomo "9, e ¥¥, sdo expressos em F,
vp Yo Tro entéo: T%(Tﬁp)z Tap eT%(Tﬁo)z Td,.
= Tap = Tf_io

= Desenvolvendo o segundo termo da direita da equacao acima, tem-se:
:F'

LG A = @) AT+ TN o)
1‘ = — r w —\Tr
PO PO dt PO ,@
X._
= Aplicando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Egq. 5) as 2 F
derivadas remanescentes, tem-se: /;.«:
F B
d d Fa
~ (F=BY — F—-B —B F—B _ F=B N F—B . —
dt( W)= ( )+ 7@® A Tw® = Ta d_(rP0)= &° ATpy
dt )\ ) t
_ J&’B :Yﬁ (calculado no slide anterior)
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Aceleracoes

= Rearranjando os termos das equacdes anteriores, obtém-se finalmente:

:F(_ip == Tao + ?Zf(B /\?PO + SEE;B N\ [?aB /\?PO]

U

Tdp=Tdp+ Td° A(P-0)+ Ta® A[Ta® A(P-0)] ]| (8)

» Observacgoes:

» As Eq. (7-8) sdo equacdes vetoriais, e, como tal, invariantes com
o sistema de coordenadas  utiizado para expressar
algebricamente os vetores envolvidos.

= Dessa forma, para efeito de célculo, os vetores presentes nessas

equacfes podem ser expressos em qualquer sistema de
coordenadas conveniente.

Dados "d,, Yw® e T&?, a Eq. 8 permite
calcular a velocidade de qualquer ponto P € B.
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Aceleracoes

Tdp="do+7a® A(P-0)+ Ta® A[T@® A(P-0)] | 8

- / - /

F— . ~ . F— . ~ ,
( ap/o)t : aceleragdo tangencial ( ap/o)n. acelerac&o normal (centripeta)

F—
, Trajetoria Fonte: adaptado de [1].
P Trajetoria 7 de P
3 de 0 '
- J Movimento plano = Translacdocom O + Rotacdo em torno de O
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A Exercicio (P2—-Q1-2018)

Questao 1 (3,0 pontos). A figura ao lado representa, de maneira Y

simplificada, parte do mecanismo de acionamento da pa de um tra- L L
tor/escavadeira, em que as articulacoes fixas A e D servem de vinculos
para duas hastes rigidas AB e CD, ligadas através de articulagoes em
B e (' a pa. No instante mostrado, sao conhecidas a velocidade angular
da barra AB, & = —wk, a velocidade angular da pA, %E e as dimen-
soes da barra AB e do segmento BC' em func¢ao do parametro L. Com
base nestas informacoes e utilizando o sistema de coordenadas Axyz,

determine: |

a) a velocidade do ponto B, vp; b

b) a velocidade do ponto C, v D

c) a relacao entre as cotas a e b de modo a garantir a condigao de corpo ¥ a

rigido para a barra C'D. a -

Calcular dg e d,
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 Eixo Helicoidal Instantaneo

» O Eixo Helicoidal Instantaneo (EHI) corresponde ao lugar geométrico dos pontos
de um corpo rigido com velocidade minima num dado instante de tempo.

» Considere um corpo rigido B que se move arbitrariamente no espago com
velocidade angular Y@? em relacdo a um referencial fixo F.

» A determinacédo do EHI pode ser realizada por analogia com a definicdo de Eixo
Central, considerando a similaridade algébrica entre a formula de mudanca de
polo e a expressao do campo de velocidades de um corpo rigido.

Mp = Mg+ RA(P—0) M o v -
= —\L/, e Plang ijef;rlfBo
oo =T+ T@® A(P-0) R o w Vo por("Fo. ")
. ~ . / “Jgh
» Por analogia com as expressodes do eixo central, para E € EHI : @/7/5
0 /
o AGH
F> F->B\ F-B F=B A Fo AL e —b 3
U * w w w /\ vO o NAw /F A,u)
Fop =Tl = Fp_ =2 E=0+ +17a6%, 2 /
V= "0Up = "D = — — W, eER 1312
o0 ( |7 | >II T | |7a® |
() (10) e
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 Eixo Helicoidal Instantaneo

» Fisicamente, em cada instante de tempo (ato de movimento instantaneo), os
diferentes pontos de um corpo rigido executam os seguintes movimentos:

= P € EHI: movimento de translacéo pura igual a *#,,;, na direcéo do EHI;

= P ¢ EHI: movimento de translacéo na direcdo do EHI + rotacao em torno
do EHI

Ato de movimento helicoidal instantaneo. ERT

T]})P = Tﬁmin + FGB A (P —E), E € EHI | (11) sSe adirecdo de “@” permanece constante, <
'/

Plano definido
—Vf por (Foo, F@?)

0 CR realiza movimento de hélice. \

» O EHI é paralelo a Y@?, logo sua direcdo em geral varia no tempo. 4 u
.9

s . ~ - . 0 /
> Em geral, tanto o médulo guanto a orientacdo de *4..;.. variam no tempo. g A -~
min W e 3
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A Exercicio (P2—Q1-2012)

QUESTAO 1 (3,5 pontos) — No instante mostrado na figura, a
posicdo do cubo de aresta L é tal que OD é paralelo a i , ON

L — B, v E L, H
¢ paralelo a j e OFE ¢ paralelo a k. Nesse mesmo instante ~ ‘7‘ K
sdo conhecidas as velocidades dos vértices D, E e N (ver l / y "B
quadro ao lado da figura). Os versores 7 , J , k sdo fixos. o
Para o instante mostrado na figura: B L )
a) Usando somente a propriedade fundamental da cinematica vp =+ —vk P
do corpo rigido, determine a velocidade v, do ponto O. Vp=+vi =V ’,’
b) Determine o vetor de rotacdo ® do cubo. By = T VR ,, O

c¢) Localize graficamente o eixo helicoidal instantaneo e diga - -
qual é o ato de movimento do cubo. D\ ’
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5y (D=0) =7y (D= 0)= ypd +v, ] +vot | LT =41 —vk )- LT = v, =0
o (N=0) =y -(N=0) = (v +voy j +v6k ) I = (v +vE)- Lj = v, =0
Vo -(E—0) =7 (E-0)=> [vori +vg,) +vok | L = (+3i —1j )- Lk = v, =0

Portanto: [¥, =0](1.0)

b)
vy =V, +@n(D-0)= [+ v - 1-1_5): 0+ (w_f+ wj_} + a;:,-';);\ Li =] —vk = —a)_,‘L,-'_(»+ w.Lj
Portanto:
1’
0= (0.5)
"lJ
@ =—
- L

Ve =V, +@A(N-0)= (—vf+1-uf_r'):5+(wff+%}'+%§)x\£} = —vi +vk = 0, Lk —vi = o, :% (0.5)

(0.5)

Resultando em: é}:%(? +j+ I;)

¢)

Como a velocidade do ponto O € nula nesse instante, ele pertence ao eixo helicoidal instantineo. Como esse eixo €
paralelo ao vetor de rotagao, observa-se que o eixo helicoidal instantaneo passa pelos pontos O e B (reta azul desenhada

na figura). Observa-se também que o cubo tem ato de movimento de rotacdo. (0.5 - localizacao grafica)
+(0,5 - ato de movimento)

18/09/2024
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J Movimento Plano

» Considere um corpo rigido B cujos pontos se movem em planos
paralelos a um plano fixo 7, com velocidade angular *&?® e aceleracéo
angular *@®? em relacdo a um referencial fixo F.

» Como cada ponto (A’) do corpo possui um movimento idéntico ao
ponto correspondente (A) no plano m, entdo a cinematica do corpo pode
ser analisada a partir do movimento dos pontos no plano .

» Caracteristicas do movimento plano:

=  7%P = wk (outras componentes removeriam o corpo do plano).

Movimento plano geral de um corpo rigido.

= EHI é sempre ortogonal ao plano do movimento, pois *&@? || EHI. Fonte: adaptado de [1].

- F

vg = 0 para E € EHI, caso contrario o ponto ndo permaneceria no plano.

= 0, pois, ho movimento plano, “#, L Y&@® para

A todos os pontos do corpo (* %, Il )
- (Tﬁo.}"aB) ﬂ:afB _6
IFa® (| /" a® |
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J Movimento Plano

» Portanto, o ponto de interseccao do EHI com o plano do movimento possui velocidade instantanea
nula, e recebe 0o nome de “Centro Instantaneo de Rotagao” (CIR), i.e. *¥cr = 0.

» O CIR corresponde a um ponto do plano do movimento em torno do qual todos os pontos do corpo
realizam movimento de rotac&do pura em um dado instante (ato de movimento instantaneo).

» Em um dado instante de tempo (ato de movimento instantaneo), todos
0s pontos do corpo realizam movimento de rotacdo pura em torno do

CIR com velocidade angular F&@? = wk.

» Propriedades do CIR:
Movimento plano geral de um corpo rigido.

= NA&o coincide, necessariamente, com algum ponto do corpo (o CIR nédo é Fonte: adaptado de [1].
um ponto material);

= Sua velocidade é sempre nula, i.e. “U¢R = 0;

= Sua aceleracdo nao €, necessariamente, nula;

» Em geral, sua posicao no plano varia com o tempo;

» Definido apenas para movimento plano (2D) com rotacao.
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J Movimento Plano

» Determinacdo do CIR (método analitico)

= O CIR pode ser determinado analiticamente através da aplicacdo direta da equacdo do campo de velocidades
de um corpo rigido: -

= 0, pela definigéo de CIR

F F F B
Vp= "Ver + "w~ A(P—CIR .
P CIR ( ) F%p L (P — CIR)

Fs _ F-B 9 o ,
Up="@ A(P—CIR) | *¥p|| o distancia de P até 0 CIR 3 (‘

Rotacao pura em torno do CIR

= Portanto, conhecendo-se (7, 7@® ) ou (¥3p,, "¥p,), é possivel determinar
algebricamente a posicao do CIR.

Determinacao analitica do CIR e ilustragdo de que

» Entretanto, o CIR pode ser determinado mais facilmente através de métodos _ _
todos os pontos do corpo realizam movimento de
F—B

geometriCOS. rotacdo pura com velocidade angular “w” em
torno do CIR. Fonte: adaptado de [2].

18/09/2024
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J Movimento Plano

» Determinacdo do CIR (método geométrico)

CIR Apenas as direcbes das CIR As direcdes e magnitudes das
velocidades sao suficientes velocidades sdo necessarias

Casos de determinacdo geométrica do CIR. Fonte: [1].
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J Movimento Plano

» Determinacdo do CIR (método geométrico) i pllonce an, ity
V L .

| . ! C_.iR1 ! -
R 1

I
1
I
I
!
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A Exercicio (P2—Q1-2006)

1* Questiao (3,0 pontos) O disco de raio R gira em torno de
seu centro fixo O, com velocidade angular o constante. A
barra esta articulada ao disco em A. No ponto B existe um N
cursor pivotado que envolve a barra. Para o instante R
representado na figura:

a) determine, graficamente, o centro instantaneo de rotagdo da
barra;

b) calcule a velocidade e a aceleragdo vetoriais do ponto A;

¢) determine o vetor de rotagio Q da barra. (<

r’ ~.}
!‘H,l

3R
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Solucio: B

a) Notar que, devido ao cursor, a velocidade - _
do ponto da barra em B € na direcéao do : AV
eixo da barra. Considerando a direcdo da R b
velocidade do ponto A, observa-se que o
ponto C € o CIR da barra. (1.0) C D

b) Calculo da velocidade do ponto A4:
V,=V,+0n(4-0)=¥,=0+0k ARi =[5, =wR j| (0.5)
Calculo da aceleragio do ponto A:
i,=dy, +on(4-0)+anr(@r(4-0)=a, :6+6ARF+mEA(mEARE)
a,=—w Ri| (0,5)

¢) O ponto 4 também pertence a barra, e usando o CIR temos:
v,=Qd=wR,onde d=a+3R

Pela semelhanca entre os triangulos 4BD e BCD, temos que % = % =a= % , logo:

Q(§+3R]:mR:>Q:%m, e, observando a figura, [ = =0 k[(1,0)
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A Exercicio (P2—Q2-2008)

Considere 0 mecanismo mostrado na figura. A barra BC estd articulada em C. A barra AB estd articulada
a barra BC no ponto B e possui um rasgo por onde pode deslizar sobre o pino fixo D. O vetor de rotacdao

da barra BC é o= aJlE , com @, constante. No instante mostrado na figura, determine:

(a) O CIR da barra AB, usando o
método grafico.

(b) O vetor de rotacao @, da barra AB

e a velocidade v, do ponto A.

(c) A aceleracdo ay do ponto B.

Em um instante posterior ao mostrado na figura, onde o vetor de rotacdo @, da barra AB € nulo,

determine:
(d) O angulo ¢ formado entre o segmento AB e a horizontal. Desenhe 0 mecanismo nesta posi¢ao.
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Como na posic¢ao indicada a velocidade de B é perpendicular (1,0)
a barra AB e a velocidade do ponto da barra que coincide

. . . o . CIR da barra AB=D
com o pino deveria ter a direcao da propria barra, pois esta

desliza sobre o pino, a tinica condi¢do que ndo c N B D_ A

viola a propriedade fundamental de corpo o—] Y T8 )

rigido da barra é que a velocidade do ponto da 4 T NG

barra que coincide com o pino, na posi¢do mostrada na figura, deve ser nula e assim este € CIR da barra.
- _ = = < R ~ R -
v,=0,A(B-D) = oRj=okal-Li) = 0, =0 = 2|0 =0, k| 0.5

-

VA=E)2A(A—D)=—m1%EA(LT) —~ v, =-oRj| 05

d, =d. +® A(B-C)+ 0k Ak A(B-C)|=0+0+0kalkaRi] = [@, =-0’Ri| 0.5

—

Quando ®, -0 = Vg =V,. Sabendo conforme acima que v L CB e que /) BA, graficamente:

¢ = arcsen (0,5)
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J Movimento Plano

» Rolamento sem escorregamento (ou rolamento puro)

= Dois corpos rigidos B; e B, rolam entre si quando uma sequéncia N
continua de pontos de um corpo esta em contato permanente com
uma sequéncia continua de pontos do outro corpo.

» Nestas condicbes, a cada instante de tempo, um ponto P, da
superficie de B; esta em contato com um dado ponto P, da superficie
de B,.

Tangente comum (t)

= Condicao de rolamento puro:

Normal comum (n)

F=> _ F= F= _Q
UVp, = Up, = vrel—O (12) n

= Em geral, a aceleracao relativa entre os pontos em contato ndo é
nula. Como 0s pontos em contato variam continuamente, a
aceleracao relativa entre eles deve ser nao nula para que tal variacao
seja possivel.
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J Movimento Plano y

» Rolamento sem escorregamento (ou rolamento puro) |

= Um caso especial de rolamento puro € o de um disco/cilindro que rola
sem escorregar sobre uma superficie horizontal fixa.

= De acordo com a condic&o de rolamento puro, é possivel afirmar que o
CIR do disco/cilindro coincide com o ponto de contato do mesmo com
a superficie horizontal fixa:

- Condicao valida para cada instante do movimento

Fs _F=3 (o . —
Upy, = Vpg = 0 - PD =CIR . O CIR do disco varia com o0 movimento

= Fisicamente, a cada instante, todos os pontos do disco/cilindro realizam
movimento de rotacao pura em torno do ponto de contato (CIR).

= Em outras palavras, € como se o disco/cilindro “instantaneamente tombasse”
em torno do ponto de contato.

= Portanto, o que permite o rolamento puro € a existéncia de uma forca de atrito
estatico entre o disco/cilindro e a superficie na interface de contato que
impede a ocorréncia do deslizamento.
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» Rolamento sem escorregamento (ou rolamento puro)

= A velocidade do centro do disco/cilindro é obtida diretamente pela
expressao do campo de velocidades de corpo rigido:

Centro instantaneo de rotacédo de campo de
velocidades de uma roda de bicicleta. Fonte: [2]

= 0, pela definigéo de CIR

T’BO = TI})CIR + ?52) N\ (O - CIR) = —(UR/\ RI TT_])O = (,()RT (13)

= A aceleracdo do centro do disco/cilindro & obtida derivando no tempo a
equacao acima, e considerando que o versor i hao muda de direcao:

N dv . e - o 2
F - « | Tdg =Rl | (14)

= Por fim, aaceleracdo do CIR do disco/cilindro é obtida pela expressado do campo de acelera¢des de corpo rigido:

TC_I,)CIR = TC_l)O + TC_X)B A (CIR - O) + TJD A [TBD A\ (CIR - O)] TﬁCIR _ 6
Facr = ORI+ (—oK A —R]) — wk A [-wk A —Rj] = 0RT — @RI+ w?R] = | Tdggr = w?R] |(15) | “der#0
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Figura 3: Sistema composto de uma barra AB e dois discos

Os discos de raios R; e > rolam sem escorregar e o disco de raio Fs esta sempre em
contato com a parede. E conhecida a velocidade angular w, (constante) do disco de raio
R,. Em funcao de wy, #, L, R, e Rs, calcule:

a) A velocidade vz do ponto B.
b) A velocidade angular wg. da barra BC e a velocidade . do ponto C.

c¢) A velocidade angular ws e a aceleracao angular w, do disco de raio Rs.

d) As aceleracoes d. do ponto C' e d.;x do CIR do disco de raio Rs.
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b) Barra AB

Ve =Us+&pc N (C—B) = UCE = wlngﬂ— wBCﬁ_c’/\ L (cos 9;+ Sin 6’5)

0=wi R —wgcLsinf N _wily (0.5)
Ve = Wy L cosl “Wee = T e
¢ = Wae Lsinf
Figura 4: Movimento dos trés sélidos
a) Disco B
_ wiRycosf (0,5)
L . ; Vo= ————F— 7 ), 5
= =\-\f4+ \_uil-’ ANB—-A4) = Ty =w Ry i (0,5) S111
(_i —.'.U]_E le
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4 Exercicio (P2—0Q2-2004) ) Diseo €

- - - wi Ry cosé _
= ANC-D) = =" 0,
Ve 3}34"' éiZ_i ( ) Wa RQ sng ( J)
0 —wo k —Roi
de *W]Rlé
Wo = —— =
? dt Rysin? 6
como
. _ 2R2
0=wpe = Dy = AT 0,5
e 2 RyLsin®6 (0.5)
d) Disco C

dv. —wiR}- _

drn = — = 0.-:)

te dt Lsin? E?J 0.5)

e
@p=Ge+ @y A(D—C)+ @A A (D - C)
252 2 2
- —wi Ry - wilki - - w1 Ry cosl~ |w Ry cosf~ -
= kA k g
27 Lsin® 93 R,Lsin?6 ftai + Rysinf Rysind N fiat

wiR3 cos® 0

- i
Rysin® 6

5327
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A Exercicio (P2—Q1-2000)

(3,0 pontos) Questiio 1 - O vagonete da figura tem velocidade vi e aceleragdo a i, e é sustentado por trés discos

de raio r. O disco B estd em contato com o chdo e o vagonete. Todos os discos rodam sem escorregar sobre as
respectivas superficies de contato. Determinar:

a) O CIR dos discos A, Be C. L}
b) Os vetores de rotacdo dos discos g

A BeC. —Pp
c) Os vetores aceleragdes angulares _

dos discos A,Be C. - — - - AV J
d) As aceleragdes dos pontos 4, Be ; J-1-% [

C, que sdo os centros geométricos
dos discos A, Be C.
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A Exercicio (P2—Q1-2000)

Disco A Disco B Disco C
a)
b)| - - -
) vV, = Vi Vp = Vi Vg =Vi
= = =
v, =0, kxrj=—ori V=0, kx2rj=—wy2ri Vv, =0 .kxrj=—o_.ri
. v - - v - = vz
o, =——k Wz =——k 0.=——k
r 2r r
o) | _ V- _ v - - V=
w,=——k= W, =——k = 0. =——k =
r 2r v
- a - - a - - a -
7 S &, =2k
A B C
r 2r r
vV, =vi= o=y hxrf=—ri=Li=| Ve 0 (constante) =
— i 2r 2 -
a,=ai a.=0
— a—
ag=—i
2
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A Exercicio (P2—Q3-2014)

QUESTAO 3 (3,5 pontos). A barra AB ¢
articulada em A4 ¢ o ponto B escorrega sobre o
plano. O disco de centro O e raio R rola sem
escorregar sobre o plano, com velocidade angular

-

@ = —m k constante. Pede-se determinar:

a) graficamente o CIR do disco e o da barra;
b) a relagdo entre os angulos ¢ e 6;

¢) o vetor de rotacdo €2 da barra;
d) a velocidade vetorial do ponto B; /
¢) a aceleracao vetorial do ponto A;

f) os valores de @ para os quais a barra tem um ato de movimento de translacgao.

Obs.: utilize os versores i, j,k indicados.
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Tay — — a) graficamente o CIR do disco e o da barra: (0,5 ponto para cada CIR)
D EXEI’C ICI0 (P2 03 2014) O ponto C da figura abaixo indica o CIR da barra.

O CIR do disco ¢ o ponto de contato K.

(0,5 +0,5)

b) a relacdo entre os angulos @ e 6:
A relacdo entre sing e cosf € encontrada por inspecdo da figura.

Lsing@ = R + RcosB | (0.5)
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A Exercicio (P2—Q3-2014)

c) o vetor de rotacdo Q da barra:

Pela figura, G=-0k= ('pic'* Derivamos a relagdo geométrica obtida no item b, para obter

Lpcosp = —ORsin0

: . —wRsinb = —wRsind
Também da figura, w = +6. Dai: |(p = eoss ) = leose k (0,5)

d) a velocidade vetorial do ponto B:
A velocidade do ponto B (vg = va) pode ser encontrada usando-se a propriedade fundamental dos
solidos. Note que a direcéo e sentido do vetor A — B é (cosq)_f + sin@f).
Vpo (COS(pf + Sin(pf) = vao (costpf + Sin(pf) (1)

A velocidade do ponto A é calculada pela Formula Fundamental da Cinematica (Poisson):

T, =—-wkA(A—K) => T, =—Rwsinb]+ Ro(1 + cos0)? )
De (1) e (2), obtemos:

vg = R(1 + cosB)w — RwsinBtang

Dai: [z = Rw[(1 + cosB) — sinbtanoli | (0,5)
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A Exercicio (P2—Q3-2014)

e) a aceleracdo vetorial do ponto A;
Como a aceleracdo do ponto O é nula e a velocidade angular do disco é constante, a aceleracdo do
ponto A € obtida simplesmente por

ax = B A[®A(A—0)] = —w?R(sinbi + cosdj) | (0,5)

os valores de @ para os quais a barra tem um ato de movimento de translacdo.
p q ¢
Para translagdo, basta encontrar 0 € [0,2m[ que satisfaz v, = vg.

Imediatamente vemos que |0 = 0ou 8 = m. | (0.,5)
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Conteudo

Motivacao e Objetivos

Referenciais e Sistemas de Coordenadas

Definicao de Corpo Rigido

Tipos de Movimentos de Corpo Rigido

Propriedade Fundamental da Cinematica de Corpos Rigidos
Diferenciacao de Vetor e Referenciais

Diferenciacao de Vetor de Modulo Constante e Velocidade Angular

Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

© 0o N o bk WD PE

Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos
10. Eixo Helicoidal Instantaneo

11. Movimento Plano

12. Composicao de Movimentos
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d Composicao de Movimentos

» Motivacgao

Inicialmente, o suporte § e o0 disco D constituem um
unico corpo rigido que se move em relacdo a F. Ou
seja, D nao rotaciona em relacéo a S.

O sistema de coordenadas Oxyz € solidarioa §.

A velocidade e aceleracao do ponto P € D em relagao
a F podem ser calculadas diretamente utilizando as
expressdes dos campos de velocidade de aceleracéo
de corpo rigido (Eqgs. 7-8).

Se o0 disco passa a rotacionar em relacdo a §,
como a velocidade e aceleracéo do ponto P € D em
relacdo a F podem ser calculadas?
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d Composicao de Movimentos

» Considere um corpo rigido B que se move arbitrariamente no rop T@?B
espaco com velocidade angular Fw? e aceleracao angular Fa® ) @ 5\
em relagao a um referencial fixo F. T 'ﬁ‘w :\, N\
)28 A
> Seja os sistemas de coordenadas F = {Q;1,J,K} e B = {B;i,], k} 7 >‘n T /
solidarios aos referenciais F e B, respectivamente, e um ponto i~ \\H__,,fz

O € B arbitrario.

2 | -~
A B
& "o
» O vetor posi¢céo de uma particula P(t) que se move no espaco, \ @@ j_—" K
iIndependentemente de F e B, pode ser escrito como segue: € ¥ T -
%, sa
?p — 1_")0 + ?po (16)
Tp vetor posicéo de P(t) expresso em [F

vetor posicdo de O € F expresso em F
vetor posicéo de P(t) em relacdo O expresso em B

=
Q
I
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» Composicéao de Velocidades

F—-B
. F2B T W
= Derivando a Eq. 16 no tempo em relagcao ao referencial F, tem-se: P& o 5
F ;- F - F - F - niﬂ e o i‘%‘\ -
drp dro drpp £, N drpp Como 7p € 7, Sd0 expressos em F, entdo: 3 ?{J £
—_— = =PV —_— F o= F o=
dt dt dt 0 dt @ _ Fyp,e Yo_ Tp
\ ) dt dt
= "3, = 73,

= Como 7py € expresso em B, o segundo termo da direita pode ser calculado
utilizando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eq. 5):

T‘

— B ,—
drpo _ drpo

= + 7@ ATpp = PV + TW® AT (17)
dt dt PO p PO
B— Bd?PO g . e 3
= “vp # 0, pois a particula P(t) pode se mover em relagéo a B.

dat

=  Finalmente:

F— B— F— F—B - — — — —
Vp= "Up+ Vot @ ATpg =20, + TV, + T@P A(P-0) | (18)
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d Composicao de Movimentos

» Composicéao de Velocidades

"Bp = Pop + T+ T6® A(P—0) | (18)

| | !

Velocidade de Arrastamento

Velocidade Absoluta Velocidade Relativa _ N
Velocidade de P(t) em relagao a Velocidade de P(t) em relagdo a Velocidade de R(t,) em relagdo a um
o S observador solidario a F, como se
um observador solidario a F. um observador solidario a B. . . .
P(t) estivesse rigidamente fixo a B.
— — —
v = v
Paps Prel + Parr

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 18/09/2024



PME=

Departamento de Engenharia Mecanica

d Composicao de Movimentos

> Exercicio . . . «
= Disco D rotaciona com velocidade e aceleracdo angulares w e a

2] em relac&o ao referencial fixo F.
= Particula P se move com velocidade vi em relacéo ao disco D.

» Calcule a velocidade e aceleracao absolutas de P.

—

v

Referenciais: Fixo (F) e disco (D)

Sistemas de coordenadas: F = {0;1,J}, solidario a F
B = {0;1i,j}, solidario a D
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d Composicao de Movimentos

» Composicao de Aceleragdes

= Derivando a Eq. 18 no tempo em relacao ao referencial F, tem-se:

dt P dt P dt 0 dt PO
\ Y ) \ . \ . ) \ y J
= "dp (1 = "4, (1)
F F
- %(Tﬁp) ="dp e %(?%) = %d,, pois "9, e 79, sdo expressos em F.

= Aplicando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eq. 5) ao termo (1), tem-se:

F B
d — d — — — — — —
(I i "p) = a(va) +7@" A Up = Tdp + Tw” A TYp (20)
N
- g,
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» Composicao de Aceleragdes

= Desenvolvendo o termo (ll), tem-se:

Td r g " d F—B o d
(1) E( @ ATpp) = E( @ )ATpo+ @ A E(rpo)

= Aplicando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eg. 5)
as derivadas remanescentes, tem-se:

—(Pa®)= —=(a®)+7@" A Tw® =7ad” —(Fpo) = "Vp+ @ ATpy (verEq.17)
dt \dt )\ ) dt
Y Y
= 7B =0

= Substituindo as derivadas acima no termo (Il), obtém-se:

F F=B = F—B B= F—B = F=B = F—B B F—B F—B =
E( w /\rpo)z a /\rpo‘l' w /\[ vp+ w /\rpo]z a /\rp0+ w AN vP+ w /\[ w /\rpo]

= TaP ATpo + Ta® A PBp + T@® A[T@® ATp]| (21)
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» Composicao de Aceleragdes

A
» Finalmente, substituindo as equacodes (20) e (21) em (19), tem-se:
Tap = Pdp+ Tdp + Td® ATpo + Ta® A[T@E ATpo] +2(T@® A PTp)

Tap="dp+ Tdp + T&® A(P-0)+ T&® A[T@® A(P-0)]+2(T@® A PBp)

» QObservacoes:

= As Eqg. (18-22) sdo equacdes vetoriais, e, como tal, invariantes com a base de vetores utilizada para
expressar algebricamente os vetores envolvidos.

= Dessa forma, para efeito de calculo, os vetores que compfem essas equacfes podem ser expressos em
gualquer base vetorial conveniente.

= A velocidade e aceleracdo de um ponto com relacdo a um dado referencial podem ser representadas (ou
expressas) em uma base vetorial fixa em outro referencial.
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» Composicao de Aceleragdes
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Fadp = Zaip + Tdp + Ta@® A (P—0) + 7@ A[T@P A (P - 0)] +2(°@® A BB) | (22)

A\ 4

|

3

3

Aceleracao Absoluta

Aceleracdo de P(t) em
relacdo a um observador
solidario a F

Aceleracdo Relativa

Aceleracdo de P(t) em
relacdo a um observador
solidario a B

Aceleracao de Arrastamento

Aceleracdo de P(t) em relacdo a um
observador solidario a F, como se
P(t) estivesse rigidamente fixo a B

Aceleracéo de Coriolis

Componente da aceleragdo de P(t) associada a variagédo
da magnitude e direcdo de (P — 0) em relagdo a F.

ﬁ
aP abs
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d Composicao de Movimentos

> Exercicio . . . «
= Disco D rotaciona com velocidade e aceleracdo angulares w e a

2] em relac&o ao referencial fixo F.
= Particula P se move com velocidade vi em relacéo ao disco D.

= Calcule a velocidade e aceleracao absolutas de P.

—

v

Referenciais: Fixo (F) e disco (D)

Sistemas de coordenadas: F = {0;1,J}, solidario a F
B = {0;1i,j}, solidario a D
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A Exercicio (P2—Q3-2012Reof)

QUESTAO 3 (3,0 pontos): Uma peca rigida ¢ formada pelas barras
AB, EO e OM, sendo sustentada por mancais em A ¢
B. No instante mostrado, ¢ conhecido o modulo da
velocidade angular, @ (constante), e sua orientacao
espacial, conforme a figura. No mesmo instante, a
luva F desliza em relagdio a barra OM com
velocidade de moddulo constante V. Sdo conhecidas
todas as dimensdes indicadas. Utilizando o sistema
de coordenadas Oxyz solidario a peca pedem-se, para
este instante:

(a) expressar o vetor velocidade angular, @, em
fun¢do dos parametros fornecidos;

(b) as velocidades absoluta, relativa e de
arrastamento de F;

(c) as aceleracdes relativa, de arrastamento e de
Coriolis de F.
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d Exercicio (P2—Q3-2012Reof) De oo com a fgur,

1 - ~
SOGT—40)

o=

(b) 1 ponto

VE =Vp, V.

1T;F,r:lr/;:;

_ o S
Vil =V +aJA(F—E):0+§aJ{3j—4k)A[ai —3aj]

“ 107 v 47 + 3k
TEN.

1I’F‘al -

(c) 1,5 pontos

dr,=dz+@OANF-E)+@A|[@r(F-E)

ar ., :6+6+ém(3} —4k) A[ém(sj —4k) ,«\(aF—z,a})]

qlf*arz(7a_~)(oza[~_~_*]

ap ., =—w3j—4k) n| ——\12i +4j +3k)|=———|-25 +48; +36k
5 5 25

dpc =20AT;, :2%1@(3}—4,?}');@/?

- 2wV —- =
aF.C :?(—4_{ —3k)
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d Composicao de Movimentos

» Composicao envolvendo dois corpos rigidos

= Considere agora que P é um ponto rigidamente fixo a um outro corpo rigido
C que se move arbitrariamente no espaco com velocidade angular Zw® e

aceleracdo angular Z@® em relagdo ao corpo rigido B.

= O corpo rigido B, por sua vez, se move arbitrariamente no espaco com

velocidade angular *w?® e aceleracdo angular “@® em relacdo ao referencial
fixo F.

= O vetor ¥py = (P — 0) é um vetor fixo a €, sendo que o ponto 0 néo precisa,
necessariamente, pertencer a ambos os corpos. Note que, em geral, *&® e
Fa‘ n&o sdo conhecidos a priori.

= Nestas condicbes, o corpo rigido B é denominado referencial movel (ou nt B
intermediario) e, em geral, todas as grandezas vetoriais sS40 _expressas no KT N
sistema de referéncia B = {B;i,j,k} solidario a B. A B C

[ - .
= Os campos de velocidades e aceleragcdes podem ser calculados utilizando as MoV MON.

Egs. (18) e (22), com atencdo especial para as definicdbes de movimento

_ PR THMENTD  RELATWO
relativo e de arrastamento. —— —
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d Composicao de Movimentos

» Composicao envolvendo dois corpos rigidos

Movimento relativo: movimento de P em relacao a B.

B, + Pa“ A(P-0") |0 €c

vPrel = vP

dp.,, = "dp = Pdy + Pa° A(P—0)+ P&’ A[P&C A(P-0)]

Movimento de arrastamento: movimento de P em relacdo a F, como se Be C
fossem um corpo rigido Unico que se movesse em relacéo a F.

— F—

= 7B, + Tw® A (P -0)

Parr 0 E B
— — — — — = -
aparr=TaO+TaB/\(P—O)+TwB/\[TwB/\(P—0)] npS BW)
E-—l—.__\tf"_-"\.\
No caso de 0 = 0', #\ 'BF_ C
. = - — — — 2 -~ F. .
= “Acoplamento” dos movimentos: alencao que: VPaps = VPrer T VPgyr M MOV
F= B - - - - ON- :
Vo # Vo a =a +a +a —_— ——
— _ F—B ‘B— _ — — P b P l P PC
Gpg,, =2(7@" A Vp) = 2(@arr ATp,,) Fay + Pd, — (20;) ARRNSTAMENTD  RELATWNO
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d Composicao de Movimentos

» Composicao envolvendo dois corpos rigidos

» Composicao de velocidades angulares

?66 — Ba@ + IFaB (24)
Waps = Wype T Wgpp

» Composicao de aceleragfes angulares

Td Fd Fd
FC F—C B—C F—B
a = —\"w )= (o )+ -
Bd Bd
— _(Bw@)+ TZ;B A BZ;C’ + —(TZ))B) + TZ))B A TE;B hm'ﬁ E'\ﬁ't’
dt \dt ) \ ) e~
' 3oc Vg Y T
- - =0 A B €
F.._ -F ‘
"d¢ ="a° +7a" + Tw® A Pw” | (25) Mov. | MOV
! ! ! N L ARRRSTAMENTD  RELAT VO
Uaps = Qpep + Agpyr T Acom Ugps = Cypel T Agryr + Wy N Wy T
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A Exercicio (P2—Q3-2012)

QUESTAO 3 (3,0 pontos) — No mecanismo mostrado na
figura, o segmento 04 ¢ fixo, e a barra OC, de comprimento
L e perpendicular a OA, possui vetor de rotagdo @ =@k
(constante) em relagdo a um referencial fixo no solo. O disco,
de centro C e raio R, contido no plano Oyz, possui um vetor
de rotagio @, =w,i em relagio a barra OC, sendo w,
constante. O sistema de coordenadas Oxyz € fixo na barra OC.
Considerando a barra OC como referencial moével, e o
instante mostrado na figura, quando CP ¢ paralelo ao eixo
Oz, determine:

a) as velocidades relativa (vp ., ), de arrastamento (Vvp . ) €

absoluta (vp ,, ) do ponto P.

b) as aceleragdes relativa (ap ., ), de arrastamento (dap ., ) €

absoluta (ap ., ) do ponto P.
¢) o vetor de rotagdo absoluto (@, ., ) € o vetor aceleragdo

angular absoluto (&, ) do disco.
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 Exercicio (P2-Q3-2012) B TR ONT T gy
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vP,reF i'e!' vP‘re}' -

L _ - (0,5)
Vo =V + @, A(P—0)=0+ a3k AlLj +RE)=(v,,, =-Li
{;P.abs = {;P_rsf + {;P,an'
= Ve =—@Li ~@Rj| (0.5
b) \
aP.mJ‘ =a rsf A (‘P C) + iw [ ref A (P - C)]
ap . :6+6+axzs_" Alaz_,f AR};I:} Ap,g = ~w’Rk

0.5

aPﬂFT_ao+aniA(P 0)+w A[ an A(P_O)] > ( )
dp, =0+ 0+ ak A l(qE A(Lj +R§)J:> Gy, =—a L]
- - - - J
aP,r.rb.s = aP.mf +aP,ﬂJ"i' + aP,Cor
C_;;P,Cm' 2&)‘1” A1P f_za}lk’t\( }a}) PCr:u' 20‘5(07}{? (055)
= aP,abs = 20‘5&}2}2; - Q{EL} - ﬂl;RE
<)
a_jD,abs = EJD,WJ‘ + @D,aw = EJD.abs = a‘lk + ﬁ')ll (0-5)
&D.ab.s = aD,mf + &D.an' + (;}D_arr A ﬁ_':’J‘D,rwef = 6+ 6+ a‘]_l;:; A ng = &D,abs = a)l (02; (0'5)
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A Exercicio (P2—Q3-2006)

3* Questao (4,0 pontos) No mecanismo mostrado na figura, o
ponto O ¢ fixo, € a barra OD, de comprimento L, possui vetor de zA

rotagdo @ = k (constante) em relagcdo a um referencial fixo. O

—

disco de centro A e raio R possui vetor de rotagdo & ~o.k €

—

vetor aceleragdo angular &, =a,k em relagio a barra OD. O

ponto A possui velocidade v =vk (constante) em relacdo a barra

OD. O sistema de coordenadas Oxyz ¢ fixo na barra OD ¢ o vetor
(P—A) ¢ paralelo ao eixo Oy. Considerando a barra OD como

referencial movel, determine, para o instante da figura,

oy [

a) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do ponto P;
b) as aceleragdes relativa, de arrastamento e absoluta do ponto P; é&
¢) o vetor de rotagcdo absoluto e o vetor aceleracao angular

absoluto do disco de centro A.
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;s = Solucao: )
D ExerC IC I O (P2—03—2006) a) Velocidade relativa do ponto P: ﬂ,m = 643; + @, A(P—A) , onde {5% =vk

v, =,Ri wvk| (0.5)

=V

Velocidade de arrastamento do ponto P:
Definindo (4 — D)= zk , e observando que zk // @, ,
Vp, =V, +@ A(P-0),ondev, =0e(P-0)=Li-Rj+zk=}, =oRi+oLj0.5)

Velocidade absoluta doponto P: v, =v, +v, = v, =(o,+0,)Ri +oLj + vk (0.5)

b) Aceleragdo relativa do ponto P: @, =a, +@, A(P—A)+d, A(&, A(P—4)) .

onde d, =0 e &, =ak =}, =a,Ri+oRi0.5)

Aceleracao de arrastamento do ponto P:

EP_M :ao_;n- +(31 /\(P—O)Jr(f)l /\(Cz_jl/\(P—O)), onde 50_{,,. =0e 031 =0

b, =—0 Li +Rj|(0.5)

—la

Aceleracao absoluta do ponto P:
Gp, =Gp, +ap, +d, ,onde a, =20, AV, =20k A (mzRf+ vk): 200,0,Rj

—|a,, = (0,R— 'L + (0] R+ 0]R +2w0,R)j| (0.5)

¢) Vetor de rotagao absoluto do disco com centro em A:

a)Abs = mre}' + a)Arr = (DAbs = (a)l + mz )k (0"5)

Vetor aceleracdo angular absoluto do disco com centro em A:

mAbx = mre}' + mArr + mﬁ t] Onde mR = mAr'r A mre}' =0 = mAbs = mr'e? = a2k (0"5)
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A Exercicio (P2—Q2-2009)

2* Questao (3,5 pontos) A placa RSTW gira
em torno do eixo RW com vetor de rotagdo ®,

de modulo constante. Sustentado por mancais
solidarios a placa em C e D, o eixo CED possui
vetor de rotagdo ®, de moédulo constante em

relacdo a placa. A barra FH ¢ soldada ao eixo
CED e sustenta, em /, um tubo paralelo ao eixo
CED. No interior do tubo o émbolo F' de um p
cilindro hidraulico desloca-se com velocidade de

moédulo 7, constante em relacdo ao tubo.
Determinar, para o instante mostrado na figura e %
representando os vetores na base vetorial R
solidaria a placa RSTW:

/

a) O vetor rotacdo absoluta Q da peca CDEH,

b) O vetor aceleracio rotacional absoluta Q da peca CDEH,
¢) O vetor velocidade absoluta do ponto /' do émbolo;
d) O vetor aceleragdo absoluta do ponto ¥ do é&mbolo;

Dados: ME =5a; EH =3a; (F-H)=ai
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Resoluciao da 2* Questao

A Exercicio (P2—Q2-2009)

Utilizando composicdo de movimento, sendo a
placa o referencial mével:

Q=0+
Q

mzk + (1)11 0,5)

ol
Il
91

p=at
=

=0+0+

+6) O AD, M
+ o,

{Ol-

kA Ami = Q=m1m2] 1,0

Utilizando composi¢do de movimento, sendo a
peca CEDH o referencial movel:

Ve =V +QA(F-M)=0+ (mj + mzi)/\ (6af + 3a])= 3am,k + 6aw,  —3am, 1

|\7F =(v-3a0,)i +6a0, j + 3amlf<| (1,0

i, =, +QAF-M)+QA[QAF-M)
dp . = 0+ a)lmzj A (6af +3aj) (mﬁ + m,k) I(u)l1 + mak)/\ (6a} + 3aj)J

Ay = —6am o,k + ((011 +w,k ) (3a(01k+ 6a0, j — 3am, 1 )

a;,, =—6amn lt:+( 3am? | + 6am,0,k — 6aw’i —3am? _])
d,,, =—6aw’i—3alo )
a;,=0

A or = 2((011 + mgk)/\ vi=2m,vj

3, = —6a0’i + o,v-3a0 —3al)j|  (1.0)
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