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J Referencilais e Sistemas de Coordenadas -

» Cinematica: descricdo geométrica do movimento e
independente das causas do movimento.

—
>
o

> Referencial: objeto rigido a partir do qual eventos fisicos (e.g.
movimento de uma particula no espaco) sao observados,
“percebidos” ou descritos. Notacao: A, B, C, etc.

(Referencial

B movel)

Ny

8]

> Sistema de Coordenadas: ferramenta analitica utilizada para
representar a descricdo de eventos fisicos (e.g. movimento
de uma particula no espaco) a partir de um dado referencial.

=  Um dado sistema de coordenadas é fixo a um unico referencial
» Definicao de sistema de coordenadas: >

o Origem (e.g., G); ponto pertencente a um dado referencial; 7 : - -
o Eixos coordenados (e.g., Gx, Gy, Gz); © vpe ap: veloc_:ldade e aceleragNao do ponto_P em relacéo a
i . NN F, isto e, a velocidade e aceleracdo de P medidas por um
o Base de vetores alinhados aos eixos coordenados (e.g., {l, i k}); observador fixo ao referencial F.
o Notagdo: B = {G;1i,j,k} _
* Avelocidade e aceleracdo de um ponto em relacédo a um dado
. . referencial pode ser representada (ou expressa) em um
» Referencial # Sistema de coordenadas sistema de coordenadas fixo em outro referencial.
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J Fundamentos de Geometria Diferencial de Curvas

» Geometria diferencial é a “generalizagcdo” da geometria analitica baseada na aplicacao dos conceitos de
calculo diferencial e integral para a analise de curvas, superficies e volumes de formas geométricas
genéricas descritas a partir de equacdes matematica no espaco Euclidiano tridimensional.

As(u)

> Uma curva parametrizada é definida como A(u):I - R3, onde I é um 1® p{u)\d

intervalo ndo vazio de nimeros reais e R®> é o espago Euclidiano To—
tridimensional de pontos, tal que a cada valor de u € I associa-se um m(u) () P(u+ Au)

ponto P(u) € R3.

m(u + Au)
» O lugar geomeétrico dos sucessivos pontos P(u), quando u percorre 1, .
€ a trajetoria (ou curva regular) parametrizada A(u). O parametro u 'y
tambéem é denominado variavel de parametrizagao da curva A(u). a
4

> Dado um sistema de coordenadas cartesianas S = {0;1,], k} solidario
a um referencial F, cada ponto P(u) da curva parametrizada pode ser
localizado pela funcao vetorial:

34

2 4

F(w) = (P(w) — 0) = x(Wi + yw)j + zwk | (1)

Trecho de uma montanha russa com
trajetoria horizontal helicoidal. Fonte [2].
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J Fundamentos de Geometria Diferencial de Curvas

» Comprimento de arco: o comprimento de arco de uma curva parametrizada A(u) no intervalo
I = [a, b], é dado por:

ds = |[dF@)|| As(w)

. . M pw) -

Au—0 = As- [|A7(w)|| No limite: < d7(u) d
0= = IR = 17l /AT b A
(u + Au)
b u
; ,
s, = [IF@llde = s@ = [IF@lds | @ 5
a Ug *

» Uma dada curva A(u) pode ser parametrizada em funcédo do seu comprimento de arco s(u), também
denominado abscissa curvilinea. Neste caso, u € um parametro implicito da curva:

s=fw) > u=f"1s) = Pw) =7(f71() =7(s) | (3)
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J Fundamentos de Geometria Diferencial de Curvas

. .. . s r_ c -
» Triedro de Frenet-Serret: base ortornormal positiva (dextrogira) solidaria | 7_- P canSy
a cada ponto de uma curva parametrizada A(u). A"-z;;’ \ ‘15 =

» Base intrinseca (fixa) a P(u) que determina como esse ponto percorre a =\ B T J,
curva parametrizada perante a variacao de u. f;
_dr i

“ Path

» Versor Tangente: versor tangente a trajetéria em P(u), com sentido
determinado pelo sentido de percurso de P(u) ao longo da curva.

LD 4
T(u)zm — T(S)— ds (4)

= Como 7 é um versor, ||7(w)]|? = T(w) - T(u) = 1. Derivando em relacéo a u:

W W+ TW =0 = T - TW=0 ~| T (W L) | (5

= Um vetor de médulo constante, ndo necessariamente unitario, é
sempre ortogonal a sua derivada. Versores tangente e normal do Triedro

de Frenet-Serret. Fonte [1].
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J Fundamentos de Geometria Diferencial de Curvas

, . : s R c __°
» Triedro de Frenet-Serret: base ortornormal positiva (dextrogira) solidaria n_- =
a cada ponto de uma curva parametrizada A(u). A \

Y

. , . . A
» Base intrinseca (fixa) a P(u) que determina como esse ponto percorre a >\ B T

'l'\.

curva parametrizada perante a variacao de u. /

e s : 5 Path
» Versor Normal: versor normal a trajetéria em P(u), com sentido para X /

o interior da concavidade da curva no ponto (centro de curvatura).

7' (u) . di(s) d?7r(s)
17" @)l - -

n(u) 6) n(w) L 7w

= 7 é associado com a variagdo da orientacdo da trajetoria  Circulos de curvatura
em P(u), que corresponde a variacdo de 7 nesse ponto; { curvatura

| raio de curvatura
= péoraio de curvatura da trajetéria em P(u) [m];

= x=1/p é a curvatura da trajetéria em P(u) [m1], que ;
corresponde a rapidez com que a orientacdo da curva
| curvatura
Varia nesse ponto_ 1 raio de curvatura Versores tangente e normal do Triedro

de Frenet-Serret. Fonte [1].
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J Fundamentos de Geometria Diferencial de Curvas

> Triedro de Frenet-Serret: base ortornormal positiva (dextrogira) solidaria
a cada ponto de uma curva parametrizada A(u).

» Base intrinseca (fixa) a P(u) que determina como esse ponto percorre a
curva parametrizada perante a variacao de u.

S
!

Sl

> Versor Binormal: terceiro versor do triedro de Frenet-Serret em T
P(u), definido por:

r'(w) AT (w)
17" (W) A7 W]

b22ZAR o b)= (7) b(w) L i(w) L Z(w)

» Torcao da curva (y): medida da variacao da orientacdo de b em P(u); mais

precisamente, € a medida da variacdo do plano definido por b e (plano
osculador) em torno de 7.

_db(s) [ A" (W] - 7" (W)

V=g ) S Y E T E e AT @

= No caso particular de curvas planas, y = 0.
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J Fundamentos de Geometria Diferencial de Curvas

» A determinacao do Triedro de Frenet-Serret pela definicdo é trabalhosa
devido, principalmente, ao célculo de 7' (u).

» Dessa forma, dado a curva parametrizada A(u) expressa por 7(u),

pode-se adotar a seguinte estratégia para o calculo dos versores do
triedro:

1) Obter 7'(u) e ||7'(u)]|| para calcular T(u) (Eq. 4.1);
2) Obter 7" (w), 7'(uw) A7"(u) e |7 (u) A7"(u)|| para calcular b(w) (Eq. 7.2);
3) Calcularii = b AZ (Eq. 7.1).
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A Exercicio (P2—-Q1-2016)

QUESTAO 1 (2,5 pontos). Conforme ilustrado na figura, um
\ pequeno anel move-se vinculado a um arame curvo descrito pela

equacao:
(P—0)=7(u)=(cos u+cos 2u )i +(sinu—sin 2u)j +3sin uk
em que u# ¢ um parametro variavel no tempo. O movimento do anel

obedece a le1 horaria u(t) = t/10.
Para o mnstante 7 =10n , pede-se:

(a) o versor tangente ao arame no ponto coincidente com o anel,

35 Anel

descrito em coordenadas cartesianas (utilize a base i, j,k).

(b) a velocidade do anel descrita em coordenadas intrinsecas;
(c) a aceleragdo do anel descrita em coordenadas intrinsecas.

Determine também o0s versores normal e
binormal para o mesmo instante
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D EX e r C |,C | O (P 2—0 1—20 1 6) a) O versor tangente a curva, em qualquer ponto, ¢ dado por:

drx iy dr)" = df‘_— i
— i+—j+—Fk
ro du du du

o [d,.x )2 dr, \: (dr: T
+| — | +]| —
du du du

As componentes da derivada da fungao vetorial " (”) sao dadas por:

iall

dry = —sinu—2sin 2u
du

dry,

—— =cosu—2cos2u
du

—= =cosu
17

Para o instante { =107 _ tem-se u(l07)=7 e:

I (¢ Z107)=—sin 7 —2sin 27 =0
du

dry
—(t=10x)=cos7—2cos 27 =-3
du

s (¢ ~107)=3cos 37 = -3

du

7't =107 =\0+9 =342
Portanto, o versor tangente a curva, no ponto coincidente com a posicio do anel no instante =107 _¢:

L (-37-3F) V25 32

F——

W2 27 20 aw
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 Posicao, Velocidade e Aceleracao

» Para as definicdes a seguir, considere o movimento de uma particula material
P que percorre uma trajetoria A(u), em relacdo a um referencial F, a medida
gue o tempo transcorre.

i

» Para que seja possivel parametrizar as velocidades e aceleracfes, € necessario
P

Lk

Departamento de Engenharia Mecanica

J/

~

r=xi+yj+zk

i

gue u seja, ele préprio, funcdo do tempo (lei horaria), isto é: u = u(t). e

X

» Dessa forma, cada u(t) corresponde a uma abscissa curvilinea s(u(t)) = s(t)
gue é percorrida pela particula P sobre a trajetoria A(u).

> Posicdo: Dado um sistema de coordenadas cartesianas S = {0;1,],k} solidario

ao referencial F, o vetor posicéo de uma particula P é dado por: J—

5 -

7(t) = F(u(®)) = x(@®)i + y(®)j + zu@)k | 8

(coordenadas cartesianas)

r@) =7(s@®) | 9

Position

Path

(coordenada curvilinea) Vetor posicdo de uma particula representado em termos
de coordenadas cartesianas e intrinsecas. Fonte [2].
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 Posicao, Velocidade e Aceleracao

il
. . . A , P
> Velocidade: o vetor velocidade instantanea de P € dado por: Ve ©
(u(®) / \
: d(u(t)) dr(u)du s~ \

v(t) =7(t) & = = 7" (w)u(t (10) v=uit+tuvj+ovk

(B =#(0) £ — 2 = ——— = #Wu(t)

) | ut) =1 y
Atencdo pararegradacadeia:se u(t) =t - {., .
r'(w) =7(t)
X
A A ~ ﬂ"
v(t) = [x'(u)i + y'(u)j + z’(u)k]u(t) (11)
(base cartesiana, fixa)
£l lp
v(t) =s@T=v(@®)7 = [[vOI =v() |12
(base intrinseca, mével)
P(t)
= s(t) = v(t) é avelocidade escalar instantanea da particula [m/s]; v
= 0 vetor velocidade instantanea da partl'cula e sempre tangente a Vetor velocidade instantanea de uma particula representado nos

sistemas de coordenadas cartesianas e intrinsecas. Fonte [2].

trajetoria.
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 Posicao, Velocidade e Aceleracao

'

—
> Aceleracdo: o vetor aceleragao instantéanea de P é dado por: /" ﬁ\
s S \
= df)’(u(t)) dv(u) du -
1 = r A = = M ) 13 =i :
Cl(t) T'(t) — dt du dt v (u)u(t) (13) a=ad+tajtak ,
Atencs da cadeia: se u(t) = ¢ -] "D =1
encao pararegrada cadeia: se u(t) = 3w = E(t) N
" x = v?
a(t) = [x"Wi+y"' W)+ z"Wkl|u2() | (14) a(t) = v()T + — n=aZ+a,n |(15)

(base cartesiana, fixa) -
(base intrinseca, mével)

Change in

direction of
. 7 ~ . , 7 P(t velocit

= a,=v(t) & a aceleracdo tangencial da particula [m?/s], responsavel Imas,-ng,() ”

pela variagcdo da magnitude da velocidade instantanea. a; = d(t) - 7 speed /7

2

Ve . ~ ; ; P »
= q,=— € a aceleracdo normal (ou centripeta) da particula [m?/s], ®
P magnitude of
responsavel pela variagcdo da orientagcdo da velocidade instantanea. velocity
an, = C_i(t) . 7_{ Vetor aceleragdo instantanea de uma particula representado nos

sistemas de coordenadas cartesianas e intrinsecas. Fonte [2].
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 Posicao, Velocidade e Aceleracao

» Determinacao do raio de curvatura e do Triedro de Frenet-Serret da trajetoria a partir de v e a:

=

d

. ~ . N . - - d_)
1) Calcular a velocidade e aceleracao instantaneas na base cartesiana: v = S ea= d—:

2) Obter a velocidade escalar: v = ||7]|

3) Calcular o raio de curvatura: p = TR

4) Calcular o versor tangente: 7 = ﬁ ==

—

. 7 N
5) Calcular o versor binormal: b = ||;/\Ei||

6) Calcular oversor normal: n =bAT
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A Exercicio (P2—-Q1-2016)

QUESTAO 1 (2,5 pontos). Conforme ilustrado na figura, um
\ pequeno anel move-se vinculado a um arame curvo descrito pela

equacao:
(P—0)=7(u)=(cos u+cos 2u )i +(sinu—sin 2u)j +3sin uk
em que u# ¢ um parametro variavel no tempo. O movimento do anel

obedece a le1 horaria u(t) = t/10.
Para o instante #=10n , pede-se:

(a) o versor tangente ao arame no ponto coincidente com o anel,

35 Anel

descrito em coordenadas cartesianas (utilize a base i, j, k).

(b) a velocidade do anel descrita em coordenadas intrinsecas;
(c) a aceleragdo do anel descrita em coordenadas intrinsecas.
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A Exercicio (P2—-Q1-2016)

b) A velocidade do anel € dada por:

_ dr drd : . 1 - 1 - L >
V= r_dardu :(—sm 1;—251112::)—r‘ +(cnsu—2c052u)—j+3c05n—k
10 10 10

dt  du dt
No instante considerado, tem-se:
v(u(t =107))=(~sin 7 —2sin ZE)%;-I-(CDS.?I—ZCDS2E)%}+3CDS?T%E :—%(3}+3§)

A velocidade escalar do anel, nesse instante, €, portanto:

Wt =107)= % V9+9 = 32

10
€ a expressao intrinseca de sua velocidade, ée:

3.2 _
T

10 (0,5)

v(t=107)=
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A Exercicio (P2—-Q1-2016)

c) A aceleracdo do anel, descrita em coordenadas cartesianas, ¢ dada por:

G- _dvde_ (—coszs—4c0521r]i?+[—5in u+4si112u)ij’—35inni§ 1
dt du dt 10 10 10 |10
No instante considerado, tem-se:
a(t=107)=alu :;rr]:(—cns;ﬂr—4c032ﬁ]Lf+(—sin;r+4sin2;r)L}—35in L
100 100 10 100

A componente tangencial da aceleracdo, € dada por:

Portanto, no instante = 107 5 médulo da aceleracdo do anel vale

- 3
al\t =107 )= —
( ) 100
a aceleracdo do anel coincide com sua componente normal, ou seja:
a(t=10r)= 3
100 (1,0)
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3* Questao (2,0 pontos)
Um ponto M percorre a curva descrita por
x=a(l+cos)-cos b
y=a(l+cos@)-sind
z=46

e

.

. .. t : . T
de acordo com a le1 horaria @ =7 Pede-se determinar, no mstante ¢ = > :

(a) avelocidade de M ;
(b) a aceleracdo de M ;
(c) os versores 7.x. b do triedro de Frenet em M .
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3* Questao (3,0 pontos). O ponto P move-se com lei horaria 8(t) = wt/2 ao longo da curva plana descrita
pela equacdo parameétrica:
{x(G) = RO — Rsin® 0<8 <2

y(@) = —R + Rcosf '’

Determinar, para o instante t = 1s:

a) A velocidade de P descrita em coordenadas cartesianas.
b) A aceleracdo de P descrita em coordenadas cartesianas.
c) O versor tangente do triedro de Frenet.

d) A velocidade de P descrita em coordenadas intrinsecas.
e) A aceleracdo de P descrita em coordenadas intrinsecas.
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RESOLUCAO

a) Velocidade de P em coordenadas cartesianas:
dx dﬁ dy dB
agdt' dﬁ' ac!

Para o instante t = 15, 6 = E rad, de modo que:

T,
=(R - Rcosﬂ) Rsinﬂij

-
Vp =

- R -
Tp(t = 1s5) = (R Rcosz)zi—Rst Z]=%U—D (0,5 ponto)

b) Aceleracio de P em coordenadas cartesianas:

_dv.df. dvydﬂﬁ_R 0.7 peoss T . R, oi 61)
ﬂp—ﬁal"’dg dt] sin E El— cos E E]—T(sm 1—Cost)

Para o instante t = 15,6 = E rad, de modo que:

2
R- -
dp(t =1s) = Tl (0,5 ponto)

c) Versor tangente: T = %. No instante t = 15,68 = 72—! rad, de modo que:
vp

__R5G-) _R3G-D_vz
REED #5

d) Velocidade de P em coordenadas intrinsecas:

(‘ ’) (0,5 ponto)

Para o instante t = 15,6 = —rad e Up(t = 1s) = |[vp(t = 1s)[T(t = 1s) = —v’_'r(t =1s) (0,5 ponto)
e) Aceleragdo de P em coordenadas intrinsecas:

A componente tangencial da aceleracio de P no instante t = 1s é:

2
a,(t =1s) = dp(t = 1s) - r{t—ls}=ﬁf —( j—vr R

Logo, a aceleracido normal de P no instante t = 15 é:

nRa \/_;'rR\/_

a,(t=1s) =dp(t = 1s) — a.(t = 1s)T(t = 1s) = —i—

5 (- U-—(ﬂ

Assim, a componente normal da aceleracio de P no instante t = 1s é:

2
ﬁ: R (1,0 ponto)

an(t = 1s) = |[@,(t = 1s)| =
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