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d Objetivos

> Revisar conceitos fundamentais de Algebra Vetorial necessarios para o desenvolvimento da
Mecanica Newtoniana (ou Mecanica Vetorial)

» Apenas 0 uso pratico desses conceitos serdo revisados. Uma apresentacdo mais detalhada
pode ser encontrada em [1].
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1 Grandezas Fisicas

» Grandezas escalares: sdo grandezas fisicas representadas por um unico numero real (escalar) que
guantifica a magnitude da grandeza associada. EX.:

= Massa:m

= Tempo:t

= Temperatura: T
= Energia: E

» Trabalho: W

» Grandezas vetoriais: sdo grandezas fisicas associadas a direcoes especificas no espaco. Portanto,
aléem da magnitude, a orientacao ao longo da qual essas grandezas atuam é necessaria para a sua

completa representacéo. Ex.:

= Forca: F

= Momento: ﬁo

» Velocidade e aceleragdo instantaneas: vp € dp
» Velocidade e aceleracdo angulares: w e @

» Quantidade de movimento e quantidade de movimento angular: 6 e ﬁo
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] Vetores

» Na Mecanica Newtoniana, eventos fisicos ocorrem em um espaco
Euclidiano tridimensional de pontos &.

» Vetores sao definidos como elementos pertencentes a um espaco
vetorial Euclidiano tridimensional V. Qualquer vetor a € V pode ser
representado de duas formas:

= Vetor Fisico (ou geométrico): segmento de reta orientado que liga dois
pontos arbitrarios A,B € £.

Vetor fisico (ou geométrico). Fonte [3]

o Possui modulo, direcdo e sentido;

o Representacao independente do sistema de coordenadas e base
de vetores associada.
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] Vetores

» Na Mecanica Newtoniana, eventos fisicos ocorrem em um espaco
Euclidiano tridimensional de pontos &. z

» Vetores sao definidos como elementos pertencentes a um espaco
vetorial Euclidiano tridimensional V. Qualquer vetor a € V pode ser
representado de duas formas:

= Vetor Algébrico (ou coordenado): expresso por meio de componentes
escalares associadas a uma base de vetores especifica.

o Representacao dependente do sistema de coordenadas e base
de vetores associada; ay
Vetor algébrico (ou coordenado). Fonte [3]

o Considerando um sistema de coordenadas cartesiano Oxyz
associado a base de vetores ortonormais (i}, k) € V, tem-se:

d = a,l+ay)+ak = (ayay,a,) - [a] =|ayay, az]T
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] Vetores

» Dependendo da disposicao espacial, 3 tipos de vetores podem ser
definidos:

Vetor Livre: ndo possui ponto de aplicacdo, ou seja, o vetor € livre no
espaco. Representacdo: moédulo, direcao e sentido. T

Vetor Deslizante: aplicado em qualquer ponto pertencente a sua linha de
acao. Esse tipo de vetor pode se mover (deslizar) ao longo de sua linha
de acdo, mantendo o mesmo efeito fisico sobre o corpo ao qual é
aplicado. Representacdo: modulo, direcdo, sentido, e reta suporte de

aplicagdo. (Fy,7)

Vetor _Vinculado: aplicado em um ponto especifico do corpo.
Representacdo: modulo, direcdo, sentido, e ponto de aplicacéo. (ﬁz,Q).
Forca é um vetor vinculado.

» Todas as operacOes e manipulacbes vetoriais sao definidas para
vetores livres.

Departamento de Engenharia Mecanica

Vetor Livre
V4
B \
Yy
P
Vetor
O Vinculado
x

r = 0x

Vetor
Deslizante

Esforcos aplicados em um bloco rigido B.
Vetor livre (T), vetor deslizante (17"1) e vetor
vinculado (F,). Fonte [2]
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1 Propriedades e Operacoes Vetorials
» As propriedades e operacdes vetoriais apresentadas a seguir sdo validas para:
= vdbleVe V A, u € R, onde V € um espaco vetorial Euclidiano tridimensional;

= 4,b,¢ expressos na mesma base de versores (i,},k) € V, ou seja, d@ = (ay, ay,a;), b = (by, by, b,) € & = (cxr ¢y c5)

» Propriedades basicas:

d+b=b+d Adicdo é comutativa

i+ (b+¢é)=(a+b)+¢ Adig&o é associativa

i+0=4d Adic&o possui elemento identidade 0
d+(-d) =0 Adicao possui elemento inverso

Ad = di Multiplicacdo é comutativa

Alua) = (Ap)a Multiplicacdo é associativa

la=a Multiplicacdo possui elemento identidade 1

A+w(d+ 5) = 2G4 + Ab + pd + ub Propriedades distributiva de adi¢cdo e multiplicagéo
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1 Propriedades e Operacoes Vetorials

» Soma, subtracao e multiplicac&o por escalar:

(ax + b1+ (a, + by )j + (ay + bk
— b = (ay — b)i+ (a, — by)j + (a, — b,k
Ad = (Aa)i+ (1ay)j + (Aay)k

S
Il

a+

Q

Soma
Subtracéo

Multiplicacao por escalar

a=ldl=Va-i= [a?+a,+a,?
-

Q

a=—- — d=|alla

Magnitude

Vetor unitéario (versor)

a-b

Soma e subtracao de vetores. Regra do paralelogramo. Fonte [3]
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Multiplicac&o de vetor por escalar. Fonte [3]

Magnitude e vetor unitario. Fonte [3]
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1 Produto Escalar

» O produto escalar entre os vetores a e b é definido por:.

d-b= ||5||||E||c059 = a,b, + a,b, + a,b,

A

» O resultado do produto escalar € um namero inteiro (escalar). \ o0
b = \\a\ ¢

» Geometricamente, representa o produto da magnitude de um dos ﬁ;o\\
- i ~ > ) ) \ Projecéo escalar. Fonte [5]
vetores (b) pela projecao ortogonal do outro vetor (a) sobre o primeiro.

d-b=h-d Comutativa
(@G+b)-é=da-é+b-¢ Distributiva
(A@)-b=A(d-b) =d-(1b) Multiplicag&o por escalar

0 E=0anb=0 Positividade, paralelismo e
L - I itivi , [
a-b= 0’9 Lo b#0e af If ortogonalidade

llall][]] dllb
¢-é¢=(@-b)-(@d—b) » c?=a?+b?—2abcosh Lei dos cossenos
|- b| < llall + ||| Inequag&o de Schwarz c=a- b

ca . Lei dos cossenos. Fonte [6]

X-d=C - £=W+§Ad, VSEE3 ed+#0 Equacéo vetorial
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 Produto Vetorial

i I . axb
» O produto vetorial entre os vetores a e b € definido por:
) b
= = - = = A n
aANb = (||a||||b||sm0)n 6
» O resultado do produto vetorial € um vetor com as seguintes caracteristicas: bxg a
=-aX

= Magnitude: ||d@ A b|| = ||dll||b||siné (area do paralelogramo com lados ||@]| e ||b]|)
= Direcdo: ortogonal ao plano definido por d e b (1)
= Sentido: definido pela regra da méao-direita

» Calculo:

= Meétodo algébrico (determinante):

~ ~ ~

i ]k
Produto vetorial definido a partir da regra da méo-

direita. Fonte [7]
= Meétodo geometrico (propriedade distributiva + “regra da méao-direita”):

ini=janj=kak=0
(axi) A (bxi = byj + k) = (axbx) (1A 1) = (axby)(iA]) + (axb)(iAK)  HAL=TAZK .,,?:*’1:’*}[}.'5:':':7( D
(o) (by TS SR -\ )
(axby)k (axbz)j =0 =k = —j KA ink=j
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 Produto Vetorial

» Propriedades

an(b+&)=dnb+and Distributiva
@nb=—(bAd) Anti-comutativa
an(b+¢)# (GAb)AE N&o-associativa
(A@) Ab = A(@Ab) = dA(Ab) Multiplicag&o por escalar

B 0, G=0oub=0
anb=10, ab+0e dlb

||5||||B||. ilb Paralelismo e ortogonalidade

d-(@Ab)=0e b-(GAb)=0
- (bAd)=b-(@nd)=¢-(dnb)=0 Produto escalar triplo (volume do paralelepipedo definido por @, b, ©)
an(bAE)=b(@-&)—En(d-b) Produto vetorial triplo
an(bAE)+bA@EAG) +EA(@AD)=0 Identidade de Jacobi
@ A B||2 = ||Ez||2||5||2 —(a- B)Z Identidade de Lagrange
Fna=b - f:ﬁé‘”fua, i,b#0el%0  Equago vetorial

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 06/08/2024



_—
\ EscoLa P’WE_
| POLITECNICA —
/ DA USP

Departamento de Engenharia Mecanica

d Derivada Temporal de Vetores

> Para Vv a(t), E(t) EV e VA(t) € R, as seguintes propriedades para a derivada no tempo de vetores sao
validas:

d __ di. dda .. .

E(Aa)=aa AE=/1a+/la
%(&-5)=%-5+&-%=§-E+5-E Regra do produto
d,, - di - _ db . - _ >
EaAb)_EAb-I_aAE:aAb-I_aAb

Atencdo para a possibilidade de
da .. 5 2 = diferenciacdo dos versores.
dar (axi+ ayj + azk) + (axl T ay) + azk) Mais detalhes ser&io apresentados no tépico
Cinematica do Corpo Rigido.
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d Transformacao de Coordenadas e Invariancia de Vetores

> Vetores sao elementos matematicos invariantes ao sistema de coordenadas e a base de vetores associada
utilizados para a sua representacao.

» Esta caracteristica esta relacionada com a natureza tensorial dos vetores. De fato, grandezas escalares e
vetoriais s&o casos especiais de tensores de ordem O e 1, respectivamente.

» Um mesmo vetor pode ser expresso em diferentes bases de vetores (sistemas de coordenadas). Neste caso,
as componentes escalares do vetor serdao em geral distintas e dependentes da base escolhida.

> As componentes de um vetor d expresso em duas bases distintas (i,j,k) e (1,j,k’) s&o correlacionadas
pela transformacao de coordenadas resumida a seguir:

Transformacéao '

V de coordenadas '
é

’ = a

1= [T][e]

T Coordenadas Coordenadas
k IV [T] ot orens
‘ / (ijk) Matriz de mudanca (1%’ Kk')
4 de base

i P
Transformacéo de coordenadas de vetores. Fonte [4]
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