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d Motivacao e Objetivos

» O estudo da dinamica consiste na analise do movimento de sistemas
(particulas, sistemas de particulas e corpos) no espaco sujeitos a
acao de esforcos (forcas e momentos).

» A andlise do movimento é realizada através da integracao dos
conceitos de Esforcos, Cinematica e Inércia.

» A combinacao dos conceitos de Esforcos, Cinemaética e Inércia da
origem a definicAo das seguintes Propriedades Dinamicas
fundamentais:

= Quantidade de Movimento (Q)

= Quantidade de Movimento Angular (Hy)
= Energia Cinética (E)

= Trabalho (W) Robés utilizados na linha de montagem de automéveis (acima), e
braco de robd executando uma variedade de movimentos no

n Energia Potencial (U) espaco (abaixo). Em ambos os casos, o estudo da dinamica é
importante para o desenvolvimento de sistemas de controle para o
funcionamento adequado dos sistemas. Fonte [1].
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d Motivacao e Objetivos

» A associacdo entre Esforcos e Variacao Temporal das Propriedades

Dinamicas da origem aos seguintes Teoremas da Dinamica Vetorial: é v
» Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) S =
= Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) \\\\'\\\\\\\\W““ ;
= Teorema da Energia Cinética (TEC) F40

> Neste curso, se dara énfase ao estudo da dinamica de corpos rigidos
baseada nos principios da Mecanica de Newton-Euler.

Suspensédo de um automovel. As molas e amortecedores
que compBem o sistema devem ser cuidadosamente

selecionados para proporcionar dirigibilidade. Fonte [1].
Arci Propriedades Dinamicas : "
lner_CIa L > P > - < Cinemaética Bearings
(massa e matriz de inércia) (Q, Hp, E, W, U) /
Gimbals —¢ >
\ 4 dt
Sistema de | Teoremas da Dinamica
Esforcos (TQM, TQMA, TEC)
- Equacdes d~e movimento B llustracdo de um giroscépio. Esse sistema é utilizado em
- Dete~rm|na(;ao das ace!era(;oes em sistemas de navegacéo inercial e em outros dispositivos
funcdo dos esforgos, e vice-versa. de controle direcional e estabilizacdo. Fonte [2].
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] Sistema de Particu

4 Particula A

F 5 9

A
L (Referencial fixo)

= Dimensdes despreziveis em
distancias percorridas;

= Nao possui estrutura interna definida (e.g.
estrutura molecular/atémica);

= Massa concentrada em um U(nico ponto cuja
localizagdo no espaco € dado pelo vetor
posicdo 7p(t);

= Nado possui rotagdo propria, logo apenas
movimento de translagéo € definido

= Inexisténcia de forgas internas;

= Leis de Newton foram definidas originalmente

relacdo as

as e Corpo Rigido

\__Ppara particulas. J
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Sistema de Particulas Corpo Rigido
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@] 2 1
¥ oA X
o FS A t 73 A
A (Referencial fixo) A (Referencial fixo)
Conjunto de particulas P; de massa m;; = Conjunto de particulas rigidamente conectadas,

Cinematica depende do movimento de cada
particula que compde o sistema;

O movimento global do sistema pode ser
representado utilizando o conceito de centro de
massa,;

Sistema como um todo pode rotacionar;

Forcas internas devido a interagdo entre as
particulas devem ser consideradas na analise
(geralmente se cancelam mutuamente). ) U

ou seja, as distancias entre as particulas que

compdéem o0 corpo hao variam com O
movimento.
Dimensfes fisicas nado variam quando

submetido a esforgos.
Possui rotagéo propria;

O movimento arbitrario de um corpo rigido
consiste na sobreposicdo de translagéo (3 GLs)
e rotacao (3 GLS).

J
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 Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

» A quantidade de movimento linear de um sistema composto por N
particulas P, de massa m; e velocidade v; em relacdo a um
referencial fixo (inercial) F é definida por:

N N
g2 Q=) mv (1)
i=1 i=1

» Derivando no tempo a expressao geral do centro de massa do
sistema, e admitindo a massa de cada particula constante tem-se:

(Referencial fixo)

T X

N
d
m(G—O’)=Zmi(Pi—O’) > —[m(G-0] = Zm(P 0"
i=1
F g N N
E(G—O’)=Zmi (P—O) = m(vG—vO/)—Zml(vl vor)—Zmlvl vorz
i=1
N N
mﬁG—m"O/=Zmiﬁi—%r N Zmiﬁi=mﬁ(} e zmic_ii=mc'i(; 2)
. ~ ‘=1
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d Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) by

» Substituindo a Eq. (2) na Eqg. (1), a expressao final da quantidade de
movimento linear de um sistema particulas € dada por:

miﬁi = é) = mﬁG (3)

Il
.MZ

=1

> A expressao acima € igualmente valida para corpos rigidos, uma vez
gue ndo € necessaria a aplicacdo de nenhuma relacdo cinematica

para a determinacéo de Q em funcéo do centro de massa do sistema. “x ®eereneR)

» Considerando a variacdo temporal da quantidade de movimento linear (Eq. 1) em relacao a um
referencial inercial, e admitindo a massa de cada particula constante, tem-se:

Td(? Td N
0 4(yg)-y ()

i=1 =1

Resultante das forcas internas e
= madg (EQ. 2) externas atuantes em cada particula P

f—Aﬁ
Z[ (mvl)] Zml< %> Zm& = Z§i=mc_iG (4)

= R (2a Lei de Newton)

Somatdrio de todas as forgas, internas e externas, atuantes no sistema.
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 Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

» Separando as forgas internas e externas atuantes nas particulas, tem-se:

N N N
;=) (Rt +RIM) = z REX + z RI™ = Rext + Rint = mdg

N
R
=1 i=1 i=1 i=1

l

-

" R.y: resultante de todas as forcas atuantes no sistema devido a acdes
externas ao sistema,;

" Ry, . resultante de todas as forgcas atuantes no sistema devido as
interacdes entre as particulas do sistema.

(Referencial fixo)

X

» A partir do Principio da Acao-e-Reacédo (3% Lei de Newton), a R
resultante de todas as forgas internas atuantes nas particulas -~ 3‘275\ Forgas internas se

: , _ o |
do sistema € nula (for¢as internas se cancelam mutuamente). 4 P ) cancelam mutuamente:
N / = £y, | it L R
Fiz — f R™ # 0, mas
— _ —. t — — . )
Rint = z R =0 = Rext = mag (5) ‘ . Faf !'-':_, / - C Sint _
Resultante das Aceleracéo do centro de massa em . _ #_,f‘ i=1
forcas externas relacdo a um referencial fixo (inercial) F
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d Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) by

» Observacgoes:

= A Eqg. () é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos
rigidos, uma vez que nenhuma particularizacéo foi admitida em relacéo a
rigidez do sistema.

» Fisicamente, somente forcas externas ao sistema podem causar
variagdo no movimento de translagcao do centro de massa do sistema.

= No caso de R..=0, O sistema permanece em repouso ou em
movimento retilineo uniforme (12 Lei de Newton). Se o0 sistema esta
inicialmente em repouso, a posi¢cédo do centro de massa do sistema nao
varia com o0 tempo, porem a posicdo de cada particula pode variar
internamente no interior do sistema.

(Referencial fixo)

X

= A distribuicdo de massa do sistema n&o influencia o movimento de
translacdo do mesmo.

= O TQM é geralmente utilizado para a determinacéo de esforcos reativos
em problemas de dindmica de corpos rigidos.
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 Distribuicao de Massa

» A distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Momento de Inércia

» Medida da distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de um eixo
especifico.

= Fisicamente, representa a medida da “resisténcia” de um sistema em ter seu
movimento de rotacdo em torno de um eixo alterado (inércia de rotacao).

= Por definicdo, 0 momento de inércia de um sistema (ou corpo) em relagdo a um eixo
Ou arbitrario € dado por:

N , - Grandeza escalar
Jou = Zmiri e Jou = frzpdV (1) - Unidade: kg.m?
t=1 ']Ou = 0
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» A distribuicao de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Momento de Inércia

= Considerando um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz, 0s momentos de inércia
em relagcao aos eixos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

N
Jox = Zmi(yiz + le) nfoo Jox = ](yz + Zz)pdV
i=1

N
Joy = Zmi(xiz +2z7) > Joy= j(xz + z%)pdV
i=1

n—oo

n—>0o

N
Joz = Zmi(xiz +y?) = Joz= j(xz + y2)pdV
i1

(2)

Movimento no plano Oxy:
Joz = Jox +]Oy

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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 Distribuicao de Massa

» A distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Produto de Inércia

» Medida da distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em relacao a um plano
especifico.

= Por definicdo, o produto de inércia de um sistema (ou corpo) em relacdo a um plano
Ouv arbitrario definido pelos eixos Ou e Ov é dado por:

N - Grandeza escalar
Jouv = Z m;u;v; n?oo Jour = f(uv)PdV (3) - Unidade: kg.m?2
t=1 ']Ouv =0 ou ]Ouv <0

onde u; e v; sdo a coordenadas de cada particula P; no plano Ouv.
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 Distribuicao de Massa

» A distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Produto de Inércia

= Considerando um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz, os produtos de inércia
em relacdo aos planos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

N
Joxy = Zmixiyi n?oo Joxy = j(xy),DdV
i=1

N

Joxz = Z mixizi = Joxz = f(XZ)PdV (4)
i=1 - Movimento no plano Oxy: Jox; = Joyz =0
N - Produtos de inércia sao simétricos:

Joyz = Zmiyizi n?oo Joyz = j(yz)pdV Joxy =Joyx i Joxz =Jozx 7 Joyz = Jozy
i=1
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4 Exercicio 2 (P3—-Q1-2006)

1" Questao (3,0 pontos) O sistema mostrado na figura A
encontra-se no plano xy e é composto por quatro barras de y
comprimento a e densidade linear p. Pedem-se:

a) a massa do sistema e as coordenadas do seu baricentro;

b) o momento de inércia do sistema em relacdo ao eixo z;

¢) o produto de inércia do sistema em relag@o aos €ixos x € z;
d) o produto de inércia do sistema em relagdo aos eixos x €

V.

Dado:
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4 Exercicio 2 (P3—-Q1-2006)

m=4ap 0,5
G=(0,0,0) 0,5
2 2 2 3 3 3
JZ:2ap(Za) o ap(a) rap 28 _2pa +pa3(l+m}:2pa +8pa
12 12 4 3 6 4 3 3
0.5
JZZIOpa3 0,5
3
J,=0 (figura no plano xy) | 0.5
a a
J =40+apl—-a) —|;+¢0+apla) ——
o={osata 3} eforantaf -2 )
_ 3
JXY_—pa 0,5
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A Exercicio 3 (P3—Q1-2015)

Questao 1 (2,5 pontos): Duas barras esbeltas e homogéneas 4B e BO, cada uma com massa m e comprimento
L, estdo soldadas fazendo uma peg¢a em forma de “L”, conforme

i

K o y mostrado na figura. Pedem-se:
a) calcule o momento de inércia Jz e o produto de inércia Jzy
dessa peca:
L oL a D , b)calcule o momento de inércia Jz’ dessa peca, em relagio ao

eixo z ' paralelo a - e que passa pelo ponto D.
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A Exercicio 3 (P3—Q1-2015)

a)

Momento de inércia:

Barra AB: distancia do centro de massa até =: g Barra BC: distancia do centro de massa até - : f;
mL? 2  mL? mL? N2 mL?
Jape =" +m(5) =5 Jace =5+ m(3) =5
. 2mL?
Assim: ff, = Japz + ez = —— (0,5 ponto)

Produto de inércia:

Barra AB: coordenadas do centro de massa : (0; L/2; b) Barra BC: coordenadas do centro de massa : (L/2; 0; b)
B L mbL Joczy =0+m-b-0=0

Japzy = (}+'mib2 ==

. bl
Assim: jzy =] aBzy T ]BCZJ, = mT (1,0 ponto)
b)

2 . A . )
Barra AB: distincia do centro de massa até = ’az + (E) Barra BO: distancia do centro de massa até =’: (a — L/2)
X 2 12 2 mlL? L\? 2
mL / ,=—+m(a——) =m(—+a —aL)

jABz,=E+mla2+(§) I=m(§+a2) Bezr =12 2 3

. 212 2
Assim: |, = Jupy + Jges =M (T+ 2a° — aL) (1,0 ponto)
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Particulas)

= A quantidade de movimento angular com respeito a um polo O arbitrario
de um sistema composto por N particulas materiais P; de massa m; e
velocidade v;, em relagdo a um referencial fixo (inercial) F, é definida por:

N N
=1 =1

N
o=y Hig= ) B-0AG = | Ho=» m®B—0)AG | (1
' i=1

l

» Observagoes:

(Referencial fixo)

X

o AEgq. (1) é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos rigidos, uma vez que nenhuma particularizacéo
foi admitida em relacéo a rigidez do sistema.

o Para um sistema de particulas qualquer, é necessario conhecer os valores da massa, posicao e velocidade de cada
particula para o calculo de Hy.

o Para um sistema de particulas qualquer, ndo é possivel determinar Hy em funcdo das propriedades do centro de
massa do sistema.
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= Para o caso particular de corpo rigido, a velocidade de cada ponto
material P; do corpo pode ser expressa pela equacdo do campo de
velocidades (vinculo cinematico relacionado a rigidez do corpo):

?1})1:)': =735+ T@2 A(P,—0) 0 € B, ouuma extensao rigida do mesmo (Bp,/0 = 0)
= Substituindo a expresséo acima na Eq. 1:

—

N N
Ho = Z:mi(Pi —0)AY; = Zmi(Pi —0)A [P+ T&® A (P - 0)] P«
i=1 i=1

/}é (Referencial fixo)

N N
Zmi(Pi—O) N\ Tﬁo+zmi(Pi—O)/\[T63 /\(Pi—O)]
i=1 i=1 Quando Oxyz € solidario a B, a

\ ¥ ) \ Y / matriz de inércia é constante.
=m(G—-0) F@? = wyd + wy) + 0,k
2 2 =~ F—-B — F—B
(B, —0) = x;i + y;j + 7K JO( w ) = [J]Oxyz{ w }Oxyz

Oxyz geralmente solidario a B
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= Finalmente, a expressao da quantidade de movimento angular de um
corpo rigido com respeito a um polo 0 € B (ou uma extensao rigida do
mesmo), € dada por:

H)0 =m(G —0) A ?7_7)0 + [I]Oxyz{ TZ’)B} (2)

» Observagoes:

o AEQq. (2) évalida apenas para corpos rigidos.

o O polo O deve pertencer ao corpo rigido, ou ser uma extensdo rigida do
mesmo (Bp. o = 0).
i/ /}'f\ j:(Ref

erencial fixo)

o O sistema de coordenadas Oxyz €, em geral, solidario a B, de forma que
[I10xy- S€ja constante no tempo.

o Nos casos particulares de 0 = G elou *v, = 0:

ﬁo — [I] Oxyz{ TE)B } (3)
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido)

= Em problemas planos (plano Oxy), a Eq. 2 é simplificada:

. . = HO = m(G — 0) N Vo + (IOZw)k (4)
]Oxz —]Oyz =0
0 = G elou
TBO =(_))

Hy = (Jo,w)k | (5
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d Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQI\/IA)

» Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Particulas)

Considerando a variacdo temporal da quantidade de movimento angular (Eq. 1)

em relacdo a um referencial fixo (inercial) F, e admitindo a massa de cada
particula constante, tem-se:

F — F N N [F — N

dHy d~- dHl-0> 4

= @i 2o Z( 72) = 21 @li- o ama
i=1 i=1 =1

(Referencial fixo)

X

F
(P; = 0) A ( )]
"%

L+ Ri"t (22 Lei de Newton)

| + Z[(P —0) A R‘"t] = IZ(m B | ATy + MGE + MT

) U=

Y )
Trext —Zint Y
= ng = MLO” _

N
_Z (@~ By) AB] + [(p 0) A REx

L

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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» Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Particulas)

= A partir do Principio da Acdo-e-Reacdo (32 Lei de Newton), o momento
resultante de todas as forcas internas atuantes nas particulas do sistema

com respeito ao polo O é nulo (momentos das forcas internas se cancelam
mutuamente). Portanto:

F
dH — - =
—= = m(@; AVo) + Mg | ©)

(Referencial fixo)

X

= Eg. (6) é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos rigidos, uma vez que nenhuma
particularizacao foi admitida em relacéo a rigidez do sistema.
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&? .
F—B |
= Para o caso particular de corpo rigido, a variacdo temporal da quantidade de . % R \ﬁ
movimento angular (Eqg. 2) em relacdo a um referencial fixo (inercial) F € dada por: : /
F — T
dH Fd . . 0 4~
d_tO= a[m(G_O)A T”O"'[I]Oxyz{?wB}] — s
Td Td Td N h
=m —(G-0ANTo+mG-0N —("Vo)+ —(Uloxy{"@"}) 2= B
dt dt dt &
,@ ]
= ("6 — 785) A TBo +m(G - 0) A Ty + — ([Noxy,{ 7" }) A
W (Referencial fixo)
= Portanto:
F — F
dH,

e ok %([I]Oxyz{fwﬂ N | o
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= |gualando as Eq. 6 e 7, obtém-se a expresséo final do TQMA para corpos rigidos:

:F‘
M%t =m(G — 0) A Fd, + %([I]O,Cyz{%ﬂB D1 ®

» Observagoes:
o AEQq. (8) évalida apenas para corpos rigidos.

o O polo O deve pertencer ao corpo rigido, ou ser uma extensdo rigida do
mesmo (Vp, ;o = 0).

o O sistema de coordenadas Oxyz €, em geral, solidario a B, de forma que /}é I(Referenciau fixo)
[I10xyz S€ja constante no tempo.

o Nos casos particulares de 0 = G efou Fd, = 0:

:]:'
_, d _
M&t = %([l]om{%ﬂ}) (9)
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= Admitindo que as grandezas vetoriais sd0 expressas no sistema de
coordenadas solidario a B, e aplicando o Teorema de Transporte da
Cinematica Vetorial ao segundo termos do lado direito da Eq. 8, tem-se:

F B
d d
F—B F—B F——B F——B
a [I]Oxyz{ () }) = a([I]Oxyz{ (/) D + W A ([I]Oxyz{ W })
\ )
Y
= ([I1oxy, @"), pois Oxyz é solidario ao corpo
e, portanto, [I]y.y, € constante.

= Neste caso:

Mgt = m(G — 0) A 7:(_1)0' + [oxy: 7-"&’25" + :F.E;B A ((oxy-{"@” }) (10)

\

Y Y Y
Termo associado a Termo associado Momento Giroscopio
aceleracao do polo a aceleragéo (“momento das forgas de inércia”)

angular do corpo
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido)

= Em problemas planos (plano Oxy), a Eq. 10 é simplificada:

F—B

= wk
ron _op = | M =mG - 0)A T + (oK | (11)
Joxz =]0yz =0 /
> e 0 =G elou
k=0 )

aO—O

M&t = (J,,a)k | (12)
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A Exercicio 5 (P3—0Q3-2012)

3 Questao (3.5 pontos):No sistema mostrado na figura, o disco de massa m e raio R esta articulado no ponto A a barra
AB, de massa m e comprimento L. Num dado instante, o disco, inicialmente em repouso, ¢ submetido a um binario

M = Mk . Para o instante da aplicagdo de M , pede-se:
g \ a) Os diagramas de corpo livre do disco e da barra
A

b) A aceleragdo do ponto A em fungio da aceleragio @ do disco

c) A aceleracdo angular Q da barra (sugestdo: utilize o polo A)

OONNNNMNT DO @

G -
d) A aceleragao angular @ do disco e as reagdes vinculares no ponto A
2 2
B , mR mL
Dados: para o disco J_ = > e paraabarra J_ = T3
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1 Exercicio 5 (P3-Q3-2012) N -
O
Xo_ g ) <Xa —=

B

|

(b) Relagao cinematica para o disco no instante pedido
a,=a,+wn(A-0)+adnr|dr(4-0)]
Como d,=0 e @=0,

(c) Teorema do momento angular para a barra, polo A

{5 .80 ) i - 5, =,

Como M, =0 e m(G-4)na, =—m§fAd)Rf=6,tem-se J:JQ=0:>

(d) [1.0) JRelagdo cinematica para a barra a, =a, = @R j
Teorema do movimento do baricentro para a barra

{ZE:man =0

S F, =ma, =Y, -mg=maR (I)e
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A Exercicio 6 (P3—Q3-2015)

Questao 3 (4,0 pontos): O disco homogéneo de centro 4, massa 2m e raio R esta ligado por uma articulacao
1deal (em A4) a barra homogénea 4B, que possuil massa m ¢ comprimento 2L. O disco rola sem escorregar
sobre o plano horizontal, e deseja-se aplicar a este disco um binario M, como indicado na figura, de modo
que o angulo a, entre a dire¢do da barra e a horizontal, permanega constante. Pedem-se, em func¢ao dos dados
do problema (m, R, L, ¢ g):

|o

a) construa os diagramas de corpo livre da barra e do disco;

b) considerando a barra, determine a aceleragdo do ponto A necessaria

o para que o angulo o permanecga constante;
¥ a 4 c¢) obtenha as componentes das forcas atuantes no ponto 4 da barra 4B;
. d) determine a aceleragdo angular do disco;
. j £ ) obltenha as forgas reativas no ponto C do disco em contato com o
solo;

T . _ R _ _
f) determine o binario M a ser aplicado ao disco.

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 29/10/2024



PME=

Departamento de Engenharia Mecanica

Electric Self-Balancing Unicycle

a) (1 ponto no total sendo 0,5 pontos cada diagrama
completamente correto)

b) (1 ponto (resposta correta)/0,5 pontos (somente

equacio do TQMA)

Barra AB, TQMA para o polo A (em movimento de

translacdo):

m(D — A) Ady + ], 0k = Mg

mL(cosai+sinaj) Aa, i+ 0 =—mgjA (D — A)

mL(cosal+ sinaj) Aa,i=—mgjAL(cosai+sinaj)

—mLa,sinak = —mgjL cosak
=>d, = I=gcotgal

tana
c) (0,5 pontos 2 respostas /0,3 pontos 1 resposta) TR para a barra AB:
md; = md, = mgcotgal = —X,0 + (=Y, —mg)j =

X, = —mg cotg a - S = -
=){ Y, = —mg =>X,=mgcotgai e Y,=-mgj

d) (0,5 pontos) Temos, para o disco rolando sem escorregar:

l'J'A=ﬁc+5A(A—C)=6+mI_{’/\(R}}———wRi'
- . - . g g — g T
= — - — =< =<
= dy WRT=> w Riana Rcotg a e w Rcotgak

e) (0,5 pontos 2 respostas /0,3 pontos 1 resposta) TR para o disco:
2mdg = 2md, = 2mg cotg ai = (Xa+ Xo)i+ (Yo + Y4 — 2mg)j =
2mg cotg ai = (—mg cotg a + Xc)i + (Yc —mg — 2mg)j =

X. = 3mg cotg ai

=

;? = 3mgJ
f) (0,5 pontos) TQMA para o disco, polo A:

2

2m
]Aw=M—XCR=>M=_]Aw+XCR= 2

M= —4mgR cotg a k

%cotg a + 3mg cotg a R = 4mgR cotg a
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Teorema do momento angular para o disco, polo O

%({I J L ol mG-0)na, =M, =J o=M-¥R

2M —-2meR ~
S T omeR ¢

3mR’

Substituindo ¥, obtido na Equagdo (I) e o valor de J__, tem-se o=
2M
Substituindo na Equacédo (I), tem-se |¥, = % + E

Alternativa de solucdo do item ¢

Teorema do momento angular para a barra, polo G

%({E,},EIIG]{Q})M(G—G)AaG=MG :,JZOQ=—X;L (1)

Relag¢do cinematica para a barra a, =a, + Qn (G-A)+Qn [f’z G- A)]

como Q=0, tem-se a, = @R j—
Teorema do movimento do baricentro para a barra

X, =m% (IIT)
Y,—mg=maR

das Equacdes (II) e (ITI), tem-se [Q = 0
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d 2014-P3-Q2

Questao 2 (3,5 pontos): O anel de secdo retangular e massa m y y
pode deslizar sem atrito sobre a guia horizontal AB. A barra y T F  p
hm_nogénea OC, de pomprimen.to L ¢ massa m € ar’ticulz.lda sem :B — .
atrito ao anel por meio de um pino horizontal em O. E aplicada ao = I — Xx
anel uma for¢a F horizontal. Sabendo que o sistema parte do R
repouso, com a barra pendente na vertical, pede-se determinar: o J mL

Gz —
a) o diagrama de corpo livre para a barra; 12
b) para o instante inicial, a aceleracdo angular da barra, a C

aceleracdo do anel e a reacgdo da articulag¢do sobre a barra em O.
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Substituindo nas equacdes do teorema do movimento do baricentro da barra e do anel:
{ L ] mL .
Barra: m| ap, + &)5 =

6
Anel: ma,, = F—{—gé))

6
Portanto:
Solucio “ CU F ZmL._ L SmL . r . 6F
a) Diagramas de corpo livre: b) Teorema do movimento do baricentro: e @sTmeT = o= = e=me
N Anel:
1 mag, =F—H Também resulta que H = L D
6 SmL 5
f{ F mag, =N -V -mg=0
N Q " Barra: Substituindo na equacéo do teorema do movimento do baricentro do anel na direcio horizontal:
ying mag, = H
L J -
14 mag, =V —mg mamzp_ij (}Ozgf
VA 5 S5m
Teorema do momento da quantidade de movimento para a barra: )
o H I 2 I I Dos resultados anteriores:
Jego=—-H— = " o=—H==Hg="""4
- 2 12 2 6 R I
R=Hi+Vj=|R=—i+mgj
G 5

Da cinematica, no instante inicial, quando @ = 0:
m B B
g aG:ao+aA(G—o)+@A[aA(G_o)]:anim%f

Ou seja, no instante inicial ag, =0=V =mg
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Conteudo

6. Teorema da Energia Cinética (TEC)

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 29/10/2024



TSR PME=

Departamento de Engenharia Mecanica

d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Sistema de Particulas)

= A energia cinética de um sistema composto por N particulas materiais P,

de massa m; e velocidade v7;, em relacdo a um referencial fixo (inercial) F,
é definida por:

N N (- 1 N L
éZ Z = Ezfizl:mi(vi'vi) (1)

~ X
» Observacgges:

(Referencial fixo)
o A Eg. (1) é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos rigidos, uma vez que nenhuma particularizacéo
foi admitida em relacao a rigidez do sistema.

o Para um sistema de particulas qualquer, € necesséario conhecer os valores da massa e velocidade de cada
particula para o calculo de E.

o Para um sistema de particulas qualquer, ndo € possivel determinar E unicamente em funcdo das propriedades do
centro de massa do sistema.
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Corpo Rigido)

= Para o caso particular de corpo rigido, a velocidade de cada particula
material P, do corpo pode ser expressa pela equacdo do campo de
velocidades (vinculo cinematico relacionado a rigidez do corpo):

Tﬁpi = "9+ T@® A (P, - 0) 0 € B, ou uma extensao rigida do mesmo (Up, /0 = 0)

= Substituindo a expresséo acima na Eq. 1: ?

i1=

N
1 1
E= EZmi(Tﬁpi Top,) =5 ) mi{[ "o+ T&® AR~ 0)] - [0 + T&" A (R~ O)]) £
i=1 i=
1 N
= Ez{ml ?1_7)0 . :F]_))O + ZmiTﬁO . [?53 A (Pl — O)] _I_mi[?aB A (Pl _ O)] ) [:FaB A (Pl _ O)]}
i=1

Fo Fo. N N N

Vo: 'V 1

= =0 o+ T | TER A ) miB = 0)| 45 ) ([ 7@ AR - O] [7&” A (R - O]}
i=1 i=1 i=1
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Corpo Rigido)

» Os termos da expressao anterior podem ser simplificados, como segue:

2 a B, a matriz de inércia

\ ) \ ) A
\_Y_/ Y Y é constante.

7o F, N N N
Vo UV 1 z P
F=—2 0 2 :mi + F5g - | F@B A 2 :mi(Pi o)+ = E :{ml_[}"aB A —0)]-[F@® A (P — 0)]) Quando Oxyz é solidario
i=1 i=1 i=1

=m =m(G—-0) Fw® = Wyl + wy] + w,k -
F =B F =B
(P; — 0) = x;i + yij + zk { @ } [IO]{ @ }
Oxyz geralmente solidario a B (escalar)
= Finalmente:
E_m(j-"e *50) F3 [FZE A (G -0 1oy g T [ FB 2)
=—("Yo" "o +m v | W /\(—)+§ w | [Igli” @
AN Y J \ Y J \ Y J
Translacao pura do Roto-translacéo de G Rotacao pura em
polo O em torno do polo O torno do polo O
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Energia Cinética (Corpo Rigido)

= Observagoes:
o AEQq. (2) évalida apenas para corpos rigidos.
o O polo O deve pertencer ao corpo rigido, ou ser uma extensao rigida do mesmo
(77Pi/o = 6)-

o O sistema de coordenadas Oxyz €, em geral, solidario a B, de forma que [I,] seja
constante no tempo.

o O valor da energia cinética independe do polo e do sistema de coordenadas
escolhidos para seu calculo. A energia cinética € uma grandeza escalar.

o No caso particular de O = G:

E=2(% %50) +2 073 WI(*F) | @

\
Y Y
Translacdo purade G Rotacéo pura em torno de G

o No caso particular de ¥,

| E= 2 )| @
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Corpo Rigido)

= Em problemas planos (plano xy), a Eq. 2 é simplificada:

2
m — — — — w
Ezi(fpvo- "50) +m7 v, - [T@® A(G—O)]+IOZ2
0=G 5,=0
m w? w?
E=—("v jrga)+]GZ2 E =]"Z2

(5)

—

LWL =CR
e

o-“}'.'
[ . LN

Fo? = wk

Joxz =]OyZ =0
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1 Exercicio 7

» Disco de massa m e raio r acoplado a uma haste GO rola
sem escorregar sobre uma superficie plana horizontal;

» A haste GO tem massa desprezivel,

» Calcule a energia cinética do disco em funcao de m, r e 12,
utilizando os polos G, C e 0.

_ mr? mr?
* Dados: Jox =Joy =—— € Joz =~

]ny = Jexz =]Gyz =0

Resposta
T er 1 0 O F=D _ ? ok
[I]nyZ:T[0 1 0 ® (i — 3k)
0 0 2 - A
vG=—3.QT'j
mrz[l 0 0] _55mr2.(22
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Teorema da Energia Cinética

= Considerando a variacdo temporal da energia cinética de um sistema de N
particulas materiais P; (Eq. 1) em relacdo a um referencial fixo (inercial) F, e
admitindo a massa de cada particula constante, tem-se:

N N N N
dE_d ZE _Z dEl _Z d(mi_) _)) _Z
dt de\ L T L\ ae ) T Llac\z VY| T,
=1 =1 =1 =1
N N
1 Tav; T av; Fav, .
=22l G )= m| G-
1=1 i=1
" Portanto:
= dWext = dWint
JE N N N [N AR \
E=z:[_€i .f}i =Z§l¢xt,§i +Z§£@nt,§i — dE :Z(ﬁf){t'ﬁi)dt‘l'Z(ﬁ%nt‘ﬁi)dt = AW,y + AW,y
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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» Teorema da Energia Cinética

Integrando a equacao anterior no intervalo [t,, t,], obtém-se:

E, —E, =W!™?

1-2 _ 1-2 1-2
Wi~2 = Wiz? + W

nt

(6)

= A EQ. (6) corresponde ao TEC para sistemas de particulas, inclusive corpos
rigidos, uma vez que nenhuma particularizacdo foi admitida em relacdo a
rigidez do sistema.

= Note que o trabalho total realizado no sistema € composto pela soma do
trabalho das forcas internas e externas atuantes no sistema.

PVIE=

Departamento de Engenharia Mecanica

(Referencial fixo)

= Admitindo que os esforgos internos e externos podem ser conservativos e ndo-conservativos para o
calculo do trabalho total, e considerando a definicao de energia potencial, tem-se:

1-2
Wext

1-2
VVint

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

1-2
- Wext,c

1-2
int,c

1-2

+ Wext,nc

W,

1-2
nt, nc

_ 1 2 1-2
- Uext - Uext + Wext, nc

1 2
= Uint - Uint + VVI

1-2
nt, nc
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Teorema da Energia Cinética

= Portanto, substituindo as equac¢des anteriores na Eq. 6, obtém-se:

E,— & = Vanc_)2
E=E + Up + Ui (7) - Teorema da Energia Mecanica (TEM)

152 _ 1arl—=2 12 - £ : energia mecanica
Wl’lC — Wext, nc + VVint, nc

(Referencial fixo)

= No caso particular de corpos rigidos:
o A energia cinética deve ser calculada a partir da expressao geral (Eg. 2).
o Aenergia potencial gravitacional deve ser calculada a partir da posi¢cdo do centro de massa do corpo.

o Devido a propriedade de rigidez do corpo, Wil;? = 0. Logo:

E, —E, = I/Velx_t)2 ou Er— &1 = elec),znc» € =FE + Uext (8)
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4 Exercicio 8 (P3—-Q1-2002)

(5,0 pontos) Questdao 2 — Um solido é composto por uma barra AB, homogénea, de comprimento L ¢ massa 3M e
dois pontos materiais de massa M cada um, rigidamente fixados nas extremidades 4 e B da barra. O sélido ¢ articu-
lado sem atrito em 4. Pede-se:

a) O momento de inércia do solido em relagdo ao eixo paralelo

a0 versor k e que passa pelo ponto 4.

b) A velocidade angular do so6lido, em fungdo de 6. Sabe-se
que ele é liberado em 6= 30°, partindo do repouso. Use o Teo-
rema da Energia Cinética

c) O diagrama de corpo livre do so6lido na posi¢do inicial,
0= 30° logo depois de liberado.

d) A acelerag¢do angular do solido, para 6 = 30°, logo depois
de liberado. Use o Teorema do Momento Angular.

e) As reagdes da articulagcdo A4 no solido neste instante.

2
ml . :
Jg. = TS (para uma barra homogénea de massa m e comprimento /)
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d Exercicio 8 (P3-Q1-2002) e o

3 2 2 2 2 2 2 2
IM)L- L IML  3ML- IML” +9ML” +12ML- 24MIL-
J i _Bar +[3M{EJ + MO0+ ML = + + ML = =

- . 12 . powos materiais 12 4 12 12
bamra
J 4. =2ML’
Item (b)
Energia cinética
12 2
E= —J-*:za = —3“;& 6% = ML*6?

Trabalho da forga peso:

L . B L(43
W = SMg[?(cosiil] —casﬁ]] = SMg{E{T—cosﬂ ]]

Teorema da energia cinética (o solido parte do repouso):

E-Ey=W=E-0=W

MI6° = SMg{g[g —cosf ]]

62 = Sg(ﬁ—lcosﬁ‘
B 4L

6= ’Sgiﬁ—icosﬂi
B ar
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4 Exercicio 8 (P3—-Q1-2002)

Item (c)
Pela simetria, o baricentro do solido esta no centro da barra, e pelo emunciado, a massa do solido e SM.

o | b=
—

Item (d)
Teorema do Momento Angular:
i L 1. 3 . Sg
J =5 Sl 2Ml ="Ml o> a="=
« [ME{J  Mel <
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4 Exercicio 8 (P3—-Q1-2002) ume .

(SM)ag =X, +(-¥, +5Mg); @
Pela cinematica:
Ge=a;+on(G-A)+dnlon(G-4)

Como @ e no sentido horano, i = ;—EE . e considerando que o ponto A4 & fixo e que logo apos a liberacio da barra

temos @ =10

g =5_E§,\[£;_ﬁ"—;]

eTer M1 T

i =285, 58
CAEY) 32

_ SM5\3g- 5M5g -
SMag = +
[ ]ﬂG %) ! 37 J
- 2543 . - 25 =
(sM)ag = nggwj—,Mg; an

Comparando (I) e (II):
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d Exemplos: forcas que nao realizam trabalho

dW=de7‘>p=0

Dises exer T [
@ Comuge T e (4 ]‘W’*)
\tj:jﬁ;.h =-)J\*Mq g,fjm =~ W;*pwa(_ﬂgqu]

P=F>p-§p=0

= WO, disvifrh
S = = o - pNE = -y T ré‘*ﬂfr!pagwm-

FP 1 dFP (Ou FP 1 ﬁp)

@’Diﬂ% RASUEEN evcgen ( tondls 1”“&)

= [Forgcas normais e forcas de re

1',:]“ .2 .
reacdo perpendiculares a NE J@E"hﬁij it =9 - [w=o
direcdo do movimento. . (CIr)

1
= [Forcas aplicadas em pontos
com velocidades nulas.
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d Exemplos: trabalho de um binario

o QQ\:\ ' &) }\"\\&(WQV o /«g(«v\—\. wl o\ o(;ao L Usun ‘('x WAy !
M ';':: ( :Ei:_ ',S -LE\\/\L\M: o \N\QV\VJ&& gr\vo‘ud)
p ‘%{‘fﬁvﬁi{) 777 1F\ -\‘ 1(:1; ,-__F',S e /EUW?’M, {uozgoo *‘[T\\ Lo P
Ta l " ﬁL" ; “'\ M = 2ni S @m \

Momento resultante devido
ao binario de forcas.

—_ O&Q\»«Q)W&S& o }UQ.OJ(Q éb\ Soson Cﬂccy v Quoma M\MAL Lol

W = S-\A'&M* (29 , i’:‘:’;ﬁi 1“&;(/./8*(5@9
B T i}

Qz ‘6 ; ‘
e Sn&e x Wi&e = xFn(02-9) = MAD .| \t\]:l\’\.&%l

g M A
Q) 9
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4 Exercicio 9 (P3—0Q3-2004)

3* Questao (3,5 pontos)

O carretel de massa m e raios R ¢ » rola sem
escorregar sobre um plano horizontal, sob a acao
de um binario de momento M, constante. Um fio
ideal, preso em uma mola linear ideal de
constante K, ¢ enrolado no carretel conforme a
figura. Nao existe escorregamento entre o fio € o
carretel. No instante inicial ¢=0, quando
0(0) =0, o carretel esta em repouso € a mola nao

esta distendida. Pede-se:

(a) a energia cinética do carretel, expressa em fungdo da velocidade angularw =6 ;
(b) o trabalho das forcas e momento externos, aplicados ao carretel, expresso em fun¢do da posi¢ao
angular 6 ;
(¢) a aceleracdo angular @ do carretel, expressa em fun¢ao da posi¢do angular 0 ;
(d) a aceleragdo do baricentro «a, expressa em fun¢do da posi¢ao angular 6.
Dado: Momento de inércia baricéntrico do carretel: J ..
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4 Exercicio 9 (P3—0Q3-2004)

3% Questic
(35 peules)

Proﬁ)qc&lga'ca CL ewo
o wis cescoake qunualo € evvo

aleclones Si}uple_s-‘

o dlSC&uLR Quouc{o:
S vl o —eno  comerituad )
N..;.ht chnﬂm CAR. — dimeusses iucowquue(s_ ) TEC AE = weﬂ- + w(nl—
o l pasks) o
TN A 2 K (Rer)™ ~2 (L) =4
() E-= '%_" V\AU-GI*-—%']L UDL=(—A{T§“ Je=Jetmrr ’i’(Ue.'*W\’}')(.U =Me- —5—= ¢ qf =6
e ] | dorvoasde e b a-wiealen:
E-= 3 (3¢+ wrr) (ot L S esmmmm{g : w WAaUA BO- :
L= Mw- X () ew
Oc= rw (&*Nr*)ww
2z
(b) W= W+ e Alloe do wde 1 Gy = M= k(e e\ ()
, 2
(t pask) 8= xtel =~(R+r)e Jo +l
\”M = *He (‘/2_) U) ) - ) .
e F= K& =w(Rrdg (’1 D Oc= v W Q=1 w
\nflc. - - N z = _ 1 N A ?Cu.
W J;e\( (RevY ede _1;_6' (¥2) Qg = O [H - \A(er)le] (¥2)
Wets - \43_&'3, Me ={W*: He - K-%‘—')ze Jo+mr?
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Questio 3 (3,5 pontos): O disco de raio R e massa m, , rola
sem escorregar num plano horizontal, partindo do repouso em

¢ =0, quando um binario de momento M ¢ aplicado. Um
cabo ideal une o centro do disco G ao bloco B, por meio de
uma polia de inércia desprezivel. O bloco B de massa my

escorrega sobre o plano com inclinagdo « e coeficiente de
atrito Lu

a) Determine o0 momento de inércia do disco J, em relagdo

ao eixo perpendicular ao plano da figura (dire¢ado k) que passa
pelo ponto C de contato com o solo.

b) Usando J., determine a energia cinética do sistema em
fun¢do da velocidade angular @ do disco.

¢) Determine o vetor de rotagdo @ do disco em fun¢io de 4.

29/10/2024
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1 Exercicio 10 (P3—Q3—-2014) /i) reoua sosios pcueios

2 2
mpR 3mpR

+M1DR2 = 2

Jeo =Je nLrJrzﬂR2 =

b) O sistema parte do repouso = E, =0, C ¢ o CIR do disco, e observa-se que a velocidade do bloco é ignal, em
modulo, a velocidade do centro de massa do disco:

I 5> 1 2 1 > 13mpyR*
E=—mvi+=—J.w =>E=—my.+——2" o
277 2TE 272677

Aplicando a expressao do campo de velocidades: v, =V, + @A (G—C) = v, =aR

3.1'1'1‘,91{2 o

s = JE?(a.l):%[ZmB+341'3u1,_))}22.5z.12

Entdo: E = %ms (@R) +

c) O trabalho das forcas externas: a for¢a de atrito F,, , a for¢a peso do bloco e
o binario de momento M realizam trabalho:

W' = M6 —mgg6Rsencx— F,,6R
Como ha escorregamento: F,, = uN = timgg coSc

W = MO —myg(sena + pcosa )R

Portanto, aplicando o TEC:
i(2mB +3myp ]szz =M6O- mBg(senaf+,ucoscr)6'R =

e 4[M - mBg(sena'+,ucos Ot]R] 7 i
(ZmB +3myp )R2
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Questao 2 (3,5 pontos): O anel de secdo retangular e massa m y y
pode deslizar sem atrito sobre a guia horizontal AB. A barra y T F  p
hm_nogénea OC, de pomprimen.to L ¢ massa m € ar’ticulz.lda sem :B — .
atrito ao anel por meio de um pino horizontal em O. E aplicada ao = I — Xx
anel uma for¢a F horizontal. Sabendo que o sistema parte do R
repouso, com a barra pendente na vertical, pede-se determinar: o J mL

Gz —
a) o diagrama de corpo livre para a barra; 12
b) para o instante inicial, a aceleracdo angular da barra, a C

aceleracdo do anel e a reacgdo da articulag¢do sobre a barra em O.
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Substituindo nas equacdes do teorema do movimento do baricentro da barra e do anel:
{ L ] mL .
Barra: m| ap, + &)5 =

6
Anel: ma,, = F—{—gé))

6
Portanto:
Solucio “ CU F ZmL._ L SmL . r . 6F
a) Diagramas de corpo livre: b) Teorema do movimento do baricentro: e @sTmeT = o= = e=me
N Anel:
1 mag, =F—H Também resulta que H = L D
6 SmL 5
f{ F mag, =N -V -mg=0
N Q " Barra: Substituindo na equacéo do teorema do movimento do baricentro do anel na direcio horizontal:
ying mag, = H
L J -
14 mag, =V —mg mamzp_ij (}Ozgf
VA 5 S5m
Teorema do momento da quantidade de movimento para a barra: )
o H I 2 I I Dos resultados anteriores:
Jego=—-H— = " o=—H==Hg="""4
- 2 12 2 6 R I
R=Hi+Vj=|R=—i+mgj
G 5

Da cinematica, no instante inicial, quando @ = 0:
m B B
g aG:ao+aA(G—o)+@A[aA(G_o)]:anim%f

Ou seja, no instante inicial ag, =0=V =mg
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4 Exercicio (PSUB-0Q3-2023)

Questao 3 (3,5 pontos). Na figura, no eixo vertical ABC ha uma articulacdao em A e um anel _A_O
em C. Soldadas nesse eixo, ha uma placa homogénea, de massa m e lado 2a, e uma barra, de -
comprimento a com uma massa n fixa em D, conforme mostrado na figura. O conjunto eixo,

placa e barra esta no plano Byz e o sistema de coordenadas (B, x, y, z) gira solidariamente ao C i
conjunto com rota¢ao w constante dada. O eixo e a barra tém massas despreziveis. Pede-se: g l 4 D
(a) (0,5) faga o diagrama de corpo livre (DCL) do conjunto; m
(b) (1,0) obtenha a expressao da quantidade de movimento angular do conjunto, em relacao @ j/o D
ao polo B, em fungdo da sua rotacio w; ” ‘
(c) (0,5) obtenha os momentos e produtos de inércia do conjunto, envolvidos na expressao g 4
do item (b); 2a
(d) (1,5) obtenha as reacdes em A e C, em funcao de w.
| 2a *
Formulario da prova: momentos de inércia de sélidos homogéneos
Barra homogénea (massa m, comprimento {): 1 Y Placa retangular homogénea 4
Y i (massa m, lados a, b): o7
TG Joy =Jc, = imfz b 61%7 1 1 '
=7 X - Jox = 5mb” Jo, = Tom(a® +b7)
| : | %
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4 Exercicio (PSUB-0Q3-2023)
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Resolugio:
(a) DCL ao lado (0,5):
o
(b) Quantidade de movimento angular em relacéo ao polo B, com coordenadas (B.x.y. z) l ~ Yo
g

(1,0): .
- _ a ‘\'\(‘
Hp = m(G - B) AV + UBx‘L'x - JBxy‘L'y - fozmz)T"’ [i}rBy'xmx +JBymy - jByzmzl]"" 4{32 o
- ~ ~ - a 1,;”' ¥
(—Jazxtrx = Joryeoy + Joz0:) k= | He = —Joyzc] + Jozok Bl —

(c) Polo B (0,5):

m(2a)?
12

Joyz = 10+ m(@) (@) + 10+ m(@)(@)] =2ma®| | Jpo = [

(d) Centro de massa CM do conjunto:

m{xc+xb).1'+m(y(;+y|3)i+m(zc+zD)l: =

(CM-B) = 0 = CM=B
2m

Pelo Teorema da Resultante (TR), obtemos (0,5):

mig =0 = (Xp+XO)T+ (Yp + YO) ]+ (Zp — 2mg) k

Xa+Xc=0 n
Ya+Ye=0 2
Zn =2mg 3

Pelo Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA), obtemos (0,5):

I-:IB = (*fﬁyz]"" J‘le—() = ]:[B =a (*}Byzj"' JBZE) ta [*fozj""fBzf() = mszsz
Hp=mipAVg+ My = @ Joyd=a(2¥s - mg+mg—2Yc)i+a(-2X, +2X)

0 oz =2a(Ya-Yo)  (4)
0=2a(-Xs+Xc) (5)

Destas equagoes obtemos (0,5):

nwew :

2 2
De (2) e (4): Yn:mi:yz:w;a e YC:_m]Byz: @ ma

et
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