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Referencial, posicao, velocidade e aceleragéo

Um referencial S é um conjunto de pontos cujas distancias relativas
permanecem cornstarntes e que contenha, no minimo:

® trés pontos ndo-colineares, em um problema espacial (3D);

® dois pontos distintos, em um problema plano (2D).

A trajetoria de P em S é a curva descrita pelo vetor posi¢io T(t) em um
sistema de coordenadas solidirio ao referencial S (origem fixa em S).

A defini¢do da derivada de um vetor depende do referencial S adotado.
Versores somente podem ser tratados como “constantes” na dife-
renciacdo se a base em questdo for solidiria a S. Os vetores de
velocidade e aceleragao de um ponto P em um referencial S sdo:

dr d . dv _d%  d?

= ot 9 T E T ae " dtz( -0
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Cinematica do ponto e do corpo rigido

Em um movimento retilineo, tanto a velocidade quanto a aceleragio
do ponto sdo vetores paralelos ao versor diretor da reta.

Em um movimento circular de centro O e éc
raio r, os vetores velocidade e aceleracio sao:
= > p
V = roé r

a=raé.— re? 4

Um sistema descreve um movimento de corpo rigido se gualguer
par de pontos neste sistema preservar constante sua distincia relatioa.
Dados dois pontos P e Q quaisquer solidarios a um corpo r1g1do, 0s
vetores de posicio relativa, (P—Q), e velocidade relativa, Vp,q = Vp—Vq,
sdo ortogonais entre si, conforme a equacio caracteristica:

Vpig-P-Q =0 o Vp-(P-Q=Vq (P-Q)
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Movimento plano de corpo rigido

Para pontos P e Q quaisquer, soliddrios a um corpo rigido em movimento
plano, em um dado instante de tempo, valem as relagdes:

{;P/QZ(T)/\(P—Q) =1 §P:\7Q+03A(P—Q)
dgp=dQ+aA(P-Q) -~ 0’ (P-Q) com =3

na qual os vetores & e & sdo tinicos para o corpo (i.e., independem do
par de pontos escolhido) e ortogonais ao plano de movimento.

Para um corpo rigido em movimento plano que ndo seja uma translagio
instantinea, existe um ponto I em seu campo de velocidades, deno-

minado centro instantineo de rotagio (CIR), com v = 0.

Para um ponto P do corpo, |Vp| é diretamente X!
proporcional a sua distancia ao CIR: %o

P 0%
Vp=&AP-1) = [Vp|=1&|P-T| R
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Necessidade de se definir um referencial

Toda grandeza associada a descri¢do de algum movimento deve ser
medida com respeito a um referencial. A prépria identificagdo da
geometria de uma trajetoria depende do referencial adotado.

Considere, por exemplo, um avido lancando uma caixa de mantimentos
proximo ao galpdo de uma missdo humanitéria, como esbogado na figura
abaixo. A trajetéria do pacote difere quando medida por um observador no

galpdo e por outro no avido.

(a) Referencial no galpao b) Referencial do avido
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Definigao de um referencial

Um referencial S é um conjunto de pontos cujas distancias relativas
permanecem constantes e que contenha, no minimo:

® trés pontos ndo-colineares, em um problema espacial (3D);

® dois pontos distintos, em um problema plano (2D).

Abaixo vemos um exemplo em que se tenta monotorar a posigao de um ponto P
no espago a partir de um, dois ou trés pontos de observagdo. Apenas no tltimo
cendrio, com trés medidas independentes, é possivel detectar variagdes na posigao
de P sem qualquer ambiguidade. O trio de pontos A, B e C define um referencial.
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Trajetdria de um ponto em um referencial

Seja um referencial S munido de um sistema de -
coordenadas Oxyz, de base (i, ,K). i T AF
A posicio de um ponto P genérico no espago '
pode ser definida a partir de suas coordenadas
cartesianas (x, y, z), componentes do vetor posi¢io
¥ = (P -0) nabase (i}, K):

<!
[Ee)
h s

i(1) = (P-0) =x(t)i+y()i +2(hk & P =(x(t),y(t),2(1))

Se as coordenadas (x, y, z) permanecem constantes no tempo, P é um
ponto soliddrio ao referencial S. Caso contririo, P descreve um movimento
com respeito a este referencial.

A trajetéria de P em S é a curva descrita pela fungdo (), parametri-
zada em ¢.
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Derivada de um vetor em um referencial, velocidade e aceleragao

A derivada de um vetor T em um referencial S é o vetor cujas compo-
nentes em uma base (i,},k), soliddria a S, sdo respectivamente as
derivadas das componentes do préprio T nesta base, ou seja:

df dx. dy. dz.

+—k

2 s r er _ ay
r=x1+y+z = T dt1+dt dr

Em outras palavras, a derivada de um vetor depende do referencial
adotado. Versores somente podem ser tratados como “constantes”
na diferencia¢do se a base em questdo for solidéria ao referencial.

Os vetores de velocidade e aceleracao de um ponto P em wm referencial
S sdo, respectivamente, a primeira e segunda derivadas temporais do
vetor posigdo em S:
L_dr _d L dv_d% _ d?
Y= = (P-0) 3= =

T & ar et 9
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Movimento retilineo

Um ponto P descreve um movimento retilineo

em um dado referencial S se, e somente se, o0

existe um versor ¢ tal que sua trajetéria possa . P

ser descrita a partir da expressao: A K t/?" e
i N

T(t) = (P-0) = (Pg - O) +s(t)e
o P=(xp+exs(t),yo+ eys(t),zo +eys(t))

com Pj sendo uma posigdo ocupada por P (ou
seja, um ponto em sua trajetoria).

Em um movimento retilineo, tanto a velocidade quanto a aceleracio
sdo vetores paralelos ao versor diretor é da trajetéria:

ds Lo d?%s
a=—é

V=—¢&
dt dr?




PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 2.1 13/29

Movimento circular

Para a descri¢do do movimento circular de & 4
uma particula, adotemos, por simplicidade um >/'
sistema de coordenadas Oxyz de base (i, LK), T v
soliddrio ao referencial S de interesse, tal que a 4
circunferéncia tenha centro O e esteja contida i

no plano Oxy:

1(t) = (P - O) = r(cos 01 +sin 0)) = ré,

A base (&, é, k) do sistema de coordenadas cilindrico, nio-solidirio a S,
simplifica a descri¢do das expressoes vetoriais. Em particular, note que:

da, . L . A
{ &, = cos 0i + sin 0 a =0(—sinfi+cos b)) =0é. = Ok A &,
. A :> A
€ = —sinbi+cos? &=9(—Cos€i—sin0)=—6'él-=9'f</\éc

dt
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Movimento circular

Assim, temos: )

d . 7
= a(re,-) =réé. 4
i

d . S
= 5 (r6e0) = rfec - r6%e,

<4

Isto motiva a defini¢do da velocidade angular
© = 0 e da aceleragio angular a = 6.

Em um movimento circular de centro O e raio r, o vetor velocidade
é tangente a trajetoria e tem intensidade r|w|. O vetor aceleragio, por
sua vez, possui componente tangente de intensidade r|a| e uma
componente r0rm1al, de intensidade rw?, apontando para O:

V = roé.

=raé. — ra)zér

o
|

14/29
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Definicao

Um sistema descreve um movimento de corpo rigido se gualguer
par de pontos neste sistema preservar constante sua distincia relatioa.

Quando se toma um trio arbitrario de pontos em um corpo rigido, como
corolério da conservacdo das distancias relativas entre pontos tomados
par a par, decorre a preservagio de dngulos entre qualquer par de linhas
soliddrias a este corpo.

16/29
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Equacéo caracteristica do movimento de corpo rigido

Dados dois pontos P e Q arbitrarios e um referencial S, a velocidade de P
relativaa Q em S é a derivada em S do vetor de posigdo relativa (P - Q):

o d d —
VP/Q=$(P—Q)=&[(P—O)—(Q—O)] =Vp - Vq

Sejam P e Q dois pontos de um mesmnio corpo rigido. Neste caso, a
distancia d entre esses pontos deve permanecer constante:

(P-Q-(P-Q=P-QF=d
d - -
$P-Q - P-Q]=0 = g (P-Q+(P-Q Vpq=0

Em um movimento de corpo rigido os vetores de posigdo relativa
e velocidade relativa correspondentes devem ser ortogonais entre
si, resultando na equagdo caracteristica do movimento de corpo rigido:

Vpig-P-Q =0 o Vp (P-Q=Vq (P-Q
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Descricdo de um movimento plano de corpo rigido

Um corpo rigido descreve um movimento plano se for modelado
como uma figura plana em movimento em seu préprio plano.

Para descrever a configuragio de um corpo em mov. plano bastam:
® as coordenadas de um de seus pontos sobre o plano.

® o angulo que uma direcdo qualquer soliddria a este corpo forma
com uma diregio fixa ao referencial adotado.

No exemplo, podemos usar as
coordenadas de A(xa, yp) €0
angulo 0 entre as direcdes de
(B - A) e (versor do eixo Ox,
fixo ao referencial).

Se monitorarmos 2 pontos do

corpo, teremos uma medida
redundante.

19/29
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Velocidade relativa no movimento plano de corpo rigido

Seja 6 o angulo entre (P — Q) e a diregdo do

versor 1, fixa ao referencial S de interesse. -
Sabendo que a distancia [ entre os pontos P e Q PJ
do corpo é constante:

(P-Q) =1(cos 01 + sin 6))
Vp)Q = %(P—Q) = 16(—sin 61 + cos 6))

Como esperado, equagio caracteristica do movimento de corpo rigido é
identicamente satisfeita:

Vpg-P-Q =0 o Vp-(P-Q=Vq (P-Q)

Notando ainda que k A (cos 61 + sin 6) = (- sin 81 + cos 6j), conclui-se
que, para um corpo rigido em movimento plano:

GP/Q=(T)/\(P—Q) com & = 6k




PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 2.1 21/29

Velocidade angular em um movimento plano de corpo rigido

O vetor velocidade angular ou vetor rotagdo de um corpo rigido em

. P . _de
movimento plano é definido como & = —1 com:

dt
® ¢ sendo o dngulo de orientacio adotado para o corpo — entre
uma diregdo soliddria ao corpo e uma direcdo fixa ao referencial.
® 1 sendo um versor normal ao plano de movimento, orientado
pela regra da méo direita na direcio crescente do angulo 6.
A definigdo do vetor rotacéo independe do particular par de pontos
escolhido no corpo para definir uma diregdo a ele solidéria.

No exemplo, o movimento se da sobre o plano Oxy e o
angulo de orientagédo 6 escolhido cresce para rotagoes
anti-horarias (sentido k), logo & = 6 k. Se escolhermos o
angulo (6 + ¢) entre (C — A) e o eixo Ox para orientar o
corpo, como ¢ = CAB é constante, entdo: & = (6 + ¢)k = § k.
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Campo de velocidades em um movimento plano de corpo rigido
Para um corpo rigido em movimento plano, escolhidos dois pontos P e Q
quaisquer, soliddrios ao corpo, a relagdo em um dado instante de tempo, entre
os vetores posicdo relativa (P — Q) e velocidade relativa Vp,q = Vp — Vg €é:

\_}P/Q:(;_S/\(P—Q) < \_)/'PZ{;Q+(T)/\(P—Q)

na qual o vefor rotagdo & é tinico para o corpo (i.e., independe do par de
pontos escolhido) e ortogonal ao plano de movimento.

w 4]

N <N\

N

> P - o + l/// \

Q" Q" Qe

Graficamente, o movimento plano de corpo rigido é a composi¢ao de uma
translagdo com velocidade ¥ e uma rotagdo em torno de um ponto Q do corpo.
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Campo de aceleragdes em um movimento plano de corpo rigido
Se denotarmos (P — Q) = I(cos 81 + sin §)), a aceleragio relativa @pq é:
- I A . .
apQ =ap —aQ = @(P - Q) =10(-sin b1+ cos ) — 192(c0s91+ sin 67)

Identificando o vetor acelera¢do angular/rotacional deste corpo rigido
em movimento plano como a = 6 k, obtemos a respectiva equagido que
relaciona, em um dado instante de tempo, ap, dq, & e @ = |&|:

dp=dq+aA(P-Q -w*(P-Q

w,a W,

=y ) >\

P | — P n

/// 2]
Q Q Q°
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Centro instantaneo de rotagéo (CIR)

No campo de velocidades de um movimento plano de corpo rigido, Vp,qQ,
(P - Q) e & constituem um trio de vetores ortogonais entre si. _
Uma reta ortogonal a vp passando por P é um lugar {
geométrico de pontos solidarios ao corpo cujas Q
velocidades sio paralelas a Vp. De fato:

P >
- - - - - - vVp
Vp Vg © pllipg © Vp L (P-Q L& N

Se um corpo rigido em movimento plano ndo estiver em translacio,
existe um ponto I em seu campo de velocidades, denominado certro
instantineo de rotagdo (CIR), cuja velocidade instantanea é nula.

Uma vez que 06 paralelo a todo vetor, conclui-se que, dado um ponto P
qualquer, o CIR pertence a reta ortogonal a Vp passando por P. Ainda,
|Vp| é diretamente proporcional a sua distancia ao CIR.

Vp=3A(P-1) = |Vp|=[a]|P-1T|
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Determinagéo do centro instantdneo de rotagao (CIR)

0 velocidades de Q e P nao-paralelas (figura a esquerda):
¢ 0 CIR é a intersecdo das retas, passantes por Q e P, com dire¢des
ortogonais as respectivas velocidades.
® para a construgdo geométrica é necessario conhecer as posicdes de
Q e P e apenas as direcoes de Vg e Vp.
@ velocidades de Q e P paralelas com Vg # Vp (figs. centro e direita):
® CIR sobre a reta QP, obtido por interpolagdo linear.
® para a construgdo geométrica € necessario conhecer as posi¢oes de
Q e P e os vetores (intensidade, direcdo e orientagio) \_'IQ e Vp.

\13
§1 o1 \.Q

VQ ol
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Rolamento sem escorregamento

Se em um cenario com dois corpos rigidos houver rolamento sem
escorregamento, entdo os pontos instantaneamente em contato tém a
mesma velocidade (suas aceleracoes, no entanto, sao distintas).

E
No exemplo acima, vemos um disco que rola sem escorregar
sobre uma superficie plana fixa. Neste caso, o ponto E tem
velocidade nula e é o CIR do disco. Note que este movimento
pode ser melhor compreendido como a composicio de uma
rotagio em torno do centro C com uma translagio da roda.
Ja no exemplo ao lado, o CIR do disco é o ponto I indicado.
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Determinagéo do centro instantdneo de rotagao (CIR)

Considere um carrinho de rolima em que rolamentos radiais de esferas
desempenham o papel de rodas, rolando sem escorregar sobre uma
superficie plana.

Considerando uma manobra em que o angulo ¢ entre os eixos
dianteiro e traseiro permanece constante, da condicao de rolamento sem
escorregamento das rodas, seus centros terdo velocidades ortogonais as
dire¢bes dos seus respectivos eixos.

28/29
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Determinagéo do centro instantdneo de rotagao (CIR)

Sendo a direcdo da velocidade da extremidade de cada eixo ortogonal
ao respectivo eixo, CIR do carrinho de rolima estd na intersecgdo das
retas suporte de seus eixos dianteiro e traseiro.

14 14
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