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Duracao da Prova: 120 minutos (ndo é permitido usde calculadoras)

QUESTAO 1 (3,0 pontos).O diagrama abaixo mostra um sistema em equiliyipeso do bloco K é P e o
peso da polia C é P/4. Despreze outros pesos. liss ibe D possuem raice a polia F possui raid2. Nao ha

atrito entre o plano inclinado e o bloco K. Os @abao ideais; ndo ha atritos de qualquer espésipaims e
em seus mancais. Consid€&e45°. Nestas condi¢des, pedem-se:

(a) Os diagramas de corpo livre de todas as pal@bloco K
e das barras AC e BE;
(b) as reacdes nos mancais C e D;

(c) as reacdes nas articulacdes A e E

Solucédo
Diagramas de corpo livre das barras, polias e ook

Ve
T4
T4 T4
T4 F
T4 T2
N
P/4 T
Vo
Ho
P
T4
Ho
He
—>
TVE
Para o bloco somente, temos:
D R, =0=-T,cosf+Nsenf =0
1)

D> R, =0=T,send-P+Ncosf =0

Resolvendo as equagdes (1) tem-se:
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N = Pcosé

T, = Psend

Do equilibrio da polia de centro F obtemos
2T, =T,=T,= PSZ”Q = Pf

Do equilibrio da polia de centro C,

ZFH=O:2T10058:HC:>HC:ZP—\/EQ:E
$ 22
SR, :0:>T1+2Tlsem9+; =V, =V, = PFJ’;/E}

Do equilibrio da polia de centro D,

Psend _ P2

Hy =V, =T, = > 2

Finalmente, considerando somente as barras AC e BE,

Hs
Vsl Ho
—>
VDT —>
He
VET
barra AC
P
ZFH:O:—HA+HB+E:O 3)
SR, =05V, +V, —P(3+4‘E] =0 (4)
ZMB =0=> _lﬁHA_IQVA_EIQ_P 3+\/§ IQZOS
2 2 2 2 4 2 (5)

“H, -V, - P(5+4‘/§J -0
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barra BE
D Fy=0=-Hy+H, +P‘F 0 (6)
SR =0= -V, +V, +Pf:o ()
PV2 V2 PJ2 V2 . 342 3.2
M.=0= —|7 Ve MLy 21X e g 21X
2. Ms 2 TTq g Ve TRl 7T ()

3\/E+3HE+PI-0

As equacoes (3) a (8) sao resolvidas para se ldRiérfa, He € VE da seguinte maneira:
de (3),H, = Hrg em (6),

PV2

“H +PH, +——0 —HA+HE:—E—P—\/§ 9)
2 2 4
de (4),v, =-v, + p(3+IJ em (7),
VA—E—P—‘E+VE+P—\E:O:>VA+VE:£ (10)
4 4 4 4
de (10)y, =3P _y, em (8)
4
3£—3\/A+3HE+P\/§:0:>VA:3P+HE+P—‘E (11)
4 4 3
(11) em (5) fornece
—HA—?’:’—HE—Pf—T—Pf:o:—leA—leE:24P+7Pﬁ (12)

Resolvendo-se (9) e (12) obtém-se:

b = PO+2/2)
A 12

= Pa5+5V2)
: 12

He em (11) fornece

P(6++/2)

V, =-
A 12

e, finalmente, Y em (10) fornece

v, = P@5++/2)
12
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QUESTAO 2 (3,0 pontos).A barraAB, de comprimentd_=5r,
esta conectada por meio de juntas esféricas aorcduies ao disco

rotativo de raior e centroC =(a,00)com a=ry15. Sabendo-se

que este disco gira no sentido anti-horario cornocréade angular
w constante e que a barAB ndo pode girar em torno de seu

proprio eixo, ou seja, Q [(B—A)=0 pede-se, para a
configuracao indicada na figura:

(a) A velocidade do cursak.
(b) A velocidade angulaf da barraAB.

(c) O eixo helicoidal instantaneo da baAf.

SOLUCAO

Da geometria do problema temos:
(B-0)" =|[(B-C) +|(C-0)] = |(B-O) =r?+(rv15)* =|(B-0) = 4r
(A-B)f =|(B-0)* +|(A-O)f = |(A-0)| =3r
Com isso, temos as coordenadas de todos os panioterkesse:
AQ3r0)  B(rvV150r)  C(rv/15,00)
Da equacao fundamental da cineméatica aplicadasao de centro C temos:
V, =V, +@0(B-C)=0+¢j Ork =V, =ari’ 1)
A mesma equacao aplicada a barra fornece:
Vo=V +QO(A-B) =ari +(Q,i +Q,] +Q,k) O(-rv15 +3rj —rk) 2)
Sabemos porém qué, =V,] pois A desloca-se sobre a guia vertical.
Assim, a eq. (2) fica:
i i k
Vi s+ Q0 Q, Q=(ar-rQ, -3rQ ) +(-rv15Q,+rQ,)j + (3rQ, +rvV15Q )k (3)

-r15 3 -r

A eg. (3) fornece 3 equacdes escalares:
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i0=ar-rQ, -3rQ, (4)
v, =-1/150, +rQ, ©)
k:0=3rQ, +rv15Q, (6)

Temos, portanto 4 incognitas. A equacado adicioeal da condicao de corpo rigido para a barra AB:
v,[{A-B) =V, [[A-B)=

Vo] 0115 +3r] - 1K) = ari [-r+/15 +3r] -rk) =

3rv, = -wr?\15=

v, = -V )

resposta (a)

Para a obtencdo do vetor rotacdo da barra temoregaker o sistema formado por (4), (5) e (6).adtanto,
este sistema é composto por equacbes linearmependkntes, como se pode verificar pelo célculo do
determinante da matriz do sistema:

0 -r -3r
r 0 -r415=0
3 rd15 0

Assim, faz-se necessario utilizar uma equacgéo éxtiendente, qual seja, a condicdo de ndo-rotagdmada
AB em torno de seu préprio eixo:

QUB-A) =0= (Q, +Q,] +Q,K) I-rV15 +3rf —rk) = -rJ/15+3rQ, -rQ, (8)
de (6),

1500
0=3rQ, +r15 Qy:>QX=—% (9)
de (4),

w Q
O=aw-rQ -3rQ, == QZ:E—?" (10)

de (9) e (10) em (8),

V15Q ro rQ w
y - y — -
rv15 3 +3rQy 3+ 3 O:>Qy 5
em (9)
_ w15
Q =—-—-
75

em (10)
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Q = 24
75
Assim,
Q = % (—/15 +3] +24K) resposta (b)

Os pontosE do eixo helicoidal instantaneo de um solido sittsmrsobre uma reta paralela ao seu vetor de
rotacao instantane@ , cuja equacio € dada por:

Q Oy
el

Tomando o ponto A como polo, temos:

D (15 +3] +24k) 0~V ““/—5* )

E=A+ 12 . +AQ
o (15+9+24%)

E=0+

+10 (Eq.16)

E=A+ 75\/1_5rr+grlz+Af) resposta (c)

QUESTAO 3: (4,0 pontos)im disco de massa e raior articulado

pelo seu centha uma barr®A de massd e comprimentdr rola

sem escorregar sobre uma foede raior+R, conforme indicado na

figura. Admitindo-se que atsiea se encontre inicialmente em

repouso quando o angéemtre a barra e a vertical f6y

(0<8,<m/2), pede-se:

(a) Os diagramas de corpelia barra e do disco em uma posi¢cao
genérica como a mostradaguaa.

(b) O trabalho que cada unafdecas atuantes no sistema realiza
(justificar, para os casps@ue o trabalho € nulo).

(c) A velocidade e a acelémangulares do disco e da barra para

6=0.
(d) As reacdes horizontais aaiculagéeQ eAparad=0.

o 1
Dadosi.fz's"°=§mr e JEm= |\/|R2

SOLUCAO

Como o disco rola sem escorregar, o ponto de dont@acorresponde a€lR. Logo, podemos calcular a
velocidade de A aplicando-se a equacao fundamgat@inematica entre os pontos C e A do disco:

V, =Vet+ak D(— rT)=5—aﬁ=aﬁ (Eq.1)

Como A também pertence a barra, podemos calcular a $ocidadle aplicando-se a equacdo fundamental da
Cinemdtica entre os pontés O da barra, ou seja:
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Uy =V + - OK)ORT = 0-0R (Eq.2)

Igualando-se (1) e (2) determinamos a relacdo estuelocidades angulares da barra e do disco:

= r .
Q=-— Eq.3
c 0 %3)

Como a basd,j,k é solidaria a barraOA e os vetores de rotagde @tém direcdo constante, podemos
derivar a expressao acima para obter a relaca® anticeleracdes angulares da barra e do disco:

= r -
Q=-— Eq4
Ra) q.4)

De posse das relagbes anteriores, podemos expassaaeleragdes do pomkoe do baricentr@ da barra em
funcdo da velocidade angular do disco:

a, =0+ (- Ok)ORT + [ k) o[- ok OR') = -oR - Q?RT = -R(Q] + 07)
08, = RG] +Q% )= —r(if + a7 (Eq.5)
D = -2 (] + 2 )= -7 [df + )

Para obtermos a variacdo das velocidades e adidsrapgulares em funcdo do ang#éloaplicaremos o
Teorema da Energia Cinética entre os estaf)s= 6, e 6(t)=0. Antes, porém, é necessario construirmos os

diagramas de corpo livre do disco e da barra, cemoposito de identificarmos as forcas que realinatmalho
durante a mudanga de configuracdo do sistema. t@dosi diagramas, para uma posi¢aarbitraria, sao

apresentados nas figuras abaixo:
%/ HO

N\ | Mo

A
HA
(Resposta a)

Analisando-se o trabalho realizado pelas forgaand#s no sistema, notamos que:
* As componentes/.,H.da reagéoﬁc, em C, ndo realizam trabalho, pofS tem velocidade nula; logo,

We =7 = ReVe =R:.0=0.
« As componente¥,,H, da reagcddr, emO nao realizam trabalho, pa¢& um ponto fixo.

» As reacbes de contacto no ponto A entre a barrdisco constituem um par de forcas internas aersist
com mesmo moédulo, mesma direcao e sentidos opdéstos;o trabalho realizado por essas forgas & nulo

« O trabalho realizado pelas forcas pesp e mg entre as posicde#(0) = 6, e 6(t) = 0é dado por:

Iy (6,.0)= Mgg(coso— cost, ) + mgR(cosD - cosb, ) = g[mR+ M g](l— cost,) = Zm+ M Rg(L-cosd,) (Eq.6)
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(Resposta b)

Como o sistema disco+barra parte do repouso, arsr@ia cinética inicial é nula. Mas na posi¢dg= 6, o
seu valor é:

1

1 .
T(H) = TDisco (9) +TBarra(0) = E J E)lecowz (0) + E J SzarraQZ (9) (EQ-7)
Para o disco, tem-se:
Disco _ 1 Disco 2_1 > 2_3 >
3o J 550 +mr —Emr +mr —Emr (Eq.8)

Substituindo-se as equacdes (3) e (8) em (6), ob&m energia cinética do sistema para uma pogicao
arbitraria:

_1 2 1 262(a) = 3 ry 2,2 12, 2(0)-9M+2M 5 5
(6)= 2Elgmr a12(9)+ZB;—MR Q?(v) S (9)+6Mr w*(6) = e ) (Eq.9)
Aplicando-se o Teorema da Energia Cinética entppagdes) e 6, resulta:
2m+M Rg

?(0)= Y] (cost - costy) (Eq.10)
Derivando-se a equacédo acima em relagédo ao ternponese:

2m+M Rg
aw()af6) =3 9m+2M > (-sing)® (Eq.11)
Notando, na equacgéo acima, cfie Q = —éw, chega-se a:
(6)afp) =32 M RO sin L f6) = if6) = 3EI2m—Mgsm0 (Eq.12)

9m 2M r? +2M r

Particularizando-se expressdo (10) para a confifor&@ =0 e utilizando-se a relacdo (3), obtém-se as a
velocidades angulares do disco e da barra, dadas po

w(o)_\/sngg (1-cosd,)

o9m+2M r?

mrem r (Eq.13)
Q(0)=——\/69MR9(1 cost,)

R O9Mm+2M r?
e também as suas respectivas aceleracdes angulares
@0)=0
Eq.14

Q(0)=0 o14)
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(Resposta c)

Consideraremos agora os diagramas de corpo liveegpparticular posicag =0:

VO
j O
mg , B Mg °
AR [ c
c ¢ Ha
. v,
—
@,

Tomando-se por referéncia os diagramas de cormodisima, aplicaremosTMVB segundo a diregdioe 0 TMA
a barra e ao disco. Para o primeiro, adotaremos gdho o ponto fixdD e para o segundo o baricenftoAlém
disso, utilizaremos as expressfes das acelerag@ebadicentross e A da barra, ja particularizadas para a

posicdod =0 . Portanto, para a barra, tem-se:
Ho - H A = Mag, =M[—%d)(0)j=0 (Eq.15)
-HAR=J%"z(0)=0

(Eq.16)
E, para o disco, tem-se:
Her =300 m(o):%mrz.o:o (Eq.18)

Resolvendo-se o sistema de equacdes acima, chega-se

(Resposta d)



