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12 Questao (3,0 pontosNa estrutura esquematizada abaixo, a [ir& articulada nos pontds
e D, a barraAB é articulada enA e B e a barra&CE € articulada ent e E. Na articulacad® encontra-se

aplicada a forca . Pedem-se
D ¢ 7 (a) Os diagramas de corpo livre das baABsCE e BD.

(b) As forcas atuantes na baBR, nos ponto®, C eD.

22 Questao (3,0 pontos)A extremidadeA da barraAB desliza dentro de uma guia vertical com
velocidadev, =vJ (v constante); a barra gira ao redor do e@xortogonal ao plano do papel e que
passa poA) com vetor de rotacd@ = ¢ K e vetor de aceleracédo angufar ¢ K . Na extremidad®
da barra ha um motor que gira a esfera de c€h&r@aioR com um vetor de rotaca®= wi relativo a

barra, de modulo constante. O ponto D pertencefgiaes sua posicdo é tal qi—C =-R| no

instante considerado. Adotando a baffd como referencial movel e expressando as grandezas
vetoriais na basei, j, k), pedem-se:

a) As velocidades relativa, de arrastamento e
absoluta do pontD;

b) As aceleracgOes relativa, de arrastamento e
absoluta do pontD;

c) As aceleragOes relativa, de arrastamento e
absoluta do pontG;

d) O vetor de aceleragcdo angular da esfera de
centroC.
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32 Questad4,0 pontos):0O sistema da figura € composto por um disco homamée centra@,
massam, e raioR unido ao bloco de massa; por meio de uma has#B de massa desprezivel.
Admite-se que o coeficiente de atrito nos contaetdse o disco e 0 solo e entre o bloco e o s¢éoLse
, que o atrito na articulacéo eiseja desprezivel e que o sistema parta do reda@us®e ¢ = 0)

sob a acdo de um binario de momewitoonstante. Nessas condi¢cdes, pede-se:

¢
L J 4 Dado:

: m,R?
j B : Ja, =—2

| \ -

a) Determinar a maxima aceleracdo(horizontal) do pont@ que pode ser imposta ao sistema sem
gue haja escorregamento entre o disco e o solondofue o sistema se mova para a direita.

b) Determinar a expresséo da aceleracao horizanti pontoA e da forcdag na barradB.

c) Determinar a energia cinétidado sistema e o trabali realizado pelos esforcos atuantes no
mesmo para leva-lo do estado inicial de repousm a&stado conp e ¢ arbitrarios, supondo que
nao haja escorregamento entre o disco e solo gdaad queM € constante.

d) Usando o resultado do itendeterminar a velocidade angulardo disco em funcéo dg
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PME 2100 — MECANICA A — Gabarito da Prova de Recupecio

12 Questao:(3,0 pontosNa estrutura esquematizada abaixo, a & articulada nos pontos B e
D, a barra AB ¢é articulada em A e B e a b&Eaé articulada em C e E. Na articulacdo B encordra-s
aplicada a forca . Pede-se:

(a) Os diagramas de corpo livre das ba’kBsCE e BD. (1,0 ponto)
(b) As forcas atuantes na baBR, nos pontos B, C e 2,0 pontos)

SOLUCAO 1

Analisando o equilibrio das barraB, CE e BD, notamos que:

1.As barrasAB e CE estdo em equilibrio sob a acédo de duas forcasagpls as suas extremidades.
Logo, essas forcas devem ser iguais e opostasyrammfiindicado nos diagramas de corpo livre da
Figura 1. Naturalmente, os sentidos serdo detedogaportunamente, apos a resolucédo do sistema
de equacdes de equilibrio.

A Fag

Fce C E Fce
> ——

() (b)

Figura I Diagramas de corpo livre das barras:AB) (b) CE.

Fag

2.A barraBD encontra-se em equilibrio sob a acéo de trésdaghcadas nos ponté&s C e D. Logo
essas forcas sdo, necessariamente, coplanareglaaooem que atuam € o plaBBE, pois os 3
pontos de aplicacéo das forcas (ou, #j&;, D) situam-se sobre a reBD e a dire¢cdo de uma das

forcas (Ifc) € conhecidaGE). Resta, portanto, apenas verificar se se tratandsistema de forcas
concorrentes ou paralelas (vide Figura 2).
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Figura 2 Anadlise das forcas atuantes na b&a a) 12 hipo6tese: concorrentes; b) 22 hipétesalgias.

Para tanto, analisamos a articulag@gvide Figura 3) sobre a qual se aplica uma forgarea
Fj contida no planoAxy. Essa forca é equilibrada pelas duas forcas mdemtuantes nas

extremidades das barraB e BD. A primeira delas £, ) tem a direcdo daB, ou seja,i ; portanto,
IfAB e Fj encontram-se no mesmo pladay. Consequentemente, a terceira forﬁ )(devera
também estar no plaxy para que o sistema de forgas concorrenkgs IFAB , IfB} se equilibre.

Fe B/ Fae
H&

F
Figura 3 Equilibrio da articulagao B.

Conclui-se, assim, que a linha de acdo da fcﬁfgase encontra na interseccédo dos plafose

BDE. Observando a Figura 1, notamos que essa linha tirecio d€E (ou seja,j —i ).
Aplicando-se as equacdes de equilibrio de forgeméts na articulacd(vide Figura 3), resultam:

Fscod45°)=F = F, =F+/2
F,s = Fgsin(45°)=F

A andlise precedente nos permitiu concluir questesia de 3 forcas atuantes na bBiDaou seja,
{ Fy,Fy,F.}é um sistema de forcas paralelas, conforme ildstra Figura 2-b.

Para calcular as magnitudes dessas forgas, éesuéicaplicar as equacgdes de equilibrio estatico no
plano BDE. Todavia, uma simples inspecdo da geometria denss (vide Figura 4) nos permite

: , , = = N P A
concluir que, por causa da simetria, as forEge F,séo iguais e tém modutg‘Fc‘. Em outras

palavras:F. = 2\2F
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Figura 4 Forcas atuantes na baBB (planoBDE).

SOLUCAO 2:
Constroi-se o diagrama de corpo livre das 3 bayaem uma analise mais detalhada do equilibrio da

barraBD (conforme descrito na “Solucédo 1”), aplicam-seegsacfes de equilibrio estatico aoB0
(vide Figura 5) e as barra®, CE eBD (vide Figura 6).

Zs i Fea
B OA/

Xeg
/%F

Figura 5 Equilibrio do né B.
2 AsF,

//F/BA FCE g E FCE

>

Figura 8 Diagrama de corpo livro das barii3, AB e CE.

Considerando-se o equilibrio do Bporesultam as equacdes (1) a (3) a seguir.

D F =0= Xy +Fg, =0 (1)
Y F,=0=Y,+F=0=>Y,=-F )
Y F,=0=>-Z,=0=2Z,= (3)
Considerando-se o equilibrio da baBia, resultam as seguintes equacdes (4) a (9) abaixo:
ZFX:O:—XB+XD+FCEg=O (4)

V2 _
5 =0 (5)

ZFV =0=-Yg -Yp, ~F
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>F,=0=>2,+2,=0=2,=0 (6)
ZMBX=O:>FCEg€+YD2€:O (7)
ZMBy:O:FCEg£+XD2£=O (8)
> Mg, =0= FCE§£+YD2€=O (9)

Departamento de Engenharia Mecanica

Resolvendo-se o sistema de equacdes (1) a (9) ,auit@m-se:

Xg = Y, =-F Z,=0
Xo=-F Y, =-F Z,=-F
Foe = 242F

22 Questao:(3,0 pontos)A extremidadeA da barraAB desliza dentro de uma guia vertical com
velocidadev, =vJ (v constante); a barra gira ao redor do exrtogonal ao plano do papel e que

passa poA) com vetor de rotacd@ = ¢ K e vetor de aceleracéo angufar ¢ K . Na extremidad®
da barra ha um motor que gira a esfera de céh&r@aioR com um vetor de rotacdo=wi relativo a
barra, de modulo constante. O ponto D pertencefgiaes sua posicdo é tal qi2—C =-R| no

instante considerado. Adotando a baffa como referencial movel e expressando as grandezas

vetoriais na basei, j, k), pedem-se:

,_.
O
—1

SOLUCAO:

a) (1,0 ponto)As velocidades relativa, de
arrastamento e absoluta do pobto

b) (1,0 ponto)As aceleracbes relativa, de
arrastamento e absoluta do pobto

c) (0,5 ponto)As aceleragbes relativa, de

arrastamento e absoluta do po@to

d) (0,5 ponto)O vetor de aceleracdo angular
da esfera de centfo.

Inicialmente estabelecemos a transformacédo geaaégmtre os sistemas de coordenaddk e

' IK , ou seja:



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Avenida Professor Mello Moraes, n° 2231. CEP 05508-900, S&ao Paulo, SP.
Telefone: (0xx11) 3091-5337 Fax: (Oxx11) 3813 1886

Departamento de Engenharia Mecanica

| =cosgi —singdj
J =singi +cosdj
K =k

Notemos que, para um observador fixo ao refererigiado a barraAB, a esfera realiza um

movimento puro de rotacdo em torno do eixoDessa forma, para esse observador, a velocidade d
pontoD é dada por:

\7D,re| :\7C,re| + af D(D _C) = aj—. D(_ RI): _O‘RR

Para calcular a velocidade de arrastamento do [rificamos” a esfera a barraB, de modo a que
ambas se comportem como um Unico corpo rlgido Seq) tem-se:

Vo =V, + Kk O(D - A)=VJ + gk D[(L + R - Rf|= (Vsing + gR) + [V cosg + g(R+ L)]]
Logo, a velocidade absoluta do pobtpsera:

VDabs _VD rel VDarr (VSIn¢+¢R)I +[VCOS¢+¢(R+L)]J -

Analisando-se 0 movimento da esfera em relacaefeoencial fixo a barrdB, observamos que os
pontos da esfera ndo situados no édrealizam movimento circular uniforme ao longo danp

normal ao eixoi , de modo que a aceleracdo relativa do pdhtoorresponde a sua aceleracéo
centripeta, ou seja:

aD,rel = wZR-I
Para calcular a aceleracédo de arrastamento do pomtais uma vez “fixamos” a esfera a baki e
aplicamos a formula geral da aceleracédo de um cdogjuo, ou seja:

8.0 =8, + ¢ 0(D - A)+ gk Dlgk O(D - A))= (IR-9*(R+ L)) + (#(R+ L)+ 9°R)]
A aceleracdo complementar do pobtsera:
o o = 260, OV, = 2k O~ aRK)=0
Portanto, a aceleragéo absoluta do pénsera:
B e = (PR~ 9*(R+L)J +({p(R+L)+ $"R- & R)]
Analisando-se de forma similar o movimento do pdittem-se:
aC rel = 6
=4, +#k 0(C - A)+ gk O(gk O(C - A))= p(R+L)j - g*(R+ L)
8cco = 2@, OVy =0
B s = ¢(R+ L)j - ¢(R+L)0
O vetor de aceleracdo angular da esfera € dado por:
ﬁ = ﬁrd +C?arr+aRe$l = ¢R + ¢lz DCJ’ = ¢R + ¢C(j

a

C,arr

32 Questao (4,0 pontos) O sistema da figura é composto por um disco hémeg de centro A,
massam, e raioR unido ao bloco de massa; por meio de uma haste AB de massa desprezivel.
Admite-se que o coeficiente de atrito nos contaetdse o disco e o solo e entre o bloco e 0 s@lg é
gue o atrito na articulacdo em A € despreziveleeauaistema parta do repougbf0e ¢ = 0) sob a

acao de um binario de momemtioconstante. Nessas condicdes, pede-se:
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L g \? Dado:

N

a) (1,0 ponto)Determinar a maxima aceleracag (horizontal) do ponto A que pode ser imposta ao
sistema sem que haja escorregamento entre o dssole, supondo que o sistema se mova para a
direita.

b) (1,0 ponto)Determinar a aceleragao horizordaldo ponto A e a for¢ckag na barra AB.

c) (1,0 ponto)Determinar a energia cinétidado sistema e o trabali& realizado pelos esforgcos
atuantes no mesmo para leva-lo do estado iniciakdeuso a um estado caogne ¢ arbitrarios,
supondo que ndo haja escorregamento entre o dsmo e lembrando qud é constante.

d) (1,0 ponto)Usando o resultado do itendeterminar a velocidade angulardo disco em fungéo de

¢
SOLUCAO

Para que possamos aplicar os teoremas da Dinaroicsiseema considerado, construiremos 0s
diagramas de corpo livre dos dois corpos dotadosadsa e inércia — o bloco e o disco (Fig. 7).

M /’
B Fas
msg " FAB
v
“Fo
T N . atB NA
(a) (b)

Figura 7 Diagramas de corpo livre: (a) do bloco; (b) decdi
Notemos que a barra AB, de massa desprezivel, mparta apenas como um vinculo cinematico
entre os movimentos do bloco e do disco, impondgantos A e B as seguintes restricoes:
V, = Vg 1)
a,=a, (2)

Além disso, como o disco rola sem escorregar, éopd@ contacto do mesmo com o solo corresponde
aoCIR (vide Fig. 8).
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Portanto, o centro A do disco realiza movimentoizootal de
/ translacdo com velocidade e aceleracdo dadas,ctesmeente,
A—» por:
_> .
0.9 VA= ¢9R 3)
C=CIR .
a, = ¢R 4)
Figura 8 Movimento do disco. Aplicando-se o Teorema do Movimento do BaricenffMB)
(vide Fig. 2-a) ao movimento do bloco, obtém-se:
Mgay = Fpg —Fug = Fag =Mgalg + Fyp )
0=Ng-myg= Ny =myg (6)

Como o bloco encontra-se em movimento, podemosafique a forca de atrito atuante sobre ele é
dada por:

Fap = N = Fug = Mg g (7)

(Na equacao acima, admitimos que os coeficientedride estaticol) e dinamico |{g) sdo iguais)
Substituindo-se (7) em (5), resulta:

Fre =M (ag +/10) (8)

Aplicando-se o TMB ao movimento do disco (vide Fig), obtém-se:

My, =F 4a~Fas )

0=N,-m,g= N, =m,g (10)

Substituindo-se (8) em (9), resulta:

F.n =m,a, + mga; + my L9 (11)

Para que ndo haja escorregamento entre o disdo des@-se ter:

I:atA s /UNA = :urnAg (12)

Substituindo-se (11) em (12), resulta:

a, < MM —me) (13)
mA + mB

Portanto, a maxima acelerag@ogue pode ser imposta ao sistema, sem que hajaegmmento entre
o disco e o solo, é:

,Ug(mA - mB)

13-a
m, +m, (13-a)

(8 ) =

E importante notar que as expressdes (13) acinsiagatm a condicdo de movimento de rolamento
puro do disco apenasisg >m;.

Aplicando-se o Teorema do Momento Angular (TMA)w@aavimento do disco (Fig. 2-b), obtém-se:
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I $=M-F,R (14)

2
mA

Utilizando-se as equacdes (4), (11) g =

na equacgdo acima (14), obtém-se:

2

mﬂ =M - (mAaA + mBaA+mB/'Ig)R'
2 R

de onde resulta:
_2(M - zmygR)

= 1
% R(3m, +2m,) (15)

Para calcular a forca atuante na barra AB, utilzema equacdo (8), a equagao vincular (2) e a
expressado da aceleracéo do ponto A (equacao ¢Lb3gja:

I:AB = mB(aB +/'Ig): mB(aA +:ug)'
do que resulta:

_ mg(2M -3m,1gR)
R(3m, +2m, )

(16)

AB

Em uma configuracdo arbitrarfado sistema, a sua energia cinética, composta pafaslas devidas
aos movimentos do bloco e do disco, € dada por:

2 2 2
m,v m.v J
Disco: AA+ BB+ AZ¢
2 2 2

Substituindo-se na equacéo acima as equacfeg3),)m como a expressao do momento de inércia
J, , obtém-se:

7= MRS | ms(@R)  m,R%?
2 2 4
ou seja:
T = (¢R)2 (3r2A + 2mB) (18)

Para calcularmos o trabalho realizado pelas foeasiomentos atuantes no sistema, desde a
configuracaah=0 até uma dada configuragf@rbitraria, notemos que:

T=Tgew +T

(17)

Bloco

1.As forcas peso e as reacfes normais nao realizd@llio, uma vez que tém direcdo normal ao seu
deslocamento;

2.A forca de atrito no disco néo realiza trabalhas govelocidade no ponto de contacto com o solo &
nula.

Portanto, além do momento extefpa Unica forca que realiza trabalho é a forcatui® &, atuante
no bloco, ou seja:

W =W, +WFa1B =M¢g - Fas m(¢) (19)
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onded(¢) € o deslocamento linear do bloco B correspondeni@a rotacag do disco, ou seja:

d¢)=Re (20)
Substituindo-se (7) e (20) na expresséo (19) @sult
W = (M - umygR)¢ (21)

Finalmente, aplicando-se o Teorema da Energia I€CmEIEC) ao sistema, a partir da configuracéo de
repouso ¢§=0) até uma configuracdo arbitradiaobtém-se:

T-T,=W=T=w= (¢R)2(3r2’* 2M) (v - mRl @2)

De onde se extrai a expresséo da velocidade ardpuidsco em fungéo de

¢:3J(M — HmggR)p

RY 3m, +2m,

(23)



