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12 Questao (3,5 pontos):

Um sélido é composto de uma barra homogénea OA de massa m, comprimento L e didmetro desprezivel, e de
uma massa concentrada 2m fixa na extremidade A.

Determine: ; Barra homogénea OA de
- . - comprimento L e massa m
a) A localizacéo do baricentro G do solido. gl
b) O momento de inércia Jg, do sdlido (em relacdo ao / A y
O

v

baricentro G), sabendo que o momento de inércia <

apenas da barra, em relacdo ao eixo Oz, € Jomarra = / Massa concentrada /
X

mL?/3. 2m

c) A Quantidade de Movimento Angular (ou
Momento Angular) ﬁG do solido, em relagdo ao polo G, com um vetor rotagdo @ = w,l+ w,j + wZE,
considerando o sistema de coordenadas Oxyz solidario ao corpo.

d) A derivada do Momento Angular em relacdo ao tempo, ﬁG, no caso em que o vetor rotacdo tenha a direcéo
de um eixo fixo paralelo a Oz.

Solucéo:
a) Como o didmetro é desprezivel: xg =z =0
yg=(m.L/2+2m.L)/(m+2m) => y5=5L/6 1,0

b) Momento do solido em relagéo ao eixo Oz:

mL? 7mL?
JOZ:JOZBARRA+2mL2:T+2mL2 = Jo, = 3

Teorema dos eixos paralelos:

mL?

7mL2  75mL%®  12.7mL? 75mL® 84-75
= - = - = m? = Jg=—— 1,0
4 —_1=

5L
Jog, =Jdg, +3M — | = Js, =
o e ( 6 J " 3 36 12-3 36 36

¢) Para um sélido, usando um polo C, temos:
ﬁC = m(G - C) A ﬁC + wax - ]xywy - ]xzwz]i)+ [_]yxwx + ]ywy - ]yzwz]f+ [_]zxwx - ]zywy + ]zwz]k
05
No sélido considerado, o diametro é desprezivel e, portanto, as coordenadas x e z sdo nulas, 0 que
anula os respectivos produtos de inércia e 0 momento de inércia Jy.

Assim, para o polo G temos Jy = J; = Jg; = mL2/4 e obtemos:

—_— 2 —
He = " (o0 + w,k) 05

d)Coma, =y =0 e k fixo, temos:

- 2 -
Hg = %(‘.)zk 0.5
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2% Questdo (3,0 pontos):Um disco homogéneo de massa m e raio r rola sem escorregar em uma superficie
cilindrica fixa de raio R. Pede-se:
a) Determine a energia cinética do disco em func¢do de
sua velocidade angular o, em uma posicao genérica
6. O momento de inércia do disco em relagéo ao seu —_
centro de massa € Jg = mR2/2.

b) Sabendo que o disco é liberado do repouso na posi¢do
onde @ =6,, determine sua velocidade angular @ e a

velocidade Vv, de seu centro de massa em funcéo de
be 0

c) Determine a relacdo entre a velocidade angular @ do
discoe 6.

d) Determine a aceleragdo angular @ em funcéo de 6

Solucéo:
a) T=mvg22 +Jga?l2= 05

= m(awr)2/2 + (Mr2/2) «2/2 => T =3mr2a2/4 0,5

b) TEC para o disco: AT = ¢
3mr2w2/4 - 0 = mg(R - r)(cos@ - cos @) =>
=> @2 = 4g(R - r)( cos@- cos&,)/(3r2) =>

R \/49(R—T)(CO~:9—00590)]_{’ 05
3r
- - - 4g(R— 06— 0 -
Vg = —wri => Vg = —\/ 9¢ r)(czs c0s%) ; 0,5

¢) Ve =or=60R-r) = ézRLa) 05

d) derivando a expressdo de »? em relagdo ao tempo:

200 = —;—gZ(R —r)send 4, portanto: & = —é—?sen@ 05
r
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3% Questdo (3,5 pontos): Um cilindro homogéneo de massa m e raio R € mantido fixo sobre uma barra de massa

desprezivel que gira ao redor da articulacdo A com velocidade angular @ = @ constante no sentido anti-horario;
0 ponto C de contato do disco com a
barra estd a uma distancia L da
articulagdo A. No instante em que a barra
forma um angulo €=30" com a
horizontal, o cilindro é solto e comeca a
rolar sem escorregar. Adotando o sistema
de coordenadas (A, x\y,z) solidario a
barra, pede-se:

a) Em relacdo a um referencial movel
solidario a barra, obtenha as expressdes y
das aceleragdes dg rer, dg,arrs dg,comp €

dg do centro de massa do cilindro em
funcdo dos dados do problema e da

aceleracdo angular Q absoluta do
cilindro no instante considerado (

0=30"),
b) O diagrama de corpo livre do cilindro;

¢) O vetor de aceleracéo rotacional Q do cilindro no instante considerado (6 =30");

d) As forcas que a barra aplica no cilindro no instante considerado (6 = 30°);

2
Dado J, ; = m2R ;

SOLUCAO

8) Vg re1 = Verer + (A —@B)A(G—C) =(Q—w)k AR] = —(Q — w)RT =>
=> dgre = —(Q — @)RT; com o = cte, temos dg o = —QRT

Garr = Gaarr + BA(G—A)+ BA[BA(G —A)] = w2k AlkAWLI+R))] =
—w? (LT + R)), no instante considerado.

g comp = 2-@W A Vgre =0 no instante inicial, pois a velocidade relativa € nula nesse
instante.

Portanto, a aceleragfo absoluta serd d; = —(QR + w?L)i — w?Rj 1.0

b)
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c) TMA:

F
mg
N
05
He =J,0k => Hg, = 2mR20K = Mg = F .RK => F = mRQ /2 ()
TMB:
mdg = FtU+ Nj + mg(—sen30°7 — cos30°)) (1)

Na direcéio x: —m(OR + w?L) = F — mg .(3) =>
=> —m(QR + w?L) = mRQ /2 —mg/2 => O =g/3R —2w?’L/(3R) 15

d) Substituindo Q na expressdo (I) vem: F = %(g — 2w?L)

Usando a expressao (11) emy, vem:

V3

:>N:%—mw2R 05

—mw?R =N—M
2



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Avenida Professor Mello Moraes, n° 2231. CEP 05508-900, Séo Paulo, SP.
Telefone: (Oxx11) 3091 5337 Fax: (Oxx11) 3813 1886

Departamento de Engenharia Mecéanica

42 Questdo OPCIONAL (1,0 ponto): Dado um sistema de pontos materiais Pj, i=1..N, de massas m; e
velocidades 7; , e sabendo que 0 momento angular de um ponto material P;, em relacdo a um polo O

qualquer, é dado por Hy; = (P, — 0) Am;¥; , deduza a expressdo do Teorema do Momento Angular

para o sistema de pontos materiais, H, = mi; A B, + MEX, onde m é a massa total do sistema e
sabendo que o sistema de forgas internas é equivalente a zero.

SOLUCAO:

Temos:

= d - - - - -
H, ZE[Z (P; —O)Amivi] = Z(Vi — Vo) AmV; + Z(Pi = 0) Amya; =
i i ‘

= [RimB] ATy + TP, — 0) AF, = mig Ay + My =>

= 5 5 —
=> HO == va /\vo + ngt
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