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1ª Questão (3,5 pontos):  
 
Um sólido é composto de uma barra homogênea OA de massa m, comprimento L e diâmetro desprezível, e de 
uma massa concentrada 2m fixa na extremidade A. 
Determine: 

a) A localização do baricentro G do sólido. 

b) O momento de inércia JGz do sólido (em relação ao 
baricentro G), sabendo que o momento de inércia 
apenas da barra, em relação ao eixo Oz, é  JOzbarra = 
mL2/3. 

c) A Quantidade de Movimento Angular (ou 
Momento Angular) ܪሬሬԦீ  do sólido, em relação ao polo G, com um vetor rotação ሬ߱ሬԦ ൌ  ߱௫ଓԦ ൅  ߱௬ଔԦ ൅  ߱௭ ሬ݇Ԧ, 
considerando o sistema de coordenadas Oxyz solidário ao corpo. 

d) A derivada do Momento Angular em relação ao tempo, ܪሬሬԦሶீ, no caso em que o vetor rotação tenha a direção 
de um eixo fixo paralelo a Oz. 
 
Solução: 
a) Como o diâmetro é desprezível: xG = zG = 0 

yG = (m . L/2 + 2m . L) / (m + 2m)  =>  yG = 5L/6  1,0 
 
b) Momento do sólido em relação ao eixo Oz: 
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c) Para um sólido, usando um polo C, temos: 

ሬሬԦ஼ܪ ൌ  ݉ሺܩ െ ሻܥ ר Ԧ஼ݒ ൅ ሾܬ௫߱௫ െ ܬ௫௬߱௬ െ ܬ௫௭߱௭ሿଓԦ ൅ ሾെܬ௬௫߱௫ ൅ ܬ௬߱௬ െ ܬ௬௭߱௭ሿଔԦ ൅ ሾെܬ௭௫߱௫ െ ܬ௭௬߱௬ ൅ ܬ௭߱௭ሿሬ݇Ԧ 

0,5 

No sólido considerado, o diâmetro é desprezível e, portanto, as coordenadas x e z são nulas, o que 
anula os respectivos produtos de inércia e o momento de inércia Jy. 
Assim, para o polo G tem

ሬࡴ
os Jx = Jz = JGz = mL2/4 e obtemos: 

ሬሬԦࡳ ൌ ૛ࡸ࢓ 

૝
ሺ࣓࢞ଙԦ ൅  ࢑ሬሬԦሻ   0,5ࢠ࣓

 
d) Com =ωx  ωy = 0  e ሬ݇Ԧ fixo, temos:  

ሬሬሬԦሶࡴ ࡳ ൌ ૛ࡸ࢓ 

૝
ሶ࣓  ࢑ሬሬԦ   0,5ࢠ
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2ª Questão (3,0 pontos):Um disco homogêneo de massa m e raio r rola sem escorregar em uma superfície 
cilíndrica fixa de raio R. Pede-se: 
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ija) Determine a energia cinética do disco em função de 

sua velocidade angular ω, em uma posição genérica 
θ. O momento de inércia do disco em relação ao seu 
centro de massa é JG = mR2/2. 

b) Sabendo que o disco é liberado do repouso na posição 
onde 0θθ = , determine sua velocidade angular ωr e a 
velocidade Gv

r  de seu centro de massa em função de 

θ e θ&  
c) Determine a relação entre a velocidade angular ω do 

disco e . θ&

d) Determine a aceleração angular ω&  em função de θ 
 

Solução: 
a) T = mvG2/2 + JGω2/2 =     0,5 
 = m(ωr)2/2 + (mr2/2) ω2/2  =>  T = 3mr2ω2/4  0,5 
 
 
b) TEC para o disco: ΔT = τ  

3mr2ω2/4 – 0 = mg(R – r)(cosθ - cosθ0) => 
=>  ω2 = 4g(R – r)( cosθ - cosθ0)/(3r2) => 

ൌ൐  ሬ߱ሬԦ ൌ  ට
ଷ௥మ

ሬ݇Ԧସ௚ሺோି௥ሻሺ௖௢௦ఏି௖௢௦ఏబሻ     0,5 

Ԧீݒ ൌ  െ߱ݎଓԦ ൌ൐ Ԧீݒ   ൌ  െටସ௚ሺோି௥ሻሺ௖௢௦ఏି௖௢௦ఏబሻ
ଷ

ଓԦ      0,5 

 

c) ( ) ωθθω
rR
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=⇒−== &&

    
0,5 

 
d) derivando a expressão de ω2 em relação ao tempo: 
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3ª Questão (3,5 pontos): Um cilindro homogêneo de massa m e raio R é mantido fixo sobre uma barra de massa 
desprezível que gira ao redor da articulação A com velocidade angular  constante no sentido anti-horário; 
o ponto C de contato do disco com a 
barra está a uma distancia L da 
articulação A. No instante em que a barra 
forma um ângulo  com a 
horizontal, o cilindro é solto e começa a 
rolar sem escorregar. Adotando o sistema 
de coordenadas (A, x,y,z) solidário à 
barra, pede-se: 

θω &=

o30=θ

a) Em relação a um referencial móvel 
solidário à barra, obtenha as expressões 
das acelerações Ԧܽீ,௥௘௟, Ԧܽீ,௔௥௥, Ԧܽீ,௖௢௠௣ e  

 do centro de massa do cilindro em 
função dos dados do problema e da 
aceleração angular  absoluta do 
cilindro no instante considerado (

); 

Gar

=θ

Ω&

o30
b) O diagrama de corpo livre do cilindro; 

c) O vetor de aceleração rotacional Ω  do cilindro no instante considerado ( ); &r o30=θ
d) As forças que a barra aplica no cilindro no instante considerado ( ); o30=θ

Dado 
2

2

,
mRJ GZ = ; 

 
SO UÇÃL O 

a) ݒԦீ

 
,௥௘௟ ൌ Ԧ஼,௥௘௟ݒ  ൅ ൫ΩሬሬԦ െ ሬ߱ሬԦ൯ ר ሺܩ െ ሻܥ  ൌ ሺΩ െ ߱ሻሬ݇Ԧ ר ܴଔԦ ൌ  െ

 =>  Ԧܽீ, ௘௟ ൌ  െ ሶ߱ Ԧ , ሶ
ሺΩ െ ߱ሻܴଓԦ  =>   

௥ െ൫Ωሶ ൯ܴଓԦ;  com ω = cte, temos ܽீ ௥௘௟ ൌ  െΩܴଓԦ 
 
Ԧܽீ,௔௥௥ ൌ  Ԧܽ஺,௔௥௥ ൅ ሬ߱ሬԦሶ ר ሺܩ െ ሻܣ ൅  ሬ߱ሬԦ ר ሾ ሬ߱ሬԦ ר ሺܩ െ ሻሿܣ ൌ  ߱ଶ ሬ݇Ԧ ר ൣሬ݇Ԧ ר ሺܮଓԦ ൅ ܴଔԦሻ൧ ൌ

߱ଶሺܮଓԦ stan nsiderado.  െ ൅ ܴଔԦሻ, no in te co
 
Ԧܽீ,௖௢௠௣ ൌ 2 . ሬ߱ሬԦ ר Ԧீ,௥௘௟ݒ  ൌ 0ሬԦ no instante inicial, pois a velocidade relativa é nula nesse 
instante. 
 
Portanto, a aceleração absoluta será ࢇሬሬԦࡳ ൌ  െ൫ષሶ ࡾ ൅ ࣓૛ࡸ൯ଙԦ െ  ࣓૛ࡾଚԦ     1,0 

 
b)  

A L 

x 
y 

G 

C 

g

θ

ω



 

ESCOLA POLITÉCNICA DA UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
                                Avenida Professor Mello Moraes, nº 2231. CEP 05508-900, São Paulo, SP. 
                                            Telefone: (0xx11) 3091 5337          Fax: (0xx11) 3813 1886 
 

Departamento de Engenharia Mecânica 
 

   0,5 
 
 
c) TMA: 

ሬሬԦீܪ ൌ ܬீ ௭Ωሬ݇Ԧ  ൌ൐ ሬሬԦሶீ௭ܪ   ൌ  ଵ
ଶ

ܴ݉ଶΩሶ ሬ݇Ԧ ൌ ሬሬԦீ௘௫௧ܯ ൌ . ܨ ܴ ሬ݇Ԧ  =>  ܨ ൌ ܴ݉Ωሶ  /2             (I) 
 
TMB: 
݉ Ԧܽீ ൌ ଓԦܨ ൅ ܰ ଓԦ ሻ                                                       (II) ଔԦ ൅ ݉݃ሺെ30݊݁ݏ௢ െ 30௢ଔԦݏ݋ܿ   

Na d ଵ
ଶ

ireção x: െ݉൫Ωሶ ܴ ൅ ߱ଶܮ൯ ൌ ܨ െ  ݉݃ . ሺ
 

ሻ => 
=>  െ݉൫Ωሶ ܴ ൅ ߱ଶܮ൯ ൌ  ܴ݉Ωሶ  /2  െ ݉݃/2  =>  ષሶ ൌ െ ܀૜/܏ ૛૑૛ۺ/ሺ૜܀ሻ    1,5 
 

 
d) Substituindo Ωሶ  na expressão (I) vem:  ࡲ ൌ ࢓

૟
ሺࢍ െ ૛࣓૛ࡸሻ 

 
Usando a expressão (II) em y, vem: 
 
െ݉߱ଶܴ ൌ ܰ െ ௠௚√ଷ

ଶ
ࡺ <=   ൌ ૜√ࢍ࢓

૛
െ  0,5   ࡾ૛࣓࢓
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4ª Questão OPCIONAL (1,0 ponto): Dado um sistema de pontos materiais Pi, i=1..N, de massas mi e 
velocidades ݒԦ௜ , e sabendo que o momento angular de um ponto material Pi, em relação a um polo O 
qualquer, é dado por  ܪሬሬԦை௜ ൌ  ሺ ௜ܲ െ  ܱሻ ר ݉௜ݒԦ௜ , deduza a expressão do Teorema do Momento Angular 
para o sistema de pontos materiais, ܪሬሬԦሶை ൌ Ԧீݒ݉ ר Ԧைݒ ൅ ሬሬԦைܯ 

௘௫௧, onde m é a massa total do sistema e 
sabendo que o sistema de forças internas é equivalente a zero. 
 
SOLUÇÃO: 
 
Temos: 
 

ሬሬԦሶைܪ ൌ
݀
ݐ݀ ൥ ෍  ሺ ௜ܲ െ ܱሻ ר ݉௜ݒԦ௜൩ ൌ  ෍ሺݒԦ௜ െ Ԧைሻݒ ר ݉௜ݒԦ௜ ൅ ෍ሺ ௜ܲ െ ܱሻ ר ݉௜ Ԧܽ௜

௜

ൌ 
௜ ௜

 
ൌ  ሾ ݉ ௜ݒ ௜ െ ܱሻ ר Ԧ௜ܨ ൌ Ԧீݒ݉ ר Ԧைݒ ൅ ܯሬ∑ ௜ Ԧ௜ሿ ר Ԧைݒ ൅  ∑ ሺܲ௜ ሬԦை  => 
 
ሬሬԦሶைܪ  <= ൌ ݉ݒԦீ ר Ԧைݒ ൅ ሬሬԦைܯ 

௘௫௧ 
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