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QUESTAO 1 (2,5 pontos). Conforme ilustrado na figura, um
pequeno anel move-se vinculado a um arame curvo descrito pela
equacgao:

(P—O)z F(u)= (cosu +cos 2u)f +(sin u—sin 2u)j +3sin uk

em que u € um parametro variavel no tempo. O movimento do anel
obedece a lei horaria u(t) = t/10.

Para o instante ¢ =107z, pede-se:

(a) o versor tangente ao arame no ponto coincidente com o anel,

descrito em coordenadas cartesianas (utilize a base i, j, k).

(b) a velocidade do anel descrita em coordenadas intrinsecas;
(c) a aceleragdo do anel descrita em coordenadas intrinsecas.

a) O versor tangente a curva, em qualquer ponto, é dado por:

-~ dry, - ~
dry 7, & j+dik
r du du du

|F’| dry 2+ di 2+ dr. .
du du du

As componentes da derivada da fungdo vetorial ” (”) sdo dadas por:

dry
du

dry
—— =cosu—2cos2u
du

dr,
—= =cosu
u

=—sinu —2sin 2u

u(l 07[) =7

Para o instante { =107  tem-se

s (1 =107) = —sin 7~ 2sin 27 =0
du
dry,
i(t:107r):cos7r—2cos27r:—3
du
dr,

(t=107)=3cos37 =3
du

Fle=107)=9+9 =3V2

Portanto, o versor tangente a curva, no ponto coincidente com a posigdo do anel no instante = 107 ¢

V2 V2

3] —3k) _N25 V2p
202 (1,0)

"N

3J_(

b) A velocidade do anel é dada por:
- _dr _drdu

1 1
V= =(—sinu— 2sm2u)iz +(cosu—2cos 2u)— j +3cosu—k
10 10 10

dt du dt
No instante considerado, tem-se:
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V(u(t =107))= (~sin 7 —2sin Zﬂ)%17+(cos7r—200327r)%]+3cos7r%l; = —%(3}+3I;)

A velocidade escalar do anel, nesse instante, €, portanto:
1 2
W= 10n)=5\/9+ = %

e a expressao intrinseca de sua velocidade, é:

v(tzlon)z%f

1 0,5

¢) A aceleragdo do anel, descrita em coordenadas cartesianas, ¢ dada por:

- . . R
= (—cosu—4cosZu)ii+(—s1nu+4s1n2u)—j—3s1nu—k —
10 10 10 |10

No instante considerado, tem-se:

- - J . . 1 - . - 3 -

d(t=107)=a(u = 7)=(~cos 7 —4cos 27)—i +(—sin 7 +4sin 277)— j—3sin 7 —k = ———1i
100 100 10 100

A componente tangencial da aceleracdo, ¢ dada por:

[ \/E = \/5 ”J -0

a,(t:10ﬂ)=—%;~?(t:107z'):—%17-

Portanto, no instante ! = 107 4 modulo da aceleragdo do anel vale

~ 3
alt =107 )=—
( ) 100
a aceleragdo do anel coincide com sua componente normal, ou seja:
- 3 .
a(t = 107[) =—n
100 1,0



QUESTAO 2 (3,5 pontos). No mecanismo da figura, O e C sio
articulagdes fixas e 4 é uma articulagdo moével. O disco de centro 4 ¢
raio r € soldado a barra BD de modo a formar um tnico corpo rigido.
O disco de centro O e raio r é mantido em contato, sem
escorregamento, com o disco de centro A por meio da barra rigida
OA e das articulagdes em O e em A. A articulagdo em C € o centro de
uma luva rigida no interior da qual desliza a barra BD. O sistema de

>
referéncia movel Cijk é solidario & luva com centro C (e ndo ao
corpo ABD). No instante mostrado, sabe-se que a barra OA possui

vetor rotagio Woy = —a)E, de moédulo constante. Com base nessas
informagdes pedem-se, para esse instante, em fun¢do dos pardmetros
r, 8, w, e expressando as respostas no sistema de coordenadas dado:
(a) localizar graficamente o CIR da pega inica ABD;
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(b) o vetor velocidade (absoluta) do ponto 4 e o vetor rotagdo w, da peca tinica ABD);

(c) o vetor rotagido w do disco de centro O;
(d) a aceleragdo de Coriolis do ponto A.

Solugéo:

CIR
@ (1,0)

(b)
U4 = Do + (—~wk) A(A—0), A€ A0,
U4 = 2wr(cos 07 + sen 6))

2r
sen2@

Da geometria, ||[(A — CIR)|| =

Para A € haste+disco,
B, = @4k A (A= CIR)
2r (—sen 8T+ cos6)) (0,5)

en?f
- _ 2rwa _ > _
2wr(cos 0T + sen 0]) = g (—COSOT—sen o))

-

N
UA = BAkA
S
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Por qualquer das projecdes,
wp = —wsen?f = @, = —w sen?0k (0,5)

(c) Supondo E o ponto de contato entre o disco+haste e o disco de centro O tem-se, para E € disco + haste:
Vg =Us + Wy A(E —A)

Vg = 2wr(cos 07 + sen 0]) +

(—w senzel_c)) AT(sen 71— cos@))

Uy = Qowr — wr sen?6) cos BT + 2wr — wr sen?6)sen 6 j (1) 0,5)

Para E € disco de centro O

Vg = Vo + @o A (E —0)

Br = wok Ar(—sen 07 + cos 0))

Vg = wor(—cosOl—sen87)) (2)

Igualando (1) e (2) obtém-se

“ B =w(sen?d —2)k = —w(1 + cos20)k  (0,5)

(d) A velocidade relativa do ponto A com relagdo ao anel (referencial movel) ¢ na diregdo da haste e a velocidade de
arrastamento € perpendicular a direcdo da haste. Assim:

U4 = 2wr(cos 07 + sen 6))
Ugr = 20rcosO7 e Uy, = 2wrsendj

dpc =28, NVyy
doc = —2w sen?6k A 2wr cos 0 T
dac = —4w?rsen?d cos 6] 0,5)



(ndo é permitido portar celulares,
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QUESTAO 3 (4,0 pontos). O suporte S ¢ ligado por meio de um mancal a um carro que se move com velocidade vi (v

Referencial
Fixo

Vv >

constante) em relagdo ao solo. O suporte S gira com velocidade
angular (_izﬂf (Q constante) em relagdo ao carro,
transportando em sua extremidade B um disco D de raio r que
gira com velocidade angular 6’=mf (@ constante) relativamente
ao suporte. A distincia entre os pontos 4 € B ¢ L e o angulo
definido entre o eixo ¥ e a barra AB ¢ 6 (constante). A base f,

el

T, K (relativa aos eixos X, Y e Z) ¢ fixa ao solo e a base i,j, k ¢
solidaria ao suporte. Expressando os resultados em termos dos
versores da base I, f, E determine para o instante em que o
sistema se encontra na posic¢ao ilustrada na figura:

(a) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do
ponto P do disco;

(b) as aceleragdes relativa, de arrastamento, de Coriolis e
absoluta do ponto P do disco;

(c) o vetor rotagdo absoluta (ou instantinea) do disco;

(d) o vetor aceleragao rotacional absoluta (ou instantanea) do disco.

Solugéo:

a) Por composi¢do de movimentos, a velocidade absoluta do ponto P, medida com relagdo ao referencial fixo, pode

ser escrita como segue:

ﬁabs,P = ﬁrel,P + 1_7)arrasi:,P (Al)
e Velocidade relativa, U, p:  (0,5)
Vrelp = Py, +@BAP-B)=0+wjA (r;) = (—wr)kK (A2)
vel. de B em
relagdo a P (=6)
ﬁrel,P = (_(UT)E (A3)
e Velocidade de arrastamento, Ugrrasep:  (0,5)
Barrastp = v, +OAP—A) =vI+ QI A (Lj+71) (A4)

)
vel. de A em relagdo
ao referencial fixo (:vf)

- - > >
Decompondo os versores I e J na base {i,j, k}, tem-se:

1 = cosel?— sen@l (A5)
] = senfi + cos0j

Substituindo (a5) em (a4), tem-se:

Varrastp = v(cos@f - senBD + Q(sen@f + cos@f) A (LI + rD (A6)

i

Darrastp = v(cosOi — sendj) + Q(Lsend — rcos6)k (A7)
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Finalmente, substituindo (a7) e (a3) em (al), a velocidade absoluta do ponto P pode ser escrita, como segue:
Vaps,p = (vcosB)i — (vsen@)]?+ [Q(Lsen8 — rcos8) — wrlk (A3)

b) De forma analoga, a aceleracdo absoluta do ponto P pode ser computada da seguinte forma:

- - - -
aabs,P = arel,P + aarrast,P + aCoriolis,P (Bl)

e Aceleracio relativa, dye p: (0,5)

Grop= Ay +@BAP-B)+BA[BAP-B) (B2)
acel. de B em acel. angular

relagdo a P (=6) relativa (26)
=0+0+ w}A [a)jA (TD] = a)J?/\ [—wrﬁ]
drerp = (—w?r) (B3)

e Aceleracio de arrastamento, dgrrasep:  (0,5)

Garrastp = 4y +OAP-B)+QA[AA (P -A4)] (B4)
acel. de A em relagdo acel. angular
ao referencial fixo (=0)  dearrast. (=0)

=0+0+QiA[QT A (L] +71)]
Considerando o versor J decomposto na base {Y,f, E} (eq. AS), tem-se:
Aarrastp = Q(senéﬁ + cos@D A [Q(senﬂf + cos@D A (LI + r;)] (B5)

= Q(senéﬁ + cos@D A [Q(LsenB - rcos@)ﬂ]

darrasep = Q2[(Lsenfcosd — rcos?0)i + (rsenfcosd — Lsen?6)j] (BO)
e Aceleracdo de Coriolis, deoririsp: (0,5)
aCoriolis,P =20A 1_7)rel,P
- - - - B7
= 2(QJ) A (—wrk) = 2Q(sendi + cos@D A (—wrk) 7
coriolisp = —20wr(cosdi — sendj) (B8)

Finalmente, substituindo (b8), (b6) e (b3) em (b1), a aceleracdo absoluta do ponto P pode ser escrita, como segue:

daps,p = [Q?(LsenBcosd — rcos?0) — 2Qwrcosd — w?rli + (B9)
[Q2(rsenBcosd — Lsen?0) + 2Qwrsendj
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¢) O vetor rotagdo absoluta (ou instantdneo) do disco € dado por:  (0,5)

5abs,D = 5rel,D + 5arrast:,D =w+Q (C1)
Bapsp = wj + QI = wj + Q(sendi + cosHD

Waps,p (Qsend)i + (w + QCOSQ)J? (C2)

d) O vetor aceleracdo rotacional absoluta (ou instantanea) do disco ¢ dado por:  (1,0)

> = > > _ N = = D1
Xabs,p = Arel,D + Xarrast,D + acompl,D - & + 8 + QAW ( )
acel. angular acel. angular de

relativa (=0)  arrastamento (=0)

Aapsp = 0+0+0JAwj = Q(senbi + cos6j) A wj

Aapsp = Qusen6k (D2)



