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QUESTÃO 1 (2,5 pontos). Conforme ilustrado na figura, um 
pequeno anel move-se vinculado a um arame curvo descrito pela  
equação: 
( ) ( ) ( ) ( ) kujuuiuuurOP

!!!
sin32sinsin2coscos +-++==-  

em que u  é um parâmetro variável no tempo. O movimento do anel 
obedece à lei horária u(t) = t/10. 
Para  o instante  p10=t , pede-se: 
(a) o versor tangente ao arame no ponto coincidente com o anel, 
descrito em coordenadas cartesianas  (utilize a base kji

!!!
,, ). 

(b) a velocidade do anel descrita em coordenadas intrínsecas; 
(c) a aceleração do anel descrita em coordenadas intrínsecas. 
 

Solução: 
 
a) O versor tangente à curva, em qualquer ponto, é dado por: 
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As componentes da derivada da função vetorial ( )ur!  são dadas por: 

uu
du
drx 2sin2sin --=

  

uu
du
dry 2cos2cos -=

 

u
du
drz cos=

 
Para o instante p10=t , tem-se ( ) pp =10u  e: 

( ) 02sin2sin10 =--== pppt
du
drx

  

( ) 32cos2cos10 -=-== pppt
du
dry

  

( ) 33cos310 -=== ppt
du
drz

 
( ) 239910 =+==¢ ptr
!

 
Portanto, o versor tangente à curva, no ponto coincidente com a posição do anel no instante  p10=t , é: 

( ) kjkj
!!!!!

2
2

2
233

23
1

--=--=t
 (1,0) 

 
 
 
b) A velocidade do anel é dada por: 

( ) ( ) kujuuiuu
dt
du

du
rd

dt
rdv

!!!!!
!

10
1cos3

10
12cos2cos

10
12sin2sin +-+--===

 
No instante considerado, tem-se: 

Anel 
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( )( ) ( ) ( ) ( )kjkjituv
!!!!!!
33

10
1

10
1cos3

10
12cos2cos

10
12sin2sin10 +-=+-+--== pppppp

 
A velocidade escalar do anel, nesse instante, é, portanto: 

( )
10
2399

10
110 =+== ptv

 
e a expressão intrínseca de sua velocidade, é: 

( ) tp
!!

10
2310 ==tv

   (0,5) 
 
 
c) A aceleração do anel, descrita em coordenadas cartesianas, é dada por: 

( ) ( )
10
1

10
1sin3

10
12sin4sin

10
12cos4cos úû

ù
êë
é -+-+--=== kujuuiuu

dt
du

du
vd

dt
vda

!!!!!
!

 
No instante considerado, tem-se: 

( ) ( ) ( ) ( ) ikjiuata
!!!!!!

100
3

10
1sin3

100
12sin4sin

100
12cos4cos10 -=-+-+--==== ppppppp

 
A componente tangencial da aceleração, é dada por: 

( ) ( ) 0
2
2

2
2

100
310

100
310 =÷

÷
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æ
--×-==×-== kjititat

!!!!!
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Portanto, no instante p10=t o módulo da aceleração do anel vale  

( )
100
310 == pta

!

 
a aceleração do anel  coincide com sua componente normal, ou seja: 

 
( ) nta

!!
100
310 == p

   (1,0) 
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QUESTÃO 2 (3,5 pontos). No mecanismo da figura, O e C são 
articulações fixas e A é uma articulação móvel. O disco de centro A e 
raio r é soldado à barra BD de modo a formar um único corpo rígido. 
O disco de centro O e raio r é mantido em contato, sem 
escorregamento, com o disco de centro A por meio da barra rígida 
OA e das articulações em O e em A. A articulação em C é o centro de 
uma luva rígida no interior da qual desliza a barra BD. O sistema de 
referência móvel C	i	j	k é solidário à luva com centro C (e não ao 
corpo ABD). No instante mostrado, sabe-se que a barra OA possui 
vetor rotação 𝜔'( = −𝜔𝑘, de módulo constante. Com base nessas 
informações pedem-se, para esse instante, em função dos parâmetros 
r, 𝜃, 	𝜔, 	e expressando as respostas no sistema de coordenadas dado: 
(a) localizar graficamente o CIR da peça única ABD; 
(b) o vetor velocidade (absoluta) do ponto A e o vetor rotação 𝜔( da peça única ABD; 
(c) o vetor rotação 𝜔' do disco de centro O; 
(d) a aceleração de Coriolis do ponto A. 
 
Solução: 

(a)  (1,0) 
 
(b) 
𝑣( = 𝑣' + −𝜔𝑘 ∧ 𝐴 − 𝑂 ,				𝐴 ∈ 𝐴𝑂,→ 
𝑣( = 2𝜔𝑟(cos 𝜃𝚤 + 𝑠𝑒𝑛	𝜃𝚥)  
 
Da geometria, || 𝐴 − 𝐶𝐼𝑅 || = EF

GHIJK
 

 
Para 𝐴 ∈ haste+disco, 
𝑣( = ω(𝑘 ∧ 𝐴 − 𝐶𝐼𝑅  
𝑣( = ω(𝑘 ∧

EF
GHIJK

(−𝑠𝑒𝑛	𝜃𝚤 + cos 𝜃𝚥)    (0,5) 

2𝜔𝑟(cos 𝜃𝚤 + 𝑠𝑒𝑛	𝜃𝚥) = EFMN
GHIJK

(− cos 𝜃𝚤 − 𝑠𝑒𝑛	𝜃𝚥)  
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Por qualquer das projeções,  
ωQ = −𝜔𝑠𝑒𝑛E𝜃 ⟹ 𝜔( = −𝜔	𝑠𝑒𝑛E𝜃𝑘   (0,5) 
 
(c) Supondo E o ponto de contato entre o disco+haste e o disco de centro O tem-se, para 𝐸 ∈	disco + haste: 
𝑣T = 𝑣( + 𝜔( ∧ (𝐸 − 𝐴) 
𝑣T = 2𝜔𝑟(cos 𝜃𝚤 + 𝑠𝑒𝑛	𝜃𝚥) + 
−𝜔	𝑠𝑒𝑛E𝜃𝑘 ∧ 𝑟(𝑠𝑒𝑛	𝜃	𝚤 − cos 𝜃	𝚥) 
𝑣T = 2𝜔𝑟 − 𝜔𝑟	𝑠𝑒𝑛E𝜃 cos 𝜃𝚤 + 2𝜔𝑟 − 𝜔𝑟	𝑠𝑒𝑛E𝜃 𝑠𝑒𝑛	𝜃	𝚥 (1)         (0,5) 
 
Para 𝐸 ∈	disco de centro O 
𝑣T = 𝑣' + 𝜔' ∧ 𝐸 − 𝑂  
𝑣T = 𝜔U𝑘 ∧ 𝑟(−𝑠𝑒𝑛	𝜃𝚤 + cos 𝜃𝚥) 
𝑣T = 𝜔U𝑟(− cos 𝜃𝚤 − 𝑠𝑒𝑛	𝜃	𝚥) 			(2) 
Igualando (1) e (2) obtém-se 
∴ 𝜔' = 𝜔 𝑠𝑒𝑛E𝜃 − 2 𝑘 = 	−𝜔(1 + 𝑐𝑜𝑠E𝜃)𝑘 (0,5) 
 
(d) A velocidade relativa do ponto A com relação ao anel (referencial móvel) é na direção da haste e a velocidade de 
arrastamento é perpendicular à direção da haste. Assim: 
 
𝑣( = 2𝜔𝑟(cos 𝜃𝚤 + 𝑠𝑒𝑛	𝜃𝚥)  
 
𝑣(,F = 2𝜔𝑟 cos 𝜃𝚤  e  𝑣(,Z = 2𝜔𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝚥  
 
𝑎(,\ = 2𝜔( ∧ 𝑣(,F 
𝑎(,\ = −2𝜔	𝑠𝑒𝑛E𝜃𝑘 ∧ 2𝜔𝑟 cos 𝜃	𝚤 
𝑎(,\ = −4𝜔E𝑟𝑠𝑒𝑛E𝜃 cos 𝜃𝚥 (0,5) 
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QUESTÃO 3 (4,0 pontos). O suporte S é ligado por meio de um mancal a um carro que se move com velocidade Iv
!

 ( v  
constante) em relação ao solo. O suporte S gira com velocidade 
angular Ω=ΩJ (W  constante) em relação ao carro, 
transportando em sua extremidade B um disco D de raio r que 
gira com velocidade angular ω=ωj (w  constante) relativamente 
ao suporte. A distância entre os pontos A e B é L e o ângulo 
definido entre o eixo Y e a barra AB é 𝜃  (constante). A base I,	
J,	K (relativa aos eixos X, Y e Z) é fixa ao solo e a base i,	j,	k é 
solidária ao suporte. Expressando os resultados em termos dos 
versores da base i,	j,	k, determine para o instante em que o 
sistema se encontra na posição ilustrada na figura:  
(a) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do 
ponto P do disco; 
(b) as acelerações relativa, de arrastamento, de Coriolis e 
absoluta do ponto P do disco; 
(c) o vetor rotação absoluta (ou instantânea) do disco; 

(d) o vetor aceleração rotacional absoluta (ou instantânea) do disco. 
 
Solução: 
 

a) Por composição de movimentos, a velocidade absoluta do ponto 𝑃, medida com relação ao referencial fixo, pode 
ser escrita como segue: 
 

𝑣ZcG,d = 𝑣FHe,d + 𝑣ZFFZGf,d (A1) 
 

• Velocidade relativa, 𝑣FHe,d:     (0,5) 
 

𝑣FHe,d = 𝑉h𝑷

vel. de B	em
relação a P	 oU

+ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝐵 = 0 + 𝜔j ∧ 𝑟i = −𝜔𝑟 k (A2) 

  
𝑣FHe,d = −𝜔𝑟 k (A3) 

 
• Velocidade de arrastamento, 𝑣ZFFZGf,d:     (0,5) 

  
𝑣ZFFZGf,d = 𝑉(

vel. de A	em	relação
ao	referencial	fixo	 owI

+ Ω ∧ 𝑃 − 𝐴 = 𝑣I + ΩJ ∧ 𝐿j + 𝑟i  

 

(A4) 

Decompondo os versores I e J na base i, j, k , tem-se: 
I = 𝑐𝑜𝑠𝜃i − 𝑠𝑒𝑛𝜃j 
J = 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j 

(A5) 

 
Substituindo (a5) em (a4), tem-se: 

 
𝑣ZFFZGf,d = 𝑣 𝑐𝑜𝑠𝜃i − 𝑠𝑒𝑛𝜃j + Ω 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j ∧ 𝐿j + 𝑟i  
 

(A6) 

𝑣ZFFZGf,d = 𝑣 𝑐𝑜𝑠𝜃i − 𝑠𝑒𝑛𝜃j + Ω L𝑠𝑒𝑛𝜃 − r𝑐𝑜𝑠𝜃 k (A7) 
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Finalmente, substituindo (a7) e (a3) em (a1), a velocidade absoluta do ponto P pode ser escrita, como segue: 

𝑣ZcG,d = 𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 i − 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃 j + Ω L𝑠𝑒𝑛𝜃 − r𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜔𝑟 k (A8) 
 
 

b) De forma análoga, a aceleração absoluta do ponto 𝑃 pode ser computada da seguinte forma: 
 

𝑎ZcG,d = 𝑎FHe,d + 𝑎ZFFZGf,d + 𝑎\zF{ze{G,d (B1) 
 

• Aceleração relativa, 𝑎FHe,d:     (0,5) 
 

𝑎FHe,d = 𝐴h𝑷

acel. de B	em
relação a P	 oU

+ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝐵
acel.	angular
relativa	 oU

+ 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝐵  

 

(B2) 

𝑣FHe,d = 0 + 0 + 𝜔j ∧ 𝜔j ∧ 𝑟i = 𝜔j ∧ −𝜔𝑟k  
 

 

𝑎FHe,d = −𝜔E𝑟 i (B3) 
 

• Aceleração de arrastamento, 𝑎ZFFZGf,d:     (0,5) 
 

𝑎ZFFZGf,d = 𝐴(
acel. de A	em	relação

ao	referencial	fixo	 o0

+ Ω ∧ 𝑃 − 𝐵
acel.	angular
de	arrast.	 oU

+ Ω ∧ Ω ∧ 𝑃 − 𝐴  

 

(B4) 

𝑎ZFFZGf,d = 0 + 0 + ΩJ ∧ ΩJ ∧ 𝐿j + 𝑟i   
 

Considerando o versor J decomposto na base i, j, k  (eq. A5), tem-se: 
 

𝑎ZFFZGf,d = Ω 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j ∧ Ω 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j ∧ 𝐿j + 𝑟i  
 

(B5) 
 
 
 𝑣ZFFZGf,d = Ω 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j ∧ Ω L𝑠𝑒𝑛𝜃 − r𝑐𝑜𝑠𝜃 k 				 

 
𝑎ZFFZGf,d = ΩE 𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 − r𝑐𝑜𝑠E𝜃 i + 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 − L𝑠𝑒𝑛E𝜃 j  (B6) 

 
 

• Aceleração de Coriolis, 𝑎\zF{ze{G,d:     (0,5) 
 

𝑎\zF{ze{G,d = 2Ω ∧ 𝑣FHe,d 
 (B7) 
𝑣\zF{ze{G,d = 2 ΩJ ∧ −𝜔𝑟k = 2Ω 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j ∧ −𝜔𝑟k  

	
𝑎\zF{ze{G,d = −2Ω𝜔𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃i − 𝑠𝑒𝑛𝜃j  (B8) 

 
Finalmente, substituindo (b8), (b6) e (b3) em (b1), a aceleração absoluta do ponto P pode ser escrita, como segue: 
 

𝑎ZcG,d = ΩE 𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 − r𝑐𝑜𝑠E𝜃 − 2Ω𝜔𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜔E𝑟 i + 
(B9) 

𝑎ZcG,d						 ΩE 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 − L𝑠𝑒𝑛E𝜃 + 2Ω𝜔𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃 j	
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c) O vetor rotação absoluta (ou instantâneo) do disco é dado por:     (0,5) 
 

𝜔ZcG,𝑫 = 𝜔FHe,𝑫 + 𝜔ZFFZGf,𝑫 = 𝜔 + Ω (C1) 

𝜔ZcG,𝑫 = 𝜔j + ΩJ = 𝜔j + Ω 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j 	 	
 

𝜔ZcG,𝑫 = Ω𝑠𝑒𝑛𝜃 i + 𝜔 + Ω𝑐𝑜𝑠𝜃 j (C2) 
 

 
d) O vetor aceleração rotacional absoluta (ou instantânea) do disco é dado por:     (1,0) 

 
𝛼ZcG,𝑫 = 𝛼FHe,𝑫 + 𝛼ZFFZGf,𝑫 + 𝛼�z��e,𝑫 = 𝜔

acel.	angular
relativa	 oU

+ Ω
acel.	angular	de

arrastamento	 oU

+ Ω ∧ 𝜔 (D1) 

𝛼ZcG,𝑫 = 0 + 0 + ΩJ ∧ 𝜔j = Ω 𝑠𝑒𝑛𝜃i + 𝑐𝑜𝑠𝜃j ∧ 𝜔j	 	
 

𝛼ZcG,𝑫 = Ω𝜔𝑠𝑒𝑛𝜃k (D2) 
 
 
 


