PME 3100 — Mecanica |
Cinematica do corpo rigido

Prof. Dr. Flavio Celso Trigo

1 Propriedade fundamental

Considere o corpo rigido S mostrado na fig. 1. A condicdo de corpo rigido imp&e que a distancia entre

dois pontos quaisquer desse corpo seja constante. Assim, pode-se escrever
||(P" = P)||>=C, onde C é uma constante

Diferenciando em relacdo ao tempo obtém-se

d|(P'=P)|* dC
dt o dt

(Pl — P)O(ﬁp/ — ﬁp) =0=
Tpe(P' — P) = iipie(P' = P) (1.1)

Figura 1: propriedade fundamental da cinemdtica do corpo rigido.

Com base nesse resultado, enuncia-se a seguinte propriedade fundamental:
os movimentos de um corpo rigido S s8o caracterizados pelo fato de, em cada instante,

as velocidades de 2 quaisquer de seus pontos apresentam a mesma componente segundo a reta

que une esses dois pontos
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ou
no movimento de um corpo rigido, as projegdes das velocidades de 2 pontos quaisquer

na direcdo da reta que os une é idéntica.

2 Tipos de movimento de um corpo rigido

Translacao

Se qualquer reta pertencente a um corpo rigido se mantiver paralela a uma dada direcdo a cada instante
durante todo o movimento, o corpo rigido terad efetuado uma translac3o.

H3 dois tipos de movimentos de translagdo: caso as trajetérias sejam retas, tem-se a translacado retilinea;

caso contrario, a translagdo serd curvilinea. Esses dois tipos de movimentos estdo mostrados na fig. 2

Figura 2: (a) translagdo retilinea; (b) transla¢do curvilinea

Rotacao

Se um corpo rigido se mover de modo que todas as suas particulas situadas ao longo de uma reta possuam
velocidade nula com respeito a qualquer referencial, diz-se que o corpo rigido realiza uma rotagdo com
respeito a esse referencial. Nessas condigBes, a reta é denominada eixo de rotagdo (vide fig. 3). Pela
propriedade da rigidez, todos os pontos do corpo rigido realizam necessariamente movimentos circulares

ao redor do eixo. Outras caracteristicas que se devem a rigidez do corpo s3o:
e pontos que estdo equidistantes do eixo de rotagdo possuem velocidade e aceleracdo de mesmo médulo;

e circunferéncias com centro no eixo e ortogonais a este pertencem a um plano ortogonal ao eixo;
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e pontos pertencentes a um plano que passa pelo eixo pertencem sempre ao mesmo plano que, durante

0 movimento, passard sempre pelo eixo.

eixo de !
rotacao Y

Figura 3: movimento de rotac¢ao.

Movimento plano geral

Caracteriza-se pelo fato de o movimento de qualquer ponto do corpo rigido estar confinado a um plano e
o movimento n3o pode ser classificado como de rotacdo ou de translacdo pura.

O Teorema de Chasles (Michel Chasles, 1830) afirma que o movimento geral pode ser considerado
como a soma de um movimento de translagio com um movimento de rotagdo. No movimento plano, caso

particular do movimento geral, essa constatacdo é imediata, como mostra a fig. 4

Figura 4: o segmento BC representa o corpo rigido. Para levd-lo de BC a B’C’ pode-se, por exemplo:
(a) efetuar uma translacdo levando-o de BC' até B’C” e uma rotagdo de um angulo 6 em torno de B’
obtendo-se B'C"; (b) efetuar uma translacio levando-o até B”C’ e uma rotacdo de um angulo 6 em torno

de C' obtendo-se B'C’.
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Movimento em torno de um ponto fixo

O exemplo classico desse tipo de movimento é o do pido, cujo ponto de apoio é (idealmente) fixo. O
movimento pode ser considerado como a superposicdo de trés movimentos de rotacdo em torno de trés

eixos distintos. Um outro exemplo é o giroscépio, cujo centro é um ponto fixo.

Figura 5: pido (esquerda) e giroscépio (direita).

Movimento geral

Qualquer movimento que n3o esteja incluido em uma das categorias anteriores é um movimento geral.

3 Vetor rotacao

Antes de definirmos vetor rotacdo, cabe uma breve discussido sobre a natureza dos deslocamentos angulares.
Embora deslocamentos angulares possuam médulo, direcdo e sentido, ndo podem ser classificados como
vetores, pois ndo obedecem a regra do paralelogramo da soma de vetores.

Considera-se um corpo rigido que gira ao redor de um eixo fixo Oz, cujo versor é k, de acordo com a
fig. 6. Tomando-se um plano de referéncia «, fixo no espaco e que passa pelo eixo de rotacdo e um plano
7 do corpo rigido (portanto, mével) que, no instante inicial, coincide com «, a variagdo do angulo entre os
dois planos por unidade de tempo chama-se velocidade angular do corpo rigido, representada por w, cujo

sentido é dado pela regra da mao direita. Assim,

N
YT AR AL dt (3.1)
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Ao vetor definido por & = wk da-se o nome de vetor rotacao do corpo rigido, produto da velocidade

angular pelo versor da direcio no espaco. Ainda da fig. 6, tem-se P a posicado inicial de um ponto e P’

Figura 6: velocidade angular e vetor rotacdo

sua posi¢do final. A proje¢do de P sobre o eixo de rotagcdo é B, idéntica a de P’ (pelas propriedades de

rigidez). Assim,
(P = B)|| = [|(P" = B)|| = ||| sen ¢, (3.2)

que é o raio da trajetéria de P. Este ponto descreve uma trajetéria circular de raio ||7]|sen ¢ com

velocidade angular w = 6 = df/dt, ou seja, idéntica a velocidade angular do corpo rigido. Caso outros dois

pontos quais do corpo rigido, por exempo, n3o pertencentes ao eixo de rotacdo, tivessem sido analisados
ante o mesmo deslocamento angular imposto, chegariamos ao mesmo resultado da equacdo 3.2. Essas
constatacdes permitem-nos concluir que o vetor rotacao de um corpo rigido é um vetor livre, isto é,

ele nao depende do ponto de aplicacao.
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Ainda com relac3o a fig. 6 temos:

1A ~ 2617 sen ¢

1Ar] AP
Ap ~ aglITllsen ¢
AR (Ad
A ar = Al (g ) [Mlsen @
17pll = wllf]|sen ¢ (3:3)

Porém & = wk e, portanto,
|[Tp|| = [|&]].[F]|sen ¢ = Tp =G AT=& A (P~ O) (34)

Da eq. 3.4, conclui-se as velocidades de quaisquer pontos de um corpo rigido que execute movimento de
rotagdo possuem direcdo ortogonal ao plano formado pelos vetores & e (P — O) e sentido dado pela regra
da mao direita.

Outra importante conclusdo a partir da eq. 3.4 é que a derivada temporal de um vetor de médulo
constante (7 pertence a um corpo rigido, portanto seu médulo é constante) é ortogonal a esse vetor.

Observe que, de acordo com 3.4

Tp=GAP—0)=GAT

mas

Ip =7 =G AT (3.5)
Como serd visto mais adiante, em situa¢des nas quais o referencial é acelerado, portanto n3o inercial,
serd necessario, no célculo das derivadas de vetores, considerar tanto a variacdo no seu médulo quanto na
sua direcdo/sentido, ou seja, serd necessario efetuar a derivacdo dos versores da base.
Considera-se agora uma situacdo em que dados dois pontos P e O pertencentes a um corpo rigido
que executa um movimento geral. O vetor de posi¢do relativa entre esses pontos é 7 = (P — O) quando
observados com respeito a um referencial inercial externo. Efetuando-se a derivagdo com relacdao ao tempo

desse vetor temos
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mas
FogAT

igualando as duas equac¢des

Up =G0 +@ A (P —O) (3.6)

A equacgdo 3.6 é denominada equagcdo fundamental da cinemdatica do corpo rigido, ou equagdo do
campo de velocidades!. Ela relaciona as velocidades de dois pontos do mesmo corpo rigido para qualquer
tipo de movimento, desde que conhecido vetor rotacdo instantdneo do corpo.

Pode-se demonstrar a existéncia e a unicidade do vetor.rotacdo. A demonstracdo de existéncia n3o
é dificil, mas é longa; por esse motivo, ndo serd efetuada neste momento. Quanto a unicidade, suponha
que para um mesmo corpo rigido houvesse, a cada instante, dois vetores rotacdo, & e &’. Quaisquer dois

pontos P e O do corpo rigido teriam que estar relacionados pela equagao fundamental. Ent3o, poderiamos

escrever
Up =To+ W N (P.—0)
Tp = o +w AP — 0)
©
@—W)A(P-0)=0 (3.7)

A eq. 3.7 somente ters solucio se (& —w’) = 0 ou se (P —O) = 0. Como P e O s3o quaisquer, basta

escolhermos ao acaso P # O para concluirmos que (J = w’, vetor rotacao instantanea do corpo rigido.

HEm alguns textos disponiveis nas referéncias da disciplina essa equa¢do também é denominada férmula de Poisson.
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4 Atos de movimento instantaneo de um corpo rigido e campo de velo-

cidades

Considere novamente a eq. 3.6. Multiplicando-a escalarmente ambos os lados pelo vetor rotacdo do corpo

rigido, &, tem-se:

Tpod = Toed + [3 A (P — O)]oi3

Uped = UpsW = constante. (4.1)

A eq. 4.1 expressa um invariante no movimento dos corpos rigidos: a cada instante, as projecbes das
velocidades de todos os pontos de um corpo rigido na direcdo do seu-vetor de rotagdo instantdnea & sdo
constantes.

Essa propriedade nos permite classificar os atos de movimento de um corpo rigido. Ha duas possibili-

dades principais para o resultado da eq. 4.1: zero ou diferente de zero. Analisemos cada caso.

1. Upecd = 0. Ha 4 possibilidades

(a) dp = Oed =0—=— ato de repouso instantaneo;

(b) @p # 0 e & = 0 = ato de movimento instantaneo de translacio;

(c) Tp = 0 e d # 0 => ato de movimento instantaneo de rotacio em torno de um eixo instantaneo
de rotagdo (EIR) que possui pelo menos um ponto instantaneamente fixo. Um caso particular

do EIR é o do pido, que possui um ponto sempre fixo, embora o eixo continue sendo instantaneo;

(d) vp # Oe #* 0 = Up L & = nesse caso, os pontos P esto fora do EIR e ha pontos para os
quais a velocidade é instantaneamente nula, repetindo-se o caso (c). Um caso particular dessa

situacdo é o movimento plano.

2. Upeid # 0 = esse é o caso mais geral do movimento de um corpo rigido. Como a projecio das
velocidades instantaneas de todos os pontos na direcdo do vetor rotacao instantanea é constante, isso
significa que ha um lugar geométrico de pontos que possuem velocidade instantanea minima
nao nula. Ocorre o ato de movimento roto-translatério em torno de um eixo helicoidal

instantaneo (EHI).
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Como todos os casos do item (1) sdo casos particulares do ato de movimento em torno de um EHI, a

obtencao de sua equacgdo e o valor da velocidade minima serdo aqui demonstrados em primeiro lugar.

Velocidade

Formalmente, existem pontos E cuja velocidade é minima e paralela ao vetor rotacao do corpo rigido.

Determina-se essa velocidade:

UE:270+Q_)’/\(E*O)

hid =to+ @A (E—0), heR, [h] =[m]
(hd)ed = [Uo + @A (E — O)]eid
h|@||? = Toe@ + 0
To*@ L To@
=>h=+55 U =hid =S50 (4.2)
I=i1s |2

(por exemplo, suponha que se tenha obtido & = 5 e que, nesse instante, &J = 20 rad/s. Entdo, Up =

100 m/s).

Eixo helicoidal instantaneo — EHI

Para melhor compreensao desses conceitos e do campo de velocidades de um corpo rigido, dado pela eq.
3.6, vide fig. 7.
Deve-se obter o lugar geométrico dos pontos F, onde a velocidade é minima e igual a hdj, resultado

que é diretamente utilizado na eq. 3.6:

UE:170+CU/\(E—O)
hid =vp+d A (E—0)

(E-O)AG = To — h& (4.3)

A eq. 4.3 é uma equacdo vetorial do tipo Z Ad = b andloga a que foi resolvida na obten¢3o do eixo central

de momentos na Estatica. Portanto, sua solucao é conhecida:

anb
||al|?

+ Aa

T =
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Fazendo a correspondéncia adequada tem-se:

& A (o — hid)

(E-0)= e +Ad, A€R, [A] = [m 5]
E=0+%2%0 g
15|
E=  A+\& (4.4)

Consequéncias:

e nota-se, nas eqs. 4.3 e 4.4, que no caso particular em que Tpe@ = 0 com Tp # 0 e & # 0, ambos

os vetores sdo ortogonais e o EHI torna-se o EIR, pois a velocidade minima é vy = 0;
e quando ¥p = 0 com & # 0, o EIR passa instantaneamente pelo préprio ponto O;

e quando o movimento é plano, todos os pontos do corpo rigido se deslocam em planos paralelos
ao plano do movimento e, assim, Yped = 0 sempre, pois & serd sempre ortogonal ao plano e
todas as velocidades sempre estardo em planos ortogonais ao vetor rotacdo. Em outras palavras, no
movimento plano a componente hd serd sempre nula. Nessa situacdo, o traco do EIR no plano do

movimento ird definir um ponto especial denominado centro instantidneo de rotacdo, o CIR.

corpo rgido

Figura 7: campo de velocidades na secdo de um corpo rigido por um plano ortogonal ao vetor rotacao

instantanea @.

10
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Exemplos: propriedade fundamental, campo de velocidades e EHI

1 (q1, P2 de 2001)

PMC 2100 - MECANICA A

Segunda Prova — 26 de outubro de 2001 — Durag@o: 100 minutos
(Nio ¢ permitido o uso de calculadoras)

Questao 1 (3,0 pontos)

A plataforma esquematizada na figura foi
instrumentada nos pontos A, Be C com a
finalidade de registrar seu movimento. A
velocidade desses pontos num instante vale:
Vy=—6bvi+vk v,=3vk v.=-vk

Pede-se:

a) Verificar que as velocidades v e v,
respeitam a condicdo de corpo rigido da
plataforma.

b) Determinar o vetor velocidade angular da
plataforma

O=01+0 j+ok

c) Esbogar o EHI

2

A barra AB representada na figura tem comprimento 5L; sua extremidade B desloca-se ao longo do eixo
Oz, e o ponto A desloca-se ao longo de um eixo paralelo a Oy com velocidade instantdnea de médulo v no
sentido positivo. A barra AB n3o possui rotacdo em torno de AB, isto é, a projecdo de seu vetor rotacdo
na diredo AB é nula. No instante representado e em fungdo dos pardmetros conhecidos, determinar: a)
o vetor velocidade instantdnea de B; b) o vetor rotagdo instantdnea da barra; c) obter e esbogar o EHI ou

o EIR

11
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5 Campo de aceleracoes no movimento geral

Para obtermos o campo de aceleragdes de um corpo rigido no movimento mais geral, iremos efetuar a
derivada da equagdo fundamental da cinemética (equagdo do campo de velocidades) em relagdo ao tempo

e sob o ponto de vista de um observador em um referencial inercial, conforme mostra a fig. 8 (a):

d .. d,.
@{UP} = E{Uo +d AN (P—-0)}
Ep:do+$A(P—O)+5A%{(P—O)}

dp=do+dN(P—0)+3&A (Tp—T0)
e’

ip=do+3AN(P—0)+3A[@BA(P—0)] (5.1)

A eq. 5.1 expressa o campo de aceleracdes de um corpo rigido em um movimento geral. O campo de
aceleragdes é de dificil visualizagdo no movimento geral, mas simplifica-se no movimento plano, que serd
visto mais adiante.

A dificuldade em utilizar a eq. 5.1 é normalmente o célculo de . Com respeito a fig. 8 (b), supondo-se
por simplicidade que, nesse instante, O'Z || Oz e que o vetor posicdo de P em relagdo a O seja descrito
em coordenadas da base mdvel, vamos obter as expressdes dos campos de velocidade e de aceleracdo de

P por derivagdo direta do vetor posicdo em relacdo ao tempo.

5 /‘w ®
\ P s
AW o Boo)

Ky ; J, N 0)
{)c\)’kf 0 O/Lf 0 i(t)

S

&l
&l

(a) (b)

Figura 8: campo de aceleracdes no movimento geral. O'I J K é inercial e O i j k é rigidamente ligado ao

corpo rigido S. Em: (a) posicio genérica; (b) configuracio particular instantanea em que O’ K || O k.

Como temos dois referenciais, um inercial e outro ndo inercial, analisemos o que ocorre com as derivadas

com respeito ao tempo em cada um desses referenciais, lembrando sempre que 7= (P — O) = ri:

12
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e observador rigidamente ligado a O ;512 (ndo-inercial)

Como era de se esperar, os resultados foram diferentes. Ocorre que as Leis de Newton somente sdo vdlidas
para referenciais inerciais e, assim, devemos obter a variacio temporal do vetor posicio nesse tipo de
referencial, embora as componentes do vetor a ser derivado possam ser escritas em qualquer sistema de
coordenadas, inercial ou ndo. O problema especifico aqui é obter ;

Do ponto de vista do observador no sistema inercial, o versor i varia no tempo (ele muda de direg3o,
mas ndo de mddulo) e sua variagdo deve ser calculada. Para obté-la, é necessario escrever os versores da
base mével em coordenadas da base fixa em uma-posicao genérica e efetuar a derivacdo no tempo a

partir do ponto de vista do observador no referencial inercial:

i = cosO(t) ] +sen0(t)J = 7= (— sen 0(t)I + cos 0(t)f) o(t)

—

Foi=00)]

J=—sen0(t) + cosO()J = j: (— cosO(t)I — sen Q(t)f) o(t)

T f= 0y
F=R=sk=FK
Assim, para o observador no sistema inercial,
P = (1) (5.2)
Mas
F=ri e 3=0)k=>7F=0AT, (5.3)

vetor que é ortogonal a 7. No caso geral, para qualquer vetor @ cujo mddulo seja constante, quando

representado em coordenadas de um sistema n3o inercial cujo vetor rotacdo instantdnea seja &J, vale a

13
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equacgao
da
— =WAd (5.4)
dt

A partir da eq. 5.4, pode-se deduzir diretamente as equagdes dos campos de velocidade e de aceleracio
de um corpo quando seu movimento é descrito em componentes de um sistema n3o inercial solidario a esse

corpo:

F=(P—0)=ip—to=0AF=ip=io+@dA(P—0) (5.5)

ip=do+@AT+GAT

dp=do+@A(P—-0)+BA[BA(P-0)] (5.6)

— —

at Gnp,

As egs. 5.5 e 5.6 sdo idénticas as obtidas anteriormente. ‘A fig. 9 mostra a composicdo de aceleragoes

para um corpo rigido.

Figura 9: composicao de aceleragdes em um corpo rigido.

14
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6 Movimento plano

O movimento plano é um caso particular do movimento geral e pode ser identificado quando, para um corpo
rigido, o produto escalar da velocidade de qualquer de seus pontos P pelo seu vetor rotagdo instantdnea

W, Upew = 0 durante todo o movimento. Para entender o movimento plano:

e supondo-se P, O V, € plano. Em qualquer situacdo, ¢é valida a equacido do campo de velocidades

tp=tvo+dA(P—-0);
e se o movimento é plano, Up,p,d A (P — O) € plano ;
e como WA (P —0) € plano e (P —0) € plano = & L plano;

e como & # 0 (por hipétese), todo o movimento ocorre em torno de um eixo instantaneo de rotagio,

EIR.

O traco do EIR no plano do movimento é um ponto cuja velocidade é instantaneamente nula e recebe
um nome especial: centro instantaneo de rotacao, CIR. O CIR, traco do EIR no plano do movimento,
é o ponto de velocidade minima, no caso, zero. Isso significa que, naquele instante, todos os pontos
pertencentes a um plano do corpo rigido (que representa o movimento de todo o corpo) ou a sua extensio
hipotética sem massa, efetuam ato de movimento de rotacdo em torno do CIR.

Assim, conforme mostra a fig. 10, o corpo rigido pode ser estudado a partir do movimento de uma
"placa” representativa de uma secdo reta do corpo que se desloca paralelamente a um dado plano e sempre

ortogonalmente a sua velocidade e aceleracdo angulares, & e &.

6.1 Métodos de obtencao do CIR

1. tendo Up V O € S ou a uma extens3o hipotética sem massa, diretamente a partir da equacdo do

EHI:
Up =Ucir=0=70+ 3 A (E-0) (6.1)
S AT
CIR=0+ LT‘ _,|1|}20 (note que se fez A = 0 pois 0 movimento se d4 no plano)

15
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\
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—W, —W
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W

SN

7

\ .

Figura 10: representacdo do movimento plano. Qualquer plano seccional do corpo que seja paralelo ao

plano 7 realiza um movimento plano.

2. conhecidas as direcoes das velocidades de 2 pontos P; e P> do corpo rigido, desde que ndo sejam
paralelas, basta tracar perpendiculares as direcSes dessas velocidades. O ponto de encontro das

perpendiculares é o CIR.

3. se Up, || Up,, o CIR estard na interse¢do da reta que passa por P, e P, com aquela que une as

extremidades dos vetores Up, e Up,, vide fig. 11.

7 B Gp =@ A(P,—CIR) #p, =& A (P, — CIR)
||—»H_ [|Tp; 1] H—»H_ [|Tp, ||
P Wi = me=crm W= me=CTRyN
2 1 Tp,
Tp,||||(P2 — CIR)|| = ||Gp,||||(PL — CIR
CIR ¢ ||, || (P2 ) = 17p, [[-[|(Pr il

Figura 11: detreminacdo do CIR para velocidades paralelas.

Portanto, para nao violar a propriedade de corpo rigido, quando 2 pontos possuem velocidades paralelas,
ou estdo na mesma reta ortogonal as respectivas velocidades ou as velocidades s3o iguais e o corpo executa

ato de movimento de translacdo.

16
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7 Campo de aceleracoes no movimento plano

No movimento plano, os vetores rotacdo e aceleracdo angular serdo sempre ortogonais ao plano. Voltando
a fig. 8 (b), na qual o plano do movimento é admitido Ozy, utilizando os versores da base mével, vamos
efetuar a derivacdo dos vetores posicao e velocidade do ponto P em relacdo ao tempo e por um observador

no referencial inercial:

=
I

(P—-0)=ri
Op = To +Fi411
Op=Tp+04+rdAi
vp:UO—FTwE/\Z

Up = o +wrj (7.1)

<
T
I

Derivando novamente em relacao ao tempo,

ap = dop +wrj +wrj

ap =ado+wrj + wr(wk /\j)

ip = do + wrj —wri (7.2)

S
T
I

Comparando as egs. 5.6 do movimento geral e 7.2 do movimento plano, concluimos que

. — .
— —

BAT ~wrj = G(t)'rf componente tangencial ao redor de O

-

GA[BAF] ~ —w?ri = —0%(t)ri componente normal ao redor de O

A componente normal é responsavel por modificar a direcdo do vetor velocidade instantanea, ao passo que

a componente tangencial modifica seu médulo. Observacdo importante: nao se tratam de componentes

intrinsecas, uma vez que nao houve parametrizacido da trajetéria de nenhum ponto material genérico P.
Salienta-se também que a aceleracdo de um ponto qualquer de um corpo rigido em movimento plano é

a soma da aceleragdo do polo (no caso, O) com a que teria o ponto P caso o movimento fosse de rotagdo

em torno de um eixo ortogonal ao plano do movimento e passando pelo polo O. Em outras palavras, a

aceleragcdo de um ponto é igual a de outro ponto mais sua aceleracao ao redor deste tltimo.
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Um caso particular de grande interesse no movimento plano é o de um disco ou esfera que rola
sem escorregamento sobre uma superficie horizontal com velocidade e aceleracdo angulares instantaneas
wk = 0k e ok = OF.

A fig. 12 mostra essa situag3o e o respectivo campo de velocidades. O CIR possui velocidade nula e,
a partir do conhecimento da geometria do corpo, a obtencdo de velocidades para quaisquer outros pontos

¢ imediata.

To = Gorr — wk A (O — CIR)
3,d Go = torr — wk A Rj

Uo = wRi

Figura 12: campo de velocidades e CIR para um disco rolando sem escorregamento sobre uma superficie

plana.

Para as aceleracGes a tarefa é mais complexa, principalmente para o cédlculo da aceleracao do CIR.

Vamos obté-la em dois casos:

e la. hipdtese: a aceleragcdo angular é nula, ou seja, o centro do disco (ponto O) se desloca com
velocidade constante. Podemos obter a aceleracdo do CIR a partir da equacdo geral do campo de

aceleragdes:
dorr = o+ G A (CIR - 0)+ G A[GA (CIR - O)]
dorr = 0+ 0A (—R7) + (—wk) A | (~wk) A (—RY)
dcir = w’Rj (7.3)
e 2a. hipdtese: a aceleracdo angular n3o é instantaneamente nula. A pergunta natural é: ndo é

possivel obter a aceleragcdo do CIR simplesmente derivando sua velocidade? A resposta é sim, mas

com muita cautela. Como a velocidade do CIR é nula, o erro que se comete é derivar essa velocidade
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e concluir que também a aceleracdo é nula. Isso ocorre sempre que se tenta derivar um vetor em
uma posicdo particular (geralmente, quando estes s3o instantaneamente nulos ou ocupando posicdes
com geometria muito particular, por exemplo, formando dngulos retos com outras diregdes principais).
Assim, para efetuar a derivagao desse vetor, vamos calcular a velocidade de um ponto muito préximo
ao CIR, mas n3o o préprio e, apds isso, deriva-lo para obter sua aceleracio. Como mostrado na fig.

13, o ponto escolhido é A. Assim,
Ua=1top+ WA (A—-O0)

To = Ucir+ @A (O — CIR) = —wk A Rj = wRi

= T4 = wRi + (—wk) A R(—sen 07 — cos 07)
U4 = (WR — wRcos 0)2_"4— wR sen 9;
dvy d > -
- T [(wR —wRcosh)i+ wRsenbj
A = (WR — @R cos 0+ wROsen 0)i 4+ (R sen 0 + wRA cos 0)]

Lembrando que 6 = w, vamos levar a lltima expressao ao limite em que § — 0. Com isso temos:

@sscrr = (WR — WR) +0)i + (0 +w?R)j

aAcIr = wQRj (7.4)

&l
€1

Figura 13: obtenc3o da aceleracdo do CIR quando a aceleracdo angular n3o é instantaneamente nula.

Conclusao: no movimento de rolamento sem escorregamento de um disco sobre uma superficie plana, a

aceleracdo do CIR é centripeta, independentemente de sua aceleragdo angular. Tente responder a seguinte
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questdo: por qué ndo pode haver componente tangencial de aceleracdo quando o CIR coincide com o ponto

de contato de rolamento sem escorregamento entre duas superficies?

Exemplos: movimento plano, CIR, campo de aceleracoes
1 ([3]. 9.3, pg 269)

A barra AB da figura escorrega sobre o ponto C' da circunferéncia fixa de centro O e raio R. A extremidade
A da barra percorre a mesma circunferéncia com velocidade de médulo constante V' Pedem-se, nesse

instante: (a) o CIR da barra; (b) o vetor rotacdo da barra; (c) Up e dp; (d) Uc e do para C' € barra.

2 (q1, P2, 2008)

1* Questio (3,5 pontos)

Os discos de raio R; € Rz rolam sem escorregar ¢ estio sempre
em contato com a superficie mostrada na figura. A barra CD
estd articulada ao centro da barra AB, de forma que permanece
sempre paralela ao versor ;. Sabendo que o vetor de rotagdo

do disco com centro em A (de raio Rj) vale @ k , constante,

determine:
(a) A velocidade v, do ponto A.

(b) O centro instantéineo de rotagio da barra AB.
(c) O vetor de rotagio @,; da barra AB e o vetor de

rotagdo @), do disco com centro em B.
(d) A velocidade v, do ponto D.
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Diversos

Com os conhecimentos adquiridos até aqui, vocés devem ser capazes de fazer até o exercicio 19 da lista 2.

Em especial, 10, 12, 15, 17, 19.

8 Composicao de movimentos

8.1 Definicoes

&l
&l

Figura 14: composicio de movimentos de P.

De acordo com a fig 14, consideram-se dois sistemas de referéncia: (i) o corpo rigido &', fixo no espago
inercial, cujo sistema de coordenadas e respectiva base associada é O’ f,f,ff e (ii) o corpo rigido S,
moével, que possui rigidamente ligado um sistema de coordenadas e respectiva base associada O f, j’, k.

Considera-se, ainda, um ponto P genérico, mdvel no espac¢o tridimensional e que n3o esta ligado nem
aSenemad’.

Definir o movimento de S em relagdo a S’ equivale a fornecer a velocidade da origem O e o vetor
rotacdo instantanea & de S. O vetor & pode ser descrito em relacdo a qualquer dos sistemas de referéncia
como, por exemplo, em coordenadas do sistema de referéncia rigidamente ligado a S, cujo movimento se

deseja definir.

Movimento relativo:

é o movimento que P possui quando observado por um observador que é solidario a S;
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Movimento de arrastamento:

é o movimento de P em relacdo a &’ quando se supde P rigidamente ligado a S. Movimento de arrasta-
mento é, portanto, o movimento que o ponto P teria caso pertencesse a S a partir do ponto de vista (:
observado por) de um observador em S’.

Movimento absoluto ou resultante:

é o movimento de P com respeito a &', isto é, como observado por um observador em S’.

8.2 Composicao de posicoes, velocidades e aceleracoes

1. composicdo dos vetores de posicao:

da fig. 14 tem-se

(P-0)=(0—-0)+(P—-0) ou (8.1)

—

P =70 +Tp/0

2. composicao de velocidades:

com (P —O) =7p)o = i + yf—i— 2k, efetua-se a derivacdo desse vetor a partir do ponto de vista

de um observador em S': tem-se

d . d ~d
S(P=0)=2(0-0)+ 2(P-0)
— — _ = — d - =2 -
UP—UO/_Uo—volﬁ-a(ﬂflﬁ-y]ﬁ-zk)
Tp = U + @i+ ] + 2k + ai + yj + 2k (8.2)

Observa-se que, como o ponto P nao pertence a S, os termos %, 7, Z nao se anulam, pois existe
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a liberdade de movimento de P em relacdo a O. Assim,
Tp=Tp+di+0j+ ik +adANi+ydAJ+ 28 Ak
Tp=To+ii+yj+ik+BATi+BAY]+&Azk
Tp = To + i + 1] + 2k + @ A (x?+y§+zE)

Up =0 +di+ )+ 3k +@ A (P—0)

0p = o+ @A (P —0)+iitq)+ ik 8.3
p =170 ( ) ] (8.3)
UP,abs ﬁP,arr ﬁP,rel

Para um observador soliddrio a S (Oijk), a velocidade observada de P é a derivada do vetor de
posicdo de P com respeito a §, como se S fosse fixo no.espaco inercial. Essa componente da

velocidade de P é denominada velocidade relativa de P e representada por Up ¢ ou Up,. Assim,
Tpre = @i + 9] + 2k (8.4)

No movimento de arrastamento, P é suposto rigidamente ligado a S, que é um corpo rigido e para
o qual pode ser utilizada a férmula fundamental da cinematica do corpo rigido. A velocidade de
arrastamento de P, representada por Up .. ou Up, € calculada como se P e O pertencessem ao

mesmo corpo rigido:
Uparr = U0 + @ N (P — O) (8.5)

Finalmente, a velocidade absoluta, representada por Upq,s ou simplesmente Up é aquela observada

a partir de &’ e é dada por
l_fP,abs = UP,aTT + 17Pmel (86)

3. composicao de aceleracgoes:

efetua-se a derivacdo do vetor velocidade absoluta expresso na eq. 8.3 a partir do ponto de vista de

um observador em S':

. . d d /- - =
s 4 p 7(.. 2 )

Up vo—i-dt(w/\( O))+dt i+ yj + 2k

. . . d, - . - - = - 5 5 5
17p:170—1—(15/\(P—O)—HU/\%(xi—i—yj%—zk)—i—(jc'i—i—?jj—&-ék)—i-ﬂbi—i—yj—i-ék (8.7)
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Tp=Uo+@AP—0)+@ A (&i+ )+ 3k + xi +yj + 2k)+
(FT+ ]+ 3K) + 2@ AT+ IS A ]+ G Ak

dp=ado+GN(P—0)+@BATpre+ BN @SNT+YSN] + 28 AK) + Tpret + & A Tp el

Apaps = G0 + BN (P —O) + G A (@A (P = 0)) 423 A Tpye + (i + §jj + 2k) (8.8)

ap arr apc ap rel

- - =

Para um observador em S, a direcdo dos versores i, j, k ndo varia; assim, a aceleracdo de P, para

um observador em O, seria
Apra = &1+ §j + 2k, (8.9)

denominada aceleracao relativa de P. Importante: de acordo com a dedugdo acima, ap. con-
cerne apenas a variacao no médulo de vp,¢;, uma vez que, para um observador no referencial ndo
inercial S, Oijk é fixo. Portanto, dp,. € a derivada temporal de vp,., em relacdo ao seu

proprio referencial.

Por outro lado, se P estivesse rigidamente ligado a S, sua acelerac3o, observada a partir de S’ seria
a que respeita a condicdo de corpo rigido, dada pela derivada da equacdo fundamental da cinematica

do corpo rigido e expressa por
Aparr =G0 +@A(P—0)+ @A (G A (P —0)) (8.10)

e denominada aceleracao de arrastamento de P.

O termo restante,
dpc = 260 N\ 17]377“@[ (8.11)

¢ denominado aceleracao complementar ou de Coriolis.

A lei de composicido de aceleracdes fica, portanto:
apabs = AParr + Apyrel + dp,C (8.12)

Cabe salientar que a velocidade e a aceleragdo de arrastamento s3o calculadas fixando-se P em S’. A

velocidade e a aceleracio relativas s3o obtidas considerando-se S fixo e ignorando-se S’. A aceleracdo de
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Coriolis, no entanto, depende da simultaneidade dos movimentos relativo e de arrastamento e n3o pode
ser identificada em nenhum deles estudado separadamente.

A aceleracdo de Coriolis é nula nos seguintes casos:
1. & =0 = S executa ato de movimento de translac3o;
2. U = 0 = o ponto P possui, no instante considerado, velocidade nula em relacdo a S;

3. Upel || & = a velocidade de P em relagdo a S é paralela ao vetor de rotagdo de S (rotagdo de

arrastamento)

8.3 Composicao de movimentos para um corpo rigido

Até o presente vimos como se efetua a composicdo de movimentos para um ponto qualquer que n3o possui
vinculo de corpo rigido com outros pontos. A situacdo.em que o ponto sujeito ao movimento relativo
pertence a um corpo rigido é estudada a seguir.

Considere um sistema de referéncia fixo (inercial) O'IJK ligado ao corpo rigido &', um sistema de
referéncia O;ﬁ; soliddrio a um corpo rigido.S médvel e um corpo rigido ¥ que efetua um movimento
qualquer n3o rigidamente ligado a S ou a'S’.

Considere &, o vetor rotac3o instantdnea de S e &, o vetor rotacdo instantdnea de . Finalmente,

sejam P e () dois pontos quaisquer pertencentes a >. Essa situacdo é mostrada na fig. 15.

—

Wy

Figura 15: composicdo de movimentos para um corpo rigido.
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Definem-se:

® Up,.: velocidade de P com respeito a S

® U e velocidade de () com respeito a S

® Up,rr: velocidade de arrastamento de P

® U qrr: velocidade de arrastamento de @)

® Upabs, UQ,abs: Velocidades absolutas de P e @

e (J: vetor rotacdo absoluta de X

e &, vetor rotacdo de ¥ com respeito ao referencial mével, S (vetor rotagdo relativa)
e J,: vetor rotacio de arrastamento de S com respeito ao referencial fixo, S’

O objetivo aqui é obter uma expressdo para o vetor rotagdo absoluta &, conhecidas as demais grandezas
vetoriais acima.
Como P e ) € X, pode-se utilizar a equagao fundamental da cinematica do corpo rigido considerando

os movimentos absoluto, relativo e de arrastamento:

Up,abs = UQ.abs + & N (P = Q) (8.13)
Uprel = UQrel +@&r A (P — Q) (8.14)
Uparr = U0 + Wa A (P = O) (8.15)

Da lei de composicdo de velocidades temos

ﬁP,abs = ﬁP,rel + ﬁP,arr (816)
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Com (8.14) e (8.15) em (8.16) fica
gP,abs = UQ,T@I + (I}T A (P - Q) + 170 + U_ja A (P - O)
mas (P-0)=(P-Q)+(Q-0)
UP,abs :ﬁQ,rel+°3T/\(P_Q)+6O+QaA(P_Q)+Qa/\ (Q_O)
17P7abs = Up + &g N (Q - O) + ﬁQ,rel + ((Ba + C_Jr) A (P - Q)
mas o + o A (Q — O) + Ug et = UQ,abs
entao UP,abs = ﬁQ,abs + ((Ba + (,Ur) A (P — Q) (8.17)
Comparando a eq. 8.17 e a eq. 8.13 chega-se a lei de composicao de vetores rotacao:
D=+ @ (8.18)

Para obter a aceleragdo angular (ou rotacional), faremos a derivagdo da eq. 8.18 em relagdo ao tempo

com respeito a um observador no referencial inercial S’

& = &y + Wa (8.19)

A derivada da aceleragdo de arrastamento é a prdpria aceleragdo angular (ou rotacional) de arrastamento

Q4. Quanto a aceleracdo angular relativa &, lembrando que
Wy = wWr, b+ wr, j 0k, (8.20)

efetuemos a derivacdo com relacdo ao tempo com respeito ao referencial inercial S’ e, portanto, conside-
rando que todas as parcelas da eq. 8.20 sao variantes sob esse ponto de vista:

W = Wiy + Wry @ + Wry J +wpy g+ wp b+ wr k

W = Wiyt + WryJ + Wk + Wry@a Ai+ Wi, Ga A J + wp, Do Ak
Wy = Wyt + WryJ + Wrk + g A (wrzz’ +wr,J + wrzk>

Oy = w”f—l— w,,yj+ wTZE+cUa A (wuf—i— wTyf+ W, /2)

— — — —

Wy = Q. Wa Wr

Gy = @y + Ta A Gy (8.21)
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Voltando a eq. 8.19, obtemos a lei de composicao de aceleracoes angulares:

a = dg+ W
a =g+ 0 + &g NGy

a= Qg+ a, + o

(8.22)

— A - — s ~ . H H H z
O vetor d¢ = &, A @, é a aceleracio complementar (em alguns documentos no site da disciplina também

denominada de Résal).

A aceleracdo relativa @, admite apenas a variagdo do médulo de &,., uma vez que, para um observador no

referencial n3o inercial S, Oijk é fixo. Portanto, &, é a derivada temporal de &, com respeito ao seu

proprio referencial.

Exemplos: composicao de movimentos

Exemplo 1: q2, p2 2011

A figura mostra parte de um mecanismo de retorno rapido. A roda de centro C' esta articulada em C, que é

um ponto fixo. A peca AB estd articulada em B,

estd preso no disco a uma distancia 4a do centro C,
e percorre o rasgo da peca AB. O vetor de rotacdo
do disco de centro C' é & = ~wk, com w > 0,
constante, e seu eixo de rotacdo passa pelo ponto
C. A direcio do versor i é sempre paralela ao seg-
mento AB. Considere a peca AB como sendo o
referencial mével. No instante mostrado na figura,
determine: (a) as velocidades absoluta (Up,4ps), re-
lativa (Up,rc1) € de arrastamento (Up,q;r) do pino P,
bem como o vetor de rota¢do &4 p da peca AB; (b)
as aceleragBes absoluta (dpqps), relativa (dp,er), de
arrastamento (@p,qrr) € de Coriolis (d@p,cor) do pino
P, bem como o vetor de aceleragdo angular GaB

da peca AB.
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Exemplo 2: g2, psub 2009

O disco de centro C' e raio R rola sem escorregar sobre a plataforma de centro O. O mancal em C, que
conecta o disco a

peca C'PO, impde que a face do disco se mante-
nha sempre ortogonal ao segmento C'P durante o

Referencial
fi . . , . ~
%@Z’ movimento. O eixo Oy estd sempre na direc3o do

Disco

M

Plataforma

segmento OF, onde F é o ponto de contato en-

tre o disco e a plataforma, sendo os versores ;,j, k

solidarios a peca-C' PO. Em relagio ao referencial
.

fixo, os vetores de rotacdo da peca C'PO e da pla-

taforma sdo respectivamente, g = wBE e dp = wa, ambos constantes, e os pontos P e O s3o fixos.

Adotando a peca C'PO como referencial mével, determine: (a) a velocidade U e a aceleragdo d¢ absolutas

do ponto C; (b) os vetores rotacdo absoluto Wp, relativo &p, e de arrastamento Wp , do disco; (c) as

aceleragdes absoluta dr, de arrastamento dg , e a de Coriolis dg ¢ do ponto E do disco.
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