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Triedro de Frenet
Cinematica escalar do ponto

Prof. Dr. Flavio Celso Trigo

1 Nocgoes de Geometria Diferencial

1.1 Curvas parametrizadas

Uma curva parametrizada é uma funcao definida em um intervalo J tal que a cada parametro u

associa-se uma fungao P(u)

Ao conjunto de pontos P(u) quando u percorre J denomina-se traco da curva parametrizada que

possui u como parametro, vide fig. (1). Dado um sistema de referéncia tri-ortogonal O;ﬁé tem-se

(P(u) = 0) = 7(u) (1.1)

Figura 1: curva parametrizada.
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Figura 2: hélice cilindrica circular reta.

Exemplo 1

Dado 0 < u < 27, as fungdes z(u) = Rcosu; y(u) = Rsenwu; z(u) = bu, com R constante, definem
uma hélice cilindrica circular reta (vide fig. 2)

Exemplo 2

Um disco plano que rola sem escorregar sobre uma reta faz com que a curva descrita por um ponto

de sua periferia seja uma cicléide. Parametrizando-a tem-se, da fig 3,

r=0D—-BD=0D - EC
mas
OD = Rue EC = Rcos(u — m/2)

"z = R(u—senu)
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Figura 3: cicléide.

Da mesma forma,

y=PE+EB=
y = Rsen(u—m/2)+ R
Sy=R—Rcosu

Assim, P(u) = R(1 —senu)i 4+ R(1 — cosu)j

1.2 Componentes de arco parametrizado

Tendo como referéncia novamente a fig. (1), Dados {a,b} € J, a < b, pontos de uma curva parame-
trizada P(u), a curva parametrizada obtida pela variagdo de u dé-se o nome de arco parametrizado
dessa curva.

Deseja-se obter a dimensao do arco descrito entre a e b, funcao do parametro u. Novamente, em

relagao a um sistema de referéncia fixo, temos:
Ar(u) = 7(u + Au) — 7(u) (1.2)

Porém

lim Alfu)

A AR = (13)
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Assim, dividindo numerador e denominador por Au vem:

Al(u)
Au / T
a0 Tl ~ () = [Ir'(wll (1.4)

ut+Au .
o) = / 17 (1) v (1.5)

Supondo que o ponto tenha se deslocado sobre a curva parametrizada entre os pontos a e b conforme

mencionado anteriormente, basta utilizar a expressao acima para obter a dimensao procurada:

b —
L = / 17 ()] (1.6)

Exemplo 3
Obter o comprimento do arco da cicloide do exemplo 2 quando 0 < u < 27.

Solugao: do referido exemplo

-

F(u) = R(u — senu)i + R(1 — cosu)j
(u) = (R — Rcosu)i + Rsenuj
|7 (u)|| = (R* — 2R? cosu + R? cos® u + R? sen® u)/?
[Ir (u)]] = [2R*(1 = cosu)]"/?
l(u) = /02ﬂ[2R2(1 — cosu)]?du
Utilizando a identidade trigonométrica cosu = cos(u/2 + u/2) = cos?(u/2) — sen?(u/2) obtém-se,
ap0s algum trabalho algébrico, L = fogﬂ l(u)du = 8R.

Percebe-se que o arco descrito pelo ponto material P(u), que ocupa a periferia do disco, é maior

que o comprimento da circunferéncia (27 R)

2 Triedro de Frenet (ou de Frenet-Serret)

Seja uma curva parametrizada P(u), de dominio J, conforme mostrado na fig. (4). Deseja-se cons-
truir uma base ortonormal positiva (dextrégira) para cada u € J. Esta base mostrard como P(u)

”caminha”ao longo de seu traco perante a variacao de u.
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Figura 4: reprodugao da fig. (1)

Considere 7(u) = (P(u) — O), com O fixo, o vetor que define a posi¢cao de P(u) sobre seu trago.

Adota-se a hipdtese ﬁ(u) +0,Yu € J. Define-se o vetor tangente ao trago em P(u) como

W
Fe (2.1)
[ (w)]
Porém, em funcdo da eq. 1.3, || (u)|| = #'(u) temos
- rl(u)
= 2.2
Considerando ainda 7/ (u) # 0,YVu € J, define-se o vetor normal principal em P(u) como
=7
) (2.3)
I ()]
Como ||7(u)|| = 1 (pois é um versor), podemos escrever
17()|* = F(u)oT(u) = 1
Derivando essa expressao em relagao a u tem-se
7 (u)oT(u) + 7(u)er (u) = 0
7 (u) L 7(w), (24)

ou seja, um vetor de médulo constante é sempre ortogonal a sua derivada. Como con-

sequéncia,

fi(u) || 7 () = f(u) L 7(u) (2.5)
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Observagao importante: dentre todos os infinitos versores ortogonais a 7(u), 7(u) estd totalmente
definido a partir da eq. 2.3.
Para finalizar a obtengao da base ortonormal que acompanha P(u) sobre o trago da curva, define-se

o vetor binormal ao trago em P(u) como
bEFAR (2.6)

Em alguns casos, a determinacao do triedro de Frenet pela definicao é trabalhosa devido a deter-
minacao de /. Uma forma alternativa de obter o triedro ¢ mostrada a seguir.

Da eq. 2.2:

Calculemos

() A7 () = € () () A (€7 (@) 17i(w) + £ () F(w))
() A () = £%(w) |7/ ()] [B(w) (2.7)
O moédulo desse vetor é, portanto,

77 () A ()] = €2 (w)| |7 (w)]].1 (2.8)

De 2.7 e 2.8,

) A )
e@i7wl |

() A ()

b= -
r!(u) A (u)]

(2.9)

A expressao 2.9 fornece uma maneira de obter o triedro de Frenet sem a necessidade de calcular 7/(u)

ou seu modulo, desde que obedecida a seguinte sequéncia:

1. obter r(u) e ||r'(u)|| para calcular 7(u) (eq. 2.1);
2. obter r(u), 7 (u) A 7 (u), ||r'(u) A r(u)]] e b (eq. 2.9);

3. obter il = b A 7.
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(u 4+ Au)

Figura 5:
3 Foérmulas de Frenet

3.1 Nomenclatura

Considere a fig. 5. Os versores 7(u) e 7(u + Au) sao tangentes ao trago em dois pontos distintos.
Supondo um plano que passa por P e é paralelo ao plano definido por 7(u) e 7(u+ Au), este ird conter

AT(u) = T(u+ Au) — 7(u). No limite em que Au tende a zero,

T(u+ Au) —7(u) _ (), (3.1)

lim
Au—0 Au

essa derivada é ortogonal a 7(u) e pertence ao plano formado por 7(u) e 7 (u). Ora, como, por
definicdo, 7 é paralela a 7/ (u) em P(u), segue que P(u), 7(u) e 7i(u) formam um plano; este plano é

denominado plano osculador.

=,

Tendo em conta a base tri-ortonormal (7,1, b), outros dois planos sao definidos:
e plano normal: formato por P(u), ii(u) e b(u);
e plano retificante: formado por P(u), 7(u) e b(u);

Os trés planos sao mostrados na fig. 6.
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L
metifennie

¥

normal

= cepuhor

Figura 6: Triedro de Frenet e planos osculador, normal e retificante.

3.2 Curvatura e torcao: as féormulas de Frenet

Curvatura é o conceito envolvido na mudanca de dire¢ao/orientacao do trago de uma curva parame-
trizada visando a quantificagdo dessa condigdo. Seja o trago P(u) da fig. 7 Percebe-se que, para
Au — 0, ATy < AT} e, como ambos, no referido limite, possuem dire¢ao paralela (e coincidente) com

llA7] forneca uma
A7 ¢

as respectivas normais sobre os dois tragos em P(u), é de se esperar que a razao

Figura 7: curvatura de uma curva.
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indicagao do ”dobramento”da curva no espago em P(u). Para incluir o parametro u, definem-se

HA|Z(U\)H
c(u) = lim AZ
Au—0 TAd[
s 7@
c(u) = 7(w) ([m™"]), curvatura do trago em P(u) (3.2)
u
1
p(u) = , ([m]) raio de curvatura do trago em P(u) (3.3)

c(u)

E interessante obter ¢(u) a partir de #(u): de 3.2, ||7(u)|| = ¢(u).¢(u). Por outro lado, de 2.8

[Ir7 () A 77 (w)]]

Il = G (3.4)

Assim,
77 () A7 (w)|

c(u) = 5 (3.5)

Porém, como ¢'(u) = || (u)||,
Wi T
) 1P A ()] 56
I (w)]?
A primeira férmula de Frenet é obtida a partir de ¢(u) da seguinte forma:
de 2.3 : 7 (u) = |7 (u)||7
com 3.2 : 7 (u) = c(u)l (u)7
com 1.2 : 7/(u) = c(u)||/(v)||@  la. férmula de Frenet (3.7)

Tor¢ao é a medida de quanto o trago da curva parametrizada se ”torce”no espago, levando consigo

o plano osculador. Para tanto, estuda-se a variagao do versor normal ao plano osculador, o vetor b(u),

binormal. Por defini¢ao, g(u)-?(u) = 0. Derivando essa expressao em relacao a u temos:

— —

b (u)o7(u) + b(u)em'(u) = 0. Como 7 (u) = c(u)||r(w)||7 entdo b(u)er(u) =0 =

—

B (w)o7(u) = 0 (3.8)

A partir daqui, iremos suprimir a notagao de fungao explicita na variavel u para simplificar a notacao.

Lembrando que bsb = 0 (pois ||b]| ¢ constante) e escrevendo & em termos de suas projecoes no triedro
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de Frenet vem

V = (beit)it (3.9)

A torgao é definida como

beit
7 E,n (3.10)
e, como ||r|| = ¢,
b (u) = y(u)||r (u)|| 7 3a. férmula de Frenet (3.11)

Para obter a 2a. férmula, utiliza-se a decomposicao de n’ em termos do triedro de Frenet conforme

mostrado a seguir.

n' = (n/e7)F + (n'sii) it + (n'sb)b (3.12)
——
=0
Como
neT =0 =
VoF 4 for! = 0 =
Vo = —ifer! (3.13)

Utilizando a la. férmula,

n'e? = —c| | ||fieit = —cl|r]| (3.14)

fleb = 0 = 7;’-54— flel) =0 e com a 3a. féormula

Iab = — ||| yiteii = —||77| |y (3.15)

10
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Finalmente, substituindo 3.14 e 3.15 em 3.12 obtém-se a 2a. férmula de Frenet:
n'(u) = —c(u)||r (u)||7 — y(w)||r(w)||b(u)  2a. férmula de Frenet (3.16)

Resumindo, as formulas de Frenet sao:

—

Ry
=
I
S
&
=
=
=

Observagao: normalmente, parametriza-se a curva de tal forma que ||7/(u)|| = 1.

4 Velocidades e aceleragoes de um ponto material — expressoes intrinsecas

Quando as componentes de velocidade e aceleracao sao dadas em termos do triedro de Frenet,
denominam-se intrinsecas, pois dependem explicitamente apenas da trajetéria. Observe a fig. 8
(a). Dado um ponto P que percorre uma trajetéria a medida que transcorre o tempo, definem-se o

vetor velocidade ¥(t) e o vetor aceleracao @(t) como

gy & Wy A0 s (4.2)

dt At—0 At

Para que seja possivel parametrizar velocidades e aceleracées em termos do arco percorrido sobre a

Figura 8: (a) variagao vetorial de posicao; (b) parametrizacao da trajetoria.

11
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trajetéria, vamos adotar uma curva parametrizada em u, parametro da curva, porém estabelecer que
u 6, ele préprio, uma fungao do tempo, conforme mostra a fig. 8(b).

Assim, a cada wu(t) corresponde uma abscissa curvilinea s(t) = f(u(t)) (por defini¢ao), que é
percorrida pelo ponto material P sobre a trajetéria P(u(t)).

Vamos obter, entao, as componentes intrinsecas da velocidade e da aceleracao a partir das respec-

tivas definigbes. Para a velocidade,

_di(u(t)) _

#(t) = == = ri(w).i(t)
Como T = i;(u)
[’ (w)]|

=0(t) = [|r (u)|].0(t)7 (4.3)

Definindo a coordenada curvilinea s(t) = ¢(u(t)) sobre a curva parametrizada e efetuando sua

derivacao em relacao ao tempo obtemos
$(t) = £'(u).u(t) e, como ||r(u)|| = ¢ (u)
de 4.3 resulta
u(t) = s(t)7, (4.4)

com §(t) £ welocidade escalar.

Para obter a aceleracao, derivamos diretamente a eq. 4.4 em relacao ao tempo:

i) S
o dt

Y1
—
~
S—

|
[Va)
—
~
S—
il
+
v
)
~
SN—
o
—
I
N—
ﬁ\
—
e
et
e
—
~
S—
St
—
e
S—

a(t) = 5(t)7 + 2 (t)c(u)ii  ou (4.6)
- ey V)
a(t) =o(t)7+ o(0) m (4.7)

com ©(t) £ a,(t) aceleragdo tangencial e 22(85)) £ a,(t) acelera¢do normal.

12
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Caso ja tenham sido obtdos os vetores ¢ e @ em expressoes explicitas, isto é, caso estejam disponiveis
expressoes explicitas no tempo (sem o parametro c(u), pode-se utilizar a equagao 3.6 deduzida ante-
riormente,

_ P A
[OIE

c(u)

—

para obter c(u), bastando para isso associar @(t) ~ 1 (u) e @(t) ~ r”(u), resultando em

Exemplos resolvidos

1. Determinar o triedro de Frenet para a hélice cilindrica dada por 7(u) = R cosu i+Rsenu j+bu k

Solucgao

13
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Vamos utilizar a sequéncia dada ao final da pg. 6.

-
/

7(u) = —Rsenui+ Rcosu j+bk

- 7 (u) —Rsenui+ Rcosuj+bk
T(u) =5 - 2 | Rp2)1/2

[ (w)l| (b2 + R2)Y/
7 (u) = —Rcosui— Rsenu j

(w) AT (u) = bR(senu 7 — cosu j) + R%(sen’ u + cos® u)k

<

=

(w) Ar"(u) = bR(senu i — cosu j) + R%k

77 (u) A 77 (u)]| = (b*R?sen® u + bR cos® u + R?) 12 _p (v* + R2)1/2
b(u) = r(u) Ar"(u)  bR(senwui— cosu j) + R%k
7)1 77 () R + R2)/2
g(u) _ b(senu ¢ — cosu j) + Rk (verifica-se que ||5(u)|| =1)

(b2 + R2)'/?

i j k

. - . 1
fi(u) = b(u) A 7(u) = W bsenu —bcosu R
—Rsenu Rcosu b

. — (0* + R?) cosu i — (b + R?) senuj - -
ni(u) = = 7(u) = —cosu i —senu j

(b + R?)

2. (exemplo 16.4.1, pg 186, ref. [2]) O movimento de um ponto é dado por 7(u(t)) = sen(1 —t2)i+
cos(1 — t2)f. Determinar a expressao intrinseca da aceleracao.
Solucgao

Seja u(t) = 1 — t? = #(u) = senui + cos uj

—

$(t) = O'(w).u(t) = ||r' (w)]].u(t)
77 (u)]] = || cos ui — sen uj]| = 1

(1) = 1.(=2t) = —2t = T(t) = —2t 7 [m/s]

14
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Célculo de p:

L [P AT )
p(u) I (w)] P
() ||(cos ui — senuj) A (—senui — cosuj|| ||(—sen?u — cosu)k|| 1
cl\u) = = gy et —
|| cos ui — sen ujl|3 1 1

clu)y=1m™ )= p=1[m]

Com isso,

8%(t)
p

a(t)= —27 + 4t*7i [m/s*]

7

a(t) = §(t)7 +

E interessante notar o que ird acontecer caso os versores do triedro de Frenet venham a ser

calculados. Tente obté-los e substituir nas expressoes da velocidade e aceleracao intrinsecas

acima.

. Um ponto P se move em relagao ao sistema O;jl; segundo as equagoOes paramétricas escalares
z(t) = 2 + cost
2
y(t) = {(2 + sent)
2
z(t) =4 — \2[(2 + sent)
Obter v, d, ar, an, v, p
Solucdo
Seja u = sent = cos®t + sen’t = 1 = cost = (1 — u?)/2 Portanto,
w(u) =2+ (1 —u?)l/?
2
y(u) = 7(2 + u)
V2

z(u) =4 — 7(2+u)

0(0) = S )7 +y(0)] + 2(0)F)

B RN ) .
U(t) = —senti + - costj — \chostk;

15
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N d - \/§ - 2 N
(t) = —u(t) = %(— senti + 5 cos tj — TCostk:)

_ > 2 > 2 -
a(t) = —costi — TSentj + > sen tk

v(t) = §(t) = ¢'(u).u(t) velocidade escalar

Flu) =24 (1 —u®)V2 7+ ?(2 +u)j+4— ?(2 +u)k

V. Voo

= 1 _ -
r'(u) = 5(—2u)(1 — u2) 1274 7] — 71{:

2 1/2 2 2\ 1/2
N D B U 2,2 (u+1—u
w=Ifl= (a4 3+3) = (S

2 o2\ 1/2
O(u) = u+1—-u
1—wu?
1 1
v(t) (1 —sen2¢)t/2 i) cost cost

o(t) =1[m/s]
Se fosse também solicitado o vetor ¥/(t) em componentes do triedro de Frenet, bastaria escrever

o(t) = $(t)7 = 17 [m/ 5]

a-(t) =35(t) =v(t) =0 aceleragdo tangencial

21 o (- . .
é necessario primeiro obter o raio de curvatura,

Para o céalculo da aceleragao normal, a,, = o
L L _ 1
|7 Al ||(— sen ti + gcostj— @costl;:‘) A (—costi — ? sentj + @ sen tk)||
1 1

(127 + 42R1) 1
p=1[m]

Assim

-2
t 1
S0 1 1 [m/s*] aceleracdao normal

Se fosse também solicitado o vetor @(t) em componentes do triedro de Frenet, bastaria escrever

a(t) = 07 + 1ii [m/s?]

16
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5 Cinematica escalar

Conhecida a trajetéria de um ponto, escolhe-se a origem a partir da qual, em sentido positivo, a

posicao do ponto sobre a trajetéria fica determinada, como se a curva correspondente a trajetéria

fosse "esticada”, definindo a chamada coordenada curvilinea.

Lei horaria do movimento

E a funcao s(t) que define a posigao do ponto material (coordenada curvilinea) em funcdo do tempo.

Velocidade escalar média

Define-se a velocidade escalar média:

; a As st + At) —s(t)
M™ AL~ At

Velocidade escalar instantanea

Define-se a velocidade escalar instantanea:

. As(t ds(t
o(t) = lim A(t) - d(t)

Aceleragao escalar média

Define-se a aceleracao escalar média:

ar A Av  w(t+ At) —o(t)
M ™" Deltat At

Aceleragao escalar instantanea

Define-se a aceleragao escalar instantanea:

17
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Problemas tipicos em cinematica escalar

Os problemas tipicos em cinematica escalar consistem em situagoes nas quais se procura a lei hordria
do movimento, supondo conhecida apenas a aceleragao; para tanto, deve-se integrar as expressoes da
aceleracao para se obter a lei horaria. Na prdtica, resolvem-se equacgoes diferenciais.

Visando evitar interpretacoes erroneas, antes de apresentar este topico cabe destacar um ponto
essencial, conforme discute a ref. [2].

Quando se menciona que ”a velocidade v é fungdo da posicao s”, trata-se do uso de linguagem
com pouco rigor matematico. Ela denota uma simplificacao que pode ocorrer dependendo da relagao
particular entre essas grandezas.

Na verdade, a varidvel presente em problemas de cinemadtica (e de dinamica também) e que fornece
a ligagao entre s, v e a é sempre o tempo. H&, entretanto, casos particulares como mostra o exemplo a
seguir. Suponhamos que s(t) = . Entdo, v(t) = 2e? = v = 2s, que é escrito por abuso de notacio
e carrega o sentido de que ”v é fungao de s”. O correto, entretanto, seria v(t) = 2s(t).

Quando a situacao particular permitir escrever v = v(s), nunca devemos nos esquecer de que

dv

a velocidade ¢ uma fungao do tempo e, portanto, se escrevermos a = 7 simplesmente, estaremos

incorrendo em erro. Perceba o que acontece fazendo isso no exemplo acima:

célculo correto  s(t) = €2 = v(t) = 2e* = a(t) = 4e* = a = 4s

d
célculo incorreto  s(t) = e* = v(t) =2e* = v =25 = a = d—v =a=2
s

Esclarecido este ponto, iremos analisar 3 casos em que a funcao de aceleragdo do ponto material,

de acordo com o mencionado abuso de notacao, é dada: a = a(t), a = a(v) e a = a(s).

18
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1. a = a(t). Nesse caso, a aceleragdo é uma fungao explicita de t. Pode-se obter v(t) e s(t):

a(t) = 0

v(t) t
= dv(t) = a(t)dt = / ¢ = t a(&)de

vm=m+/3@%

to

ds(t)
dt

o(t) = B sy = v(t)dt = / dc :/t o(€)de

s(t) = so +/ v(&)d¢

to

2. a = a(s) Nesse caso, a aceleragao é uma funcao explicita da posi¢ao. Pode-se obter v(s):

v ds
Cdt ds'dt ds

a(s) ds =v dv = Sa({)dC:/vfdf

v?(s) = vg + 2/ a(¢)d¢ equacgdo de Torricelli generalizada

80
3. a = a(v). Nesse caso, a aceleragao é funcao explicita da velocidade. Pode-se obter t e s(v):

B dv dv

a(v) = pring dv = a(v)dt = dt = a(0) = t td¢ :/ a(lf)dg
Y1
= ——d
t“*Amaf
_dv  dv ds dv

CL(’U)—E—£%—U£:>
a(v)dSZUdv:»dSZQ(“v)dv;»/ dg:/ aé)dg

_ vE
S‘%+Am@“
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