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® algum fenémeno suscita a curiosidade sobre o porqué de sua existéncia, os mecanismos de
sua ocorréncia e as consequéncias que gera;

® simplifica-se o universo fisico através de um modelo matematico — habilidade do engenheiro;

® aplicacdo do raciocinio matematico para obter respostas as questdes anteriores. P

ST}

o

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020 1/74



Introducdo

® Elementos da Mecanica
® massa

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



Introducdo

® Elementos da Mecanica

® massa
® tempo

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



Introducdo

® Elementos da Mecanica
® massa
® tempo
® comprimento

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



Introducdo

® Elementos da Mecanica

massa
tempo

comprimento
continuidade

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



® Elementos da Mecanica

massa
tempo
comprimento
continuidade
corpo rigido =

Prof. Dr. F. Trigo

PME 3100 — Mecénica 1 — 2020

Introducdo




Introducdo

® Elementos da Mecanica

massa
tempo

comprimento

continuidade

corpo rigido = continuidade

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



® Elementos da Mecanica

® massa

tempo

comprimento

continuidade

corpo rigido = continuidade + indeformabilidade

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020

Introducdo




Introducdo

® Elementos da Mecanica

massa
tempo

comprimento

continuidade

corpo rigido = continuidade + indeformabilidade

referencial ou sistema de referéncia: € um conjunto de pontos que possuem distancia fixa
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x = r.cosb
y = r.senf
z=2z
z = xz(r,0)
y=y(r,0)
2=z

T

Prof. Dr. F. Trigo

Sistemas de forcas

Sistemas de coordenadas

z
A

x = r.senf.cosd
y = r.senf.sengo
\\\ P(x,y,2); (1,6, 2) z = 1.cosb

N

2 z = 2(r.0,9)
Y= Z/(T‘.,G, ¢)
> Y z = z(r,0)
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® Elementos da Mecanica

® \/etores: entes matematicos que possuem médulo, direcio e sentido e que se somam de
acordo com a Lei do Paralelogramo. Classificam-se em 3 categorias:
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® Elementos da Mecanica
® \/etores: entes matematicos que possuem médulo, direcio e sentido e que se somam de
acordo com a Lei do Paralelogramo. Classificam-se em 3 categorias:

Prof. Dr. F. Trigo

livres: binario (a ser estudado em breve);

deslizantes: qualquer vetor que pode se mover ao longo de sua linha de acdo

sem modificar o efeito sobre o corpo ao qual é aplicado;

aplicados: qualquer vetor cujo efeito sobre o corpo em que atua depende do ponto de
aplicagdo. Forga & um vetor aplicado.
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Sistemas de forcas

Linha de ag3o de uma forga é o vetor

[ (X —P)=\F, comAeR ] (1)

A eq. 1 exprime o Principio da Transmissibilidade
Em um corpo rigido, o vetor forca & um vetor
deslizante.
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Sistemas de forcas

Linha de ag3o de uma forga é o vetor

[ (X —P)=\F, comAeR ] (1)

A eq. 1 exprime o Principio da Transmissibilidade
Em um corpo rigido, o vetor forca & um vetor
deslizante.

Na figura: (Ay — A1) = AF ou . .
(xAQ - xA1)i + (yAQ - yAl)j + (zAz - 2A1)k = )\(le + ij + sz)
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Ao conjunto de forcas que atuam sobre um corpo ou
sobre um sistema de corpos, rigidos ou n3o, da-se o
nome de sistema de forcas;
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No caso da figura ao lado, o sistema de forcas é
S=(E,P)i=12,...,n.
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Sistemas de forcas

Ao conjunto de forcas que atuam sobre um corpo ou
sobre um sistema de corpos, rigidos ou n3o, da-se o
nome de sistema de forcas;

No caso da figura ao lado, o sistema de forcas é
S=(E,P)i=12,...,n.

A resultante de um sistemas de forcas é o vetor
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Sistemas de forcas

A resultante (ou o vetor resultante) R ndo é uma forca pois:

e forca é vetor aplicado;
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Sistemas de forcas

A resultante (ou o vetor resultante) R ndo é uma forca pois:
e forca é vetor aplicado;

® o vetor resultante, ao contrario da forca, é decorrente de um conjunto de operacdes
elementares com os vetores-forca individuais e ...

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



Sistemas de forcas

A resultante (ou o vetor resultante) R ndo é uma forca pois:
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Sistemas de forcas

A resultante (ou o vetor resultante) R ndo é uma forca pois:
e forca é vetor aplicado;

® o vetor resultante, ao contrario da forca, é decorrente de um conjunto de operacdes
elementares com os vetores-forca individuais e ...

® ... ndo possui ponto de aplicacdo definido. Portanto,

® R & um vetor livre.
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Sistemas de forcas

Dado um sistema ortogonal de referéncia e um sistema
de coordenadas cartesianas associadas pode-se escrever

R=" (Fui+Fyj+F.k)

=1
— R=F,i+F,j+ F.k (3)
com
n n
F,=Y F., F,=) F,
=1 =1
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Momento de um sistema de forcas

Momento de uma forca

Define-se momento de uma forca em relacdo a um pélo

T MO arbitrario como o vetor obtido pelo produto vetorial do
vetor da posicao relativa entre o ponto de aplicacdo da
5 forca e o pélo pelo vetor forca propriamente dito.
o 7y Mp2 (P -0O)AF (4)
i o - Mo 2FAF (5)
< S r F
<30
2
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Prof. Dr. F. Trigo

Momento de um sistema de forcas

Momento de uma forca
® o sinal de Mo é dado pela regra da mao direita;

e (P —0) A F tera mesma orientacio de k se
(P —0), F, k tiver orientagdo concordante com
Oijk.
Como

1Mol = (/[(P = O)I)(||Fl|)sen6 e
[|(P—O)||senf =d =

M,
- Mol
|||
Mol =dl|Fll @

& .
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Momento de um sistema de forcas

Momento de uma forca

® Mo nio se altera quando F' se desloca sobre sua

T MO Propriedades
linha de acdo. Prova: para P’ € AF

(PP—O)ANF={(P —P)+(P-O)}AF =
(PP—PYANF+(P—O)ANF=(P—-0)AF,

haja vista que (P’ — P) A F = 0 pois (P’ — P) || F.
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Momento de um sistema de forcas

Momento de um sistema de forcas

Para um sistema S = (F}, ),

Mo=(PL—O)AFi+...4(Pi—O)AF;+ ...+ (P, — O)AF,
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Momento de um sistema de forcas

Teorema de Varignon

Varignon (1654-1722): dado um sistema de
forcas concorrentes em um ponto P,
(S=(F,P)),i=12,...,n,
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Momento de um sistema de forcas

Teorema de Varignon

Varignon (1654-1722): dado um sistema de
forcas concorrentes em um ponto P,
(S=(F,P)),i=12,...,n,

—

N
“o momento de um sistema de forgas Fl S Fn
concorrentes em um ponto P com respeito a e
L, . e =g
qualquer polo O é igual ao momento da ~ F
! g ?

resultante do sistema, suposta aplicada no _
ponto de concurso das forcas, com respeito ao -«
polo O;" P
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Momento de um sistema de forcas

Teorema de Varignon

Prova: pela definicio de momento de um sistema de forcas em relacdo a um polo qualquer,

MO:zn:(P O) A :znjp O) A
=1 i=1
MOZ(P—O)/\ZF}'
=1
[ Mo=(P-0O)AR ] (7)
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Dado S = (F;, P)

Prof. Dr. F. Trigo

Momento de um sistema de forcas

Mudanca de polo — férmula de mudanca
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16 / 74



Momento de um sistema de forcas

Mudanga de polo — férmula de mudanga

Dado S = (F;, P)

n
Mo =Y (P,—O)AF
i=1
Para outro polo, por exemplo para O’
n
Mo =Y (P—O)AF,
i=1
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Momento de um sistema de forcas

Mudanga de polo — férmula de mudanga

Fazendo-se

i~ Mo = Y (P~ O) A Fi— Y (P~ O) A

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020
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Momento de um sistema de forcas

Mudanga de polo — férmula de mudanga

Fazendo-se
Mo — Mo =Y (Pi—O')AF; — Z (P, —O) A
=1 =1
=Y (P-0)—(P,-O)]AF
i=1
=(0-0)AY_F,
i=1
[ .'.MO/:M0+(O—O/)/\E ]
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Momento de um sistema de forcas

Mudanga de polo — férmula de mudanga

Consequéncias da férmla de mudanca de polo My = Mo + (O-0")A R:
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Momento de um sistema de forcas

Mudanga de polo — férmula de mudanga

Consequéncias da férmla de mudanca de polo My = Mo + (O-0")A R:

e se R =0 = o momento independe do polo escolhido;
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Momento de um sistema de forcas

Mudanga de polo — férmula de mudanga

Consequéncias da férmla de mudanca de polo My = Mo + (O-0")A R:

e se R =0 = o momento independe do polo escolhido;
¢ e (O-—O)AR=0comO#£0 e R+0= (0-0') | R.
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Momento de um sistema de forcas

Mudanga de polo — férmula de mudanga

Consequéncias da férmla de mudanca de polo My = Mo + (O-0")A R:
e se R =0 = o momento independe do polo escolhido;
¢ e (O-—O)AR=0comO#£0 e R+0= (0-0') | R.
[m]

Prova: seja (O — O') = AR, A constante e com unidades consistentes, ou seja -

Entdo (O —O)AR=ARAR=0
Portanto: MO = Mo/
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Momento de um sistema de forcas
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Momento de um sistema de forcas

Mudang¢a de polo — invariante escalar

® invariante escalar: multiplicando-se escalarmente a férmula de mudanca de polo por R
em ambos os lados,

0o-R+[(O-0O)YAR]-R
(O—O0)ARLR=
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Momento de um sistema de forcas

Mudanca de polo — invariante escalar

® invariante escalar: multiplicando-se escalarmente a férmula de mudanca de polo por R
em ambos os lados,

0o-R+[(O-0O)YAR]-R
(O—O0)ARLR=

[ Mo - R=Mp-R2 I invariante escalar ] (9)
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Momento de um sistema de forcas

Mudanca de polo — invariante escalar

® invariante escalar: multiplicando-se escalarmente a férmula de mudanca de polo por R
em ambos os lados,

0o-R+[(O-0O)YAR]-R
(O—O0)ARLR=

[ Mo - R=Mp-R2 I invariante escalar ] 9)

O invariante escalar sera atil no estudo da reducio de sistemas de forcas
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Momento de um sistema de forcas

Mudang¢a de polo — invariante escalar

I expressa o fato de que a projecdo do vetor momento na direcio do vetor resultante
é constante

g

=
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Momento de um sistema de forcas

Mudanca de polo — invariante escalar

I expressa o fato de que a projecdo do vetor momento na direcio do vetor resultante
é constante

Mo
s o Mo’.R|
Mo l

o
O TR)/'
[
5
— R Lo Rl
° [\
@ ® L. LISY;
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Momento de um sistema de forcas

Momento em relacdo a um eixo

Dado um polo O e um eixo que passa por este ponto e é orientado por um versor i, define-se
momento de um sistema de forgas (F;, P;) em relagdo ao eixo Ot o escalar

[ M, =My @ ] (10)

g

=
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Momento de um sistema de forcas

Momento em relacdo a um eixo

Dado um polo O e um eixo que passa por este ponto e é orientado por um versor i, define-se
momento de um sistema de forgas (F;, P;) em relagdo ao eixo Ot o escalar

[ M, =My @ ] (10)
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Momento de um sistema de forcas

Momento em relacdo a um eixo

Dado um polo O e um eixo que passa por este ponto e é orientado por um versor i, define-se
momento de um sistema de forgas (F;, P;) em relagdo ao eixo Ot o escalar

[ M, =My @ ] (10)
fo-i= (> (P—O)NFy|-ii=M,=>» M,
i=1 =1
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Momento de um sistema de forcas

Momento em relacdo a um eixo
Para 0,0, € O"ii, O' + O:
Mu/ = Mo/ U=
My = [Mo + (O —O')AR| -

como (O—0') | 0"i= (0O-0O)YAR L
=[(0O—-0)YAR]-@=0
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Momento de um sistema de forcas

Momento em relacdo a um eixo
Para 0,0, € O"ii, O' + O:
Mu/ = Mo/ U=
My =[Mp+(0—-0)AR]-@

como (O -0 || 0"i= (0O-O"YAR Lu
=[(0O—-0)YAR]-@=0

[ My = Mo -i= Mo -i@= M, ] (11)
LQ.JJ.

Q'E\
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Momento de um sistema de forcas

Momento em relacdo a um eixo

® 0 momento em relacdo a um eixo é
também um invariante escalar;

® (justifica-se, assim, a nomenclatura);

® no Sl, o momento possui unidade [N.m]
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Momento de um sistema de forcas
Momento em relacdo a um eixo

Casos classicos (por simplicidade admite-se, S(F, P))
® F| @ (F=\i\eR) (caso 1)

Mop=(P—-O)ANF=(P-0)AXM
M,=DMo-i=[P—0)AXT]-7=0
s
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Momento de um sistema de forcas
Momento em relacdo a um eixo

Casos classicos (por simplicidade admite-se, S(F, P))
® F| @ (F=\i\eR) (caso 1)

Mop=(P—-O)ANF=(P-0)AXM
M,=DMo-i=[P—0)AXT]-7=0

Conclusdo: uma forca cuja linha de acio é paralela a direcdo de determinado eixo
ndo produz momento em relacdo a este eixo.
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Momento de um sistema de forcas
Momento em relacdo a um eixo
Casos classicos (por simplicidade admite-se, S(F, P))

e (F,P) | F=AP-0")e0 €0i alinha de acio de F intercepta o eixo — caso 2)

MO/:(P—O/)/\F’:>
My =My -i@=[P-O)AF]-@=0-i@=M,=0,
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Momento de um sistema de forcas
Momento em relacdo a um eixo
Casos classicos (por simplicidade admite-se, S(F, P))

e (F,P) | F=AP-0")e0 €0i alinha de acio de F intercepta o eixo — caso 2)
MO/ :(P—O/)/\F’é
My =My -i@=[P-O)AF]-@=0-i@=M,=0,

Conclusido: uma forca cuja linha de acdo intercepta determinado eixo nio produz
momento em relacdo a este eixo.
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Problema: obter HJ\_LH

Considera-se

¥

é’ )
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Problema: obter HJ\_LH

Considera-se

e 7 plano L Oz

fguse
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Problema: obter HJ\_LH

Considera-se

e 7 plano L Oz

® traco de z no plano 7 é O
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Problema: obter HJ\_LH

Considera-se

e 7 plano L Oz

® traco de z no plano 7 é O

—

® (F,P) € m e ortogonal a Oz
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Problema: obter HMZH

Considera-se

e 7 plano L Oz

® traco de z no plano 7 é O

Prof. Dr. F. Trigo

. (ﬁ, P) € 7 e ortogonal a Oz

® Oijk é a base ortonormal que orienta

sistema Cartesiano de coordenadas &

PME 3100 — Mecénica 1 — 2020
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
o |[Mol| = ||(P = O)||.||F||sen®
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
* |[Mol| = ||(P = O)||.||F||sen®
o ||Mol| = ||F]|.d

Prof. Dr. F. Trigo

PME 3100 — Mecénica 1 — 2020
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido

e da definicio Mp = (P —O) A F
1Mol = [|(P — O)[|.||F|| sen 6
ol = IFld
M, & a projecdo de Mo sobre Oz:

Prof. Dr. F. Trigo
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
* |[Mol| = ||(P = O)||.||F||sen®
ol = |Flld
e M,éa projgcéo#de Mo sobre Qz: )
o M,=Mo k=[P-O0)AF| k
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
* |[Mol| = ||(P = O)||.||F||sen®
il = IFlld
® M, éa projgcéoqde Mo sobre Qz: )
o M,=Mo k=[P-O0)AF| k
e propriedade ciclica do produto misto:
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
* |[Mol| = ||(P = O)||.||F||sen®
ol = |IFlld
M, éa projgcéoqde Mo sobre Qz: )
o M,=Mo k=[P-O0)AF| k
propriedade ciclica do produto misto:

M,=[kAN(P—-0)]-F
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
1Mol = ||(P = O)||.||F|| sen 6
ol = |IFlld
M, éa projcicéoqde Mo sobre Qz: )
o M,=Mo k=[P-O0)AF| k
propriedade ciclica do produto misto:

M,=[kAP—-0)]-F
M, = ||E||.]|(P — O)]].sen(w/2).|F| cos ¢

@G
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Momento de um sistema de forcas

Médulo do momento em relacdo a um eixo

Solucido
e da definicio Mp = (P —O) A F
1Mol = ||(P = O)||.||F|| sen 6
ol = |IFlld
M, éa projcicéoqde Mo sobre Qz: )
o M,=Mo k=[P-O0)AF| k
propriedade ciclica do produto misto:

M,=[kAP—-0)]-F
M, = ||k|].||(P — O)||.sen(n/2).|F| cos ¢
M = ||(P = O)[cos ¢.||F[| = d.[|F ]|

F qu
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Momento de um sistema de forcas

Componentes do vetor momento

® o vetor momento em relacdo a um polo pode ser descrito por suas componentes, projecdes
do vetor em 3 direcBes ortogonais

_’ﬁ’O:(P—O)/\F” com
F=Fi+F,j+Fk e

P = xpf—i- ypj+ ZPE, temos:

i 7k
Fo ~—|¥p YpP ZzpP
F, F, F.
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Momento de um sistema de forcas

Componentes do vetor momento

Desenvolve-se o determinante

—

ﬁ,O = (yPFz — Zpr)g

+ (2pFy — 2pF.)j + (xpF, — ypFy)k
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Momento de um sistema de forcas

Componentes do vetor momento

Os escalares

Mx:(yPFz*ZPFy):( ;

ﬁ,o)

My, = (zpFy — xpF.) = (Mg ;) - j

M, = (xPFy - prx) = (Mﬁo) -k

sdo os componentes do momento da forca
(F, P) em relagdo aos eixos coordenados
ortogonais que passam por O

';E

g
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Momento de um sistema de forcas

Componentes do vetor momento

Para um sistema S = (F;, P;) as expressdes sdo analogas as S

— z —
anteriores: F / /Fn

n
Mo = Z ((yPiFZi — zpF, z);—i_ (2P, Faoy — xPzez)j
=1
+(zpFy, — yPZFIZ)E>

n
Mo=%" <Mmj+ M, + ME)
i=1
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Binario

Dado um sistema de forcas de mesmo médulo e direc3o,
porém de sentidos opostos e linhas de agdo distintas, (F', P) e

(_ﬁv Q)

Problema: calcular a resultante e 0o momento desse sistema
em relagdo a um polo arbitrario O.

Solugao:
c R=Y1 F=F+(-F)=0
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Binario

Dado um sistema de forcas de mesmo médulo e direc3o,
porém de sentidos opostos e linhas de agdo distintas, (F', P) e

(_ﬁv Q)

Problema: calcular a resultante e 0o momento desse sistema
em relagdo a um polo arbitrario O.

Solugao:
° EZZ?:IE:ﬁ+(—ﬁ):6
e Mo=({P—-0)AF+(Q—-0)A(-F)
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Binario

Dado um sistema de forcas de mesmo médulo e direc3o,
porém de sentidos opostos e linhas de agdo distintas, (F', P) e

(_ﬁv Q)

Problema: calcular a resultante e 0o momento desse sistema
em relacdo a um polo arbitrario O.

Soluc3o:
e R=Y7 Fi=F+(-F)=0
® Mo=(P—-0)AF+(Q—0)A(-F)
e Mo=(P—O)AF+(0—-Q)AF
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Binario

Dado um sistema de forcas de mesmo médulo e direc3o,
porém de sentidos opostos e linhas de agdo distintas, (F', P) e

(_ﬁv Q)

Problema: calcular a resultante e 0o momento desse sistema
em relacdo a um polo arbitrario O.

Soluc3o:
e R=Y2 FE=F+(-F)=0
e Mp=(P—0O)AF+(Q—0)A(-F)
e Mo=P-0O)AF+(O0—-Q)AF
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Binario

[ Mo=(P-Q)AF ] (13)
Conclus3o:

® 0o binario &€ um sistema de forcas particular cuja
resultante é nula e cujo momento independe do polo
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Binario

[ Mo=(P-Q)AF ] (13)
Conclus3o:

® 0o binario &€ um sistema de forcas particular cuja
resultante é nula e cujo momento independe do polo

® 0 médulo de um binario é dado por
M| = [|(P = Q)I|.||F|| sen ¢
d=|(P—Q)||sen¢ = ||[M|| = ||F]||.d
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Binario

[ Mo=(P-Q)AF ] (13)
Conclus3o:

® 0o binario &€ um sistema de forcas particular cuja
resultante é nula e cujo momento independe do polo

® 0 médulo de um binario é dado por

12| = [|(P = Q)II-|| F|| sen ¢
d=||(P—Q)llseng = ||M]| = || F||.d

° d= 12| é o braco do binario
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Binario

[ Mp=(P—-Q)AF ] (13)
Conclus3o:

® 0o binario &€ um sistema de forcas particular cuja
resultante é nula e cujo momento independe do polo

® 0 médulo de um binario é dado por
M| = [|(P = Q)I|.||F|| sen ¢
d=|(P—Q)||sen¢ = ||[M|| = ||F]||.d

B

\
® 0o binario é um vetor livre ,
Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020
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é o braco do binario
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Sistemas equivalentes

Dois sistemas de forcas s3o
equivalentes se possuirem
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Dois sistemas de forcas s3o
equivalentes se possuirem

® 3 mesma resultante;

Prof. Dr. F. Trigo

PME 3100 — Mecénica 1 — 2020

Sistemas equivalentes
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Sistemas equivalentes

Dois sistemas de forcas s3o
equivalentes se possuirem

® 3 mesma resultante;

® 0 mesmo momento em relacdo a
um polo arbitrario
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Sistemas equivalentes

Dois sistemas de forcas s3o
equivalentes se possuirem

® 3 mesma resultante;

® 0 mesmo momento em relacdo a
um polo arbitrario

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020

2

G5
w
(5] i
< 5
S 2



Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Sistemas equivalentes

Equivaléncias
® de uma forca: uma forca (ﬁ, P) é equivalente ao
Dois sistemas de forgas sdo par formado pela forca (F, P) e pelo binario de
equivalentes se possuirem transporte de (F, P) até O, Mp = (P —O) A F
® a mesma resultante; (vide quadro)

® 0 mesmo momento em relacdo a
um polo arbitrario
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Sistemas equivalentes

Equivaléncias
® de uma forca: uma forca (ﬁ, P) é equivalente ao
Dois sistemas de forcas sao par formado pela for¢a (F, P) e pelo binario de
equivalentes se possuirem transporte de (F, P) at¢é O, Mp = (P —-O)AF
® a mesma resultante; (vide quadro)
® 0 mesmo momento em relaco a ® teorema da equivalénci_:fl:
um polo arbitrario todo sistema de forgas (F;, P;) é equivalente a uma

resultante aplicada em um polo (ponto) arbitrario e
a um binario
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Sistemas equivalentes
Prova do teorema da equivaléncia
Seja o sistema (E,Pi) e O um polo arbitrario. Da definicio de momento de um sistema de
forcas temos
n
Mo =Y (Pi—O0)AF;=
i=1
Mo=(PL—O)AF,+(P,—O)AFy+ ...+ (Py—O)AF,.

Além disso,
n
i=1

gy
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Sistemas equivalentes
Prova do teorema da equivaléncia
Seja o sistema (E,Pi) e O um polo arbitrario. Da definicio de momento de um sistema de
forcas temos
n
Mo =Y (Pi—O0)AF;=
i=1
Mo=(PL—O)AF,+(P,—O)AFy+ ...+ (Py—O)AF,.

Além disso,
n
R=) Fi=F+F+...+F,
ou seja, o sistema (F;, P;) é equivalente ao sistema (R, O)|J Mo. S =
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Prof. Dr. F. Trigo

Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reduc3o de sistemas de forcas

PME 3100 — Mecénica 1 — 2020
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reducio de sistemas de forcas

Reduzir um sistema de forcas é obter um outro sistema, mais simples, que seja
equivalente ao primeiro.
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Reducio de sistemas de forcas

Reduzir um sistema de forcas é obter um outro sistema, mais simples, que seja
equivalente ao primeiro.

A reducio é efetuada com base no invariante escalar, I = My - R

fguse
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Prof. Dr. F. Trigo

Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reduc3o de sistemas de forcas

PME 3100 — Mecénica 1 — 2020
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reducio de sistemas de forcas

Ha 4 casos possiveis de reducio:
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reduc3o de sistemas de forcas

Ha 4 casos possiveis de reducio:

® =0, Mp=0&R =0 (sistema equilibrado ou balanceado)

 ust:
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reducio de sistemas de forcas

Ha 4 casos possiveis de reducio:

® =0, Mp=0&R =0 (sistema equilibrado ou balanceado)
® =0, Mp=0&R # 0 (sistema redutivel a resultante sobre o eixo central)
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reducio de sistemas de forcas

Ha 4 casos possiveis de reducdo:

® =0, Mp=0&R =0 (sistema equilibrado ou balanceado)
® =0, Mp=0&R # 0 (sistema redutivel a resultante sobre o eixo central)
© [ =0, Mo # 0 &R =0 (sistema equivalente a um binario de momento M)
¢

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020 38 /74



Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Reducio de sistemas de forcas

Ha 4 casos possiveis de reducdo:

® =0, Mp=0&R =0 (sistema equilibrado ou balanceado)

® =0, Mp=0&R # 0 (sistema redutivel a resultante sobre o eixo central)
© =0, M + 0&R=0 (sistema equivalente a um binario de momento M)
(4]

- o = o | I=0((sistema redutivel a resultante sobre o eixo central
Mo #0&R #0 (. s , )
I # 0 (sistema redutivel a resultante sobre o eixo central e a um binario)
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Estudo do caso 4, I =0 com Mo # 0 &R # 0
* (a) R 1 Mo = 3um lugar geométrico de pontos E tais que Mg =0 e o sistema &
redutivel a resultante sobre esse |.g., o eixo central
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

Estudo do caso 4, I =0 com Mo # 0 &R £0

* (a) R 1 Mo = 3um lugar geométrico de pontos E tais que Mg =0 e o sistema &
redutivel a resultante sobre esse |.g., o eixo central

— —

p=0=Mo+(0O—-E)AR
(E — O) VAN é = MO
Essa é uma equacdo vetorial do tipo

ITANd=0 com

f=(E-0) a=R b= Mo
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

Solugdode TAG =10
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Solugdo de T A d = b

e [[bll = [Iz]l-lal|. sen 6

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020 40 / 74



Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

Solugdo de T A d = b
* [[ol| = [|Z]].]|a]. sen 6

—

e ¥=71+ 7y
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Solugdo de T A d = b
* [lol] = [I].l[a@l]- sen 6

e ¥=71+ 7y

=

<o ||#send = ||@]| = ||7]| = |

-

=
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Solugdo de T A d = b
* [lol] = [I].l[a@l]- sen 6

e ¥=71+ 7y

=

<o ||#send = ||@]| = ||7]| = |

-

=

o 7 = ||&1||U (€, versor de %)
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos

Solugdode TAG =10

* [[o]| = [|Z]].]|a]|. sen 6
e ¥=71+ 7y
- . . 5
oo @[ sen6 = ||F]] = |7 = 2
’ o 7 = ||71]|@ (4, versor de ¥7)
[ ] _‘:%
4 @ sen /2

40 / 74
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Solugdo de T A d = b
* [lol] = [I].l[a@l]- sen 6

e ¥=71+ 7y

- . . a
o e l#lsend = |7 = 12| = fiz}
i o 7 = ||Z1||@ (&, versor de )
o f— __ anb
U= @l el sen /2
S |]Bll _a@nk
* = al a e
Prof. Dr. F. Trigo
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Solugdo de T A d = b
* [lol] = [I].l[a@l]- sen 6

e ¥=71+ 7y

i} q 3 b
e |@llsen 0 = (7] = |7 = 12
i o 7, = ||#1||@ (@, versor de &)
g=—__anb
@l [[1-sen /2
L _ B _anb
* = @l a e
= _ anb
* = @
| UST.
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

Solugdode TAG =10
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

_ RAMo
A=0+ 11R[12

Mo eixo central

/ /Rv
eixo central .0 / E

T Ma=0p=0 -7 X AR
RAMO/O” - M= Mg=0

0 =momento minimo

quse:
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos — caso 4 (a)
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Estudo do caso 4, I # 0
® (b) = 3 um lugar geométrico de pontos E tais que o sistema é redutivel a resultante
sobre esse l.g., o eixo central, e a um momento ME
® o vetor momento é paralelo a resultante, Mg = hR, e possui o menor médulo para esse
sistema, ||Mg|| = h||R|| minimo, com h € R ainda desconhecido
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas
Eixo central de momentos
Estudo do caso 4, I # 0
® (b) = 3 um lugar geométrico de pontos E tais que o sistema é redutivel a resultante
sobre esse l.g., o eixo central, e a um momento ME
® o vetor momento é paralelo a resultante, Mg = hR, e possui o menor médulo para esse
sistema, ||Mg|| = h||R|| minimo, com h € R ainda desconhecido

Mp = Mo+ (0O—E)AR
(E—O)AR=Mp—hR

Novamente, a equacio vetorial é do tipo

~» ~»

Q‘l

com

f:(E—O) i=R b=DMp—hR
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

A solucdo é analoga a anterior:
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

® determinacdo de h
Mp= Mo+ (0O—-E)AR
(Mp) - B = (Mo+(O—E)AFa) R
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos

® determinacdo de h
Mp= Mo+ (0O—-E)AR
w@yE:(MTHO—mAE)E

[
w4 4 o
g B=My-R=1
o o o o
hR-R=Mop-R=1
€
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

® determinacdo de h

Prof. Dr. F. Trigo

Eixo central de momentos

Mp= Mo+ (0O—-E)AR
(ME)-E:(MOHO—E)AR)-E

p-R=Mo-R=1
hR-R=Mo-R=1
h_MO.E_ I

IRIP (IR
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos — caso 4 (b)

_ RAMg
A=0+ [1E112

eixo central

e Mo = Mo || +Mo L

Lo =momento minimo
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos — caso 4 (b)

_ RAMg
A=0+ [1E112

eixo central

e Mo = Mo || +Mo L

E=A+ )R " ° T
No o ® Mo = No + Lo
B S
Dy E
e AR
Rndlo / 0" B Lo Via = Nig = Lo

Lo =momento minimo
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos — caso 4 (b)

) A=0+ 2o
o eixo central . . .
E= A1 AR ® Mo = Mo || +Mo L
No o e Mo = No+ Lo
/}{ ‘Mo-é:(]\_/:o—l-io)-ﬁ
- AR

Lo =momento minimo
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos — caso 4 (b)

A= O 4 Brdio
+ [ &2
Mo N
eixo central . .

E=A+AR

I, 17" 7 ~ o -
FEndio / O" =¥ Lo 3= bip = Lo

Lo =momento minimo

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos — caso 4 (b)

_ RAMg
A=0+ [1E112

eixo central

E=A+)\R ]\{OZ]\:[O I i—MOL
\/ [ ] MO:NO+LO
/ ® Mo-B=1Lo-R
Y e Lo é minimo
RAA7()/O/j - Lo N =g =10

Lo =momento minimo
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Sistemas equivalentes e reducdo de sistemas de forcas

Eixo central de momentos — caso 4 (b)

- S~ i
- O/ \\\ /
0" ~< Lo
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

® corpo rigido: é todo corpo material para o qual as distancias relativas entre quaisquer de
seus pontos s3o constantes, sob circunstancias especiais de carregamento;
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

® corpo rigido: é todo corpo material para o qual as distancias relativas entre quaisquer de
seus pontos s3o constantes, sob circunstancias especiais de carregamento;

® o modelo basico de um corpo rigido é o de um aglomerado de pontos materiais que
obedecem a condicdo acima;
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

® corpo rigido: é todo corpo material para o qual as distancias relativas entre quaisquer de
seus pontos s3o constantes, sob circunstancias especiais de carregamento;

® o modelo basico de um corpo rigido é o de um aglomerado de pontos materiais que
obedecem a condicdo acima;

® sistema de corpos rigidos é a denominacdo de um conjunto arbitrariamente escolhido
desses corpos, estejam eles fisicamente unidos ou n3o;

@

4.2
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

® corpo rigido: é todo corpo material para o qual as distancias relativas entre quaisquer de
seus pontos s3o constantes, sob circunstancias especiais de carregamento;

® o modelo basico de um corpo rigido é o de um aglomerado de pontos materiais que
obedecem a condicdo acima;

® sistema de corpos rigidos é a denominacdo de um conjunto arbitrariamente escolhido
desses corpos, estejam eles fisicamente unidos ou n3o;

® forcas internas e externas: em um sistema de corpos rigidos unidos, denominam-se

internas todas as forcas provenientes de corpos que compdem o sistema, e externas todas
aquelas decorrentes da interacdo dos corpos do sistema com o meio externo.
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Equilibrio estatico — Principios da Estatica

® se nenhuma forga for aplicada a um corpo rigido isolado e em equilibrio em relacdo a um
referencial inercial, ele permanecerad em equilibrio;

® se apenas uma forca for aplicada a um corpo rigido isolado e em equilibrio em relacio a
um referencial inercial, ele ndo permanecera em equilibrio;

® se apenas duas forcas ndo diretamente opostas forem aplicadas a um corpo rigido isolado e
em equilibrio em relacdo a um referencial inercial, ele ndo permanecera em equilibrio;

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020



Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

A condicio necesséria e suficiente para o equilibrio de um corpo rigido é que sejam nulos a
resultante e o momento do sistema de todas as forcas aplicadas a este corpo, em relacdo a um
polo arbitrario
@ com R=0e Mp = 0,Y0, o corpo rigido estara em equilibrio pelo primeiro principio, pois
o sistema equivale a uma forca nula;

g

';f‘ =
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

A condicio necesséria e suficiente para o equilibrio de um corpo rigido é que sejam nulos a
resultante e o momento do sistema de todas as forcas aplicadas a este corpo, em relacdo a um
polo arbitrario
® com R =0e My = 0,VO, o corpo rigido estara em equilibrio pelo primeiro principio, pois
o sistema equivale a uma forca nula;
® com R £0e Moy =0, pelo segundo principio o corpo rigido ndo estara em equilibrio pois
é sujeito a uma anica forca ndo nula;

@

4.2
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

A condicio necesséria e suficiente para o equilibrio de um corpo rigido é que sejam nulos a
resultante e o momento do sistema de todas as forcas aplicadas a este corpo, em relacdo a um
polo arbitrario
@ com R=0e Mp = 0,YO, o corpo rigido estard em equilibrio pelo primeiro principio, pois
o sistema equivale a uma forca nula;
® com R+#0e Mo =0, pelo segundo principio o corpo rigido ndo estard em equilibrio pois
é sujeito a uma anica forca ndo nula;
©® com R=0e Mo # 0, o corpo n3o estard em equilibrio de acordo com o terceiro principio,
pois estara sujeito a um sistema equivalente a um par de forcas n3o diretamente opostas;
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Equilibrio estatico — forcas internas, externas, ativas,

reativas
® anteriormente, corpo rigido = continuidade + indeformabilidade;

fguse
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Equilibrio estatico — forcas internas, externas, ativas,

reativas
® anteriormente, corpo rigido = continuidade + indeformabilidade;

® matematicamente, dados um corpo rigido C, VP, P, € C = ||(P1 — P»)||? = constante.
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Equilibrio estatico — forcas internas, externas, ativas,

reativas
® anteriormente, corpo rigido = continuidade + indeformabilidade;

® matematicamente, dados um corpo rigido C, VP, P, € C = ||(P1 — P»)||? = constante.
e C sujeito a S(E,Pi) externas e ﬁj internas;
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Equilibrio estatico — forcas internas, externas, ativas,

reativas
® anteriormente, corpo rigido = continuidade + indeformabilidade;

® matematicamente, dados um corpo rigido C, VP, P, € C = ||(P1 — P»)||? = constante.
e C sujeito a S(E,Pi) externas e ﬁj internas;

n

R= ZE+Z Z fij (17)

i=1 j=1,j#i
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Equilibrio estatico — forcas internas, externas, ativas,

reativas
® anteriormente, corpo rigido = continuidade + indeformabilidade;

® matematicamente, dados um corpo rigido C, VP, P, € C = ||(P1 — P»)||? = constante.
e C sujeito a S(E,Pi) externas e ﬁj internas;

[}
fi- ZMZ S (17)
i=1 j=1,j#i
® 30. Principio:
Z fiy=0
J=1j#1
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

Dado que qualquer corpo rigido é um conjunto (sistema) de pontos materiais conclui-se que:

® (i) se o sistema esta em equilibrio, todos os seus pontos estdo em equilibrio (pelo primeiro
principio), ou seja, a resultante de todas as forcas atuantes em cada ponto é nula;

g
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

Dado que qualquer corpo rigido é um conjunto (sistema) de pontos materiais conclui-se que:
® (i) se o sistema esta em equilibrio, todos os seus pontos estdo em equilibrio (pelo primeiro
principio), ou seja, a resultante de todas as forcas atuantes em cada ponto é nula;

e (ii) pelo principio de a¢do e reagdo, conclui-se que o sistema de forgas internas ao corpo
rigido & equivalente a zero, uma vez que as forcas internas se anulam mutuamente.
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

Dado que qualquer corpo rigido é um conjunto (sistema) de pontos materiais conclui-se que:
® (i) se o sistema esta em equilibrio, todos os seus pontos estdo em equilibrio (pelo primeiro
principio), ou seja, a resultante de todas as forcas atuantes em cada ponto é nula;

e (ii) pelo principio de a¢do e reagdo, conclui-se que o sistema de forgas internas ao corpo
rigido & equivalente a zero, uma vez que as forcas internas se anulam mutuamente.
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

Dado que qualquer corpo rigido é um conjunto (sistema) de pontos materiais conclui-se que:
® (i) se o sistema esta em equilibrio, todos os seus pontos estdo em equilibrio (pelo primeiro
principio), ou seja, a resultante de todas as forcas atuantes em cada ponto é nula;

e (ii) pelo principio de a¢do e reagdo, conclui-se que o sistema de forgas internas ao corpo
rigido & equivalente a zero, uma vez que as forcas internas se anulam mutuamente.

E possivel, portanto, enunciar o seguinte teorema:
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

Dado que qualquer corpo rigido é um conjunto (sistema) de pontos materiais conclui-se que:

® (i) se o sistema esta em equilibrio, todos os seus pontos estdo em equilibrio (pelo primeiro
principio), ou seja, a resultante de todas as forcas atuantes em cada ponto é nula;

e (ii) pelo principio de a¢do e reagdo, conclui-se que o sistema de forgas internas ao corpo
rigido & equivalente a zero, uma vez que as forcas internas se anulam mutuamente.

E possivel, portanto, enunciar o seguinte teorema: se um sistema material esta em equilibrio, é
necessario que o sistema de forcas externas seja equivalente a zero.
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

Dado que qualquer corpo rigido é um conjunto (sistema) de pontos materiais conclui-se que:
® (i) se o sistema esta em equilibrio, todos os seus pontos estdo em equilibrio (pelo primeiro
principio), ou seja, a resultante de todas as forcas atuantes em cada ponto é nula;
e (ii) pelo principio de a¢do e reagdo, conclui-se que o sistema de forgas internas ao corpo
rigido & equivalente a zero, uma vez que as forcas internas se anulam mutuamente.

E possivel, portanto, enunciar o seguinte teorema: se um sistema material esta em equilibrio, é
necessario que o sistema de forcas externas seja equivalente a zero.
No caso de um corpo rigido, essas condicdes sdo também suficientes, e correspondem as
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Equilibrio estatico — Condicdes de equilibrio

Dado que qualquer corpo rigido é um conjunto (sistema) de pontos materiais conclui-se que:

® (i) se o sistema esta em equilibrio, todos os seus pontos estdo em equilibrio (pelo primeiro
principio), ou seja, a resultante de todas as forcas atuantes em cada ponto é nula;

e (ii) pelo principio de a¢do e reagdo, conclui-se que o sistema de forgas internas ao corpo
rigido & equivalente a zero, uma vez que as forcas internas se anulam mutuamente.

E possivel, portanto, enunciar o seguinte teorema: se um sistema material esta em equilibrio, é
necessario que o sistema de forcas externas seja equivalente a zero.
No caso de um corpo rigido, essas condicdes sdo também suficientes, e correspondem as

equacdes fundamentais da estatica

R=0e My =0,YO
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Equilibrio estatico de um corpo rigido — consequéncias

® (i) um corpo rigido sujeito unicamente a duas forcas estara

em equilibrio somente se elas forem diretamente opostas;
Prova:

Ms . =

Prof. Dr. F. Trigo
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Equilibrio estatico de um corpo rigido — consequéncias

® (i) continuagdo
Conclusdo 1: as duas forcas possuem a mesma linha de acdo.

—

R‘:6:>F1+ﬁ2:6
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Equilibrio estatico de um corpo rigido — consequéncias

® (ii) se um corpo rigido em equilibrio estiver
sujeito unicamente a acdo de 3 forgas,
estas serdo necessariamente coplanares
(paralelas ou concorrentes).
Prova de coplanaridade: seja o sistema de

forcas (F, P1), (F, P2), (F3, P3) e as
retas r, s, t cujas direcdes sdo dadas por P,
versores 7, 3, 1. Z
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A condicdo de equilibrio impde que

F~1’P1 -t = ]\4};37133 -t =0= Mﬁz,VP .
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A condicdo de equilibrio impde que

Fy,Py b= Mﬁ3,P3 t=0= Mg

Conclusdo: como a condicdo de
equilibrio impde que o momento de p -t
F5 em relagdo a qualquer polo seja

nulo, a linha de acdo de F, deve .

interceptar ¢, ou seja, pertence ao F‘L\Pl

plano P, P, P; e

Por raciocinio analogo, conclui-se

que também as linhas de acdo de D 7
ﬁl e de ﬁg devem pertencer a esse T

plano para que haja equilibrio.
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Equilibrio estatico de um corpo rigido — consequéncias

. (i)
Prova de paralelismo ou concorréncia: se as forcas
(ﬁl, P1), (ﬁg, Py), (ﬁg,Pg) ndo forem todas paralelas, sendo
coplanares entdo pelo menos duas terdo linhas de acdo
concorrentes. Como o momento em relagdo a qualquer polo
deve ser nulo, a linha de acio da terceira deve interceptar o
ponto de concorréncia das linhas de ac3o das duas primeiras.
Por outro lado, em sendo coplanares e paralelas, para que
haja equilibrio, devem possuir resultante nula e momento nulo
em relacdo a qualquer polo. Portanto, devem estar sobre a
mesma linha de ac3o, recaindo no primeiro caso, o de duas
forgas diretamente opostas (basta compor vetorialmente duas
delas e o resultado com a terceira).
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

® o estudo do equilibrio dos corpos e dos sistemas de corpos é realizado com o auxilio do
diagrama de corpo livre — DCL;
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

® o estudo do equilibrio dos corpos e dos sistemas de corpos é realizado com o auxilio do
diagrama de corpo livre — DCL;

® no DCL, isolam-se materialmente os corpos de seus vinculos;
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

® o estudo do equilibrio dos corpos e dos sistemas de corpos é realizado com o auxilio do
diagrama de corpo livre — DCL;

® no DCL, isolam-se materialmente os corpos de seus vinculos;

® os efeitos dos vinculos retirados ndo podem ser simplesmente desprezados;
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos

rigidos
® o estudo do equilibrio dos corpos e dos sistemas de corpos é realizado com o auxilio do
diagrama de corpo livre — DCL;
® no DCL, isolam-se materialmente os corpos de seus vinculos;
[

os efeitos dos vinculos retirados ndo podem ser simplesmente desprezados;

® para tanto, os DCLs apresentam o corpo — livre — porém contendo as forcas e momentos
que os vinculos lhes aplicavam;
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Equilibrio estatico de corpos rigidos e de sistemas de corpos
rigidos

o estudo do equilibrio dos corpos e dos sistemas de corpos é realizado com o auxilio do
diagrama de corpo livre — DCL;

® no DCL, isolam-se materialmente os corpos de seus vinculos;
® os efeitos dos vinculos retirados ndo podem ser simplesmente desprezados;

® para tanto, os DCLs apresentam o corpo — livre — porém contendo as forcas e momentos
que os vinculos lhes aplicavam;

® nesse sentido, o DCL & uma representacio equivalente a do corpo vinculado;
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Prof. Dr. F. Trigo

Diagrama de

—j\i2

1, 2, 3: vinculos

1: vinculo externo
2, 3: vinculos internos
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Equilibrio estatico — forcas internas, externas, ativas,

reativas

Em um sistema de corpos rigidos, forcas e momentos (esfor¢os):
® externos s3o os ndo provenientes da interagdo entre os componentes do sistema;
® internos s3o aqueles decorrentes de interacdes entre os componentes do sistema;
® ativos s3o aqueles ndo provenientes dos vinculos — podem ser externos ou internos;

® reativos ou vinculares, ou simplesmente reacées, sdo aqueles impostos pelos vinculos —
podem ser externos ou internos.

Prof. Dr. F. Trigo PME 3100 — Mecénica 1 — 2020




Equilibrio estatico — forcas internas, externas, ativas,
reativas

Fy, Fy, Ms,
esforgos ativos externos

1, 2, 3: vinculos

1: vinculo externo
2, 3: vinculos internos
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)

® 3 posicdo que uma particula ocupa no espaco é perfeitamente definida por 3 coordenadas
cartesianas, (x;y; z).
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)

® 3 posicdo que uma particula ocupa no espaco é perfeitamente definida por 3 coordenadas
cartesianas, (x;y; z).

® em sendo /ivre 0 movimento dessa particula, as trés coordenadas s3o independentes, pois a
particula pode ocupar qualquer posicdo no espaco;
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)
® 3 posicdo que uma particula ocupa no espaco é perfeitamente definida por 3 coordenadas
cartesianas, (x;y; z).

® em sendo /ivre 0 movimento dessa particula, as trés coordenadas s3o independentes, pois a
particula pode ocupar qualquer posicdo no espaco;

® nesse caso, pode-se afirmar que a particula possui 3 graus de liberdade no espaco;

'§€
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)

® 3 posicdo que uma particula ocupa no espaco é perfeitamente definida por 3 coordenadas
cartesianas, (x;y; z).

® em sendo /ivre 0 movimento dessa particula, as trés coordenadas s3o independentes, pois a
particula pode ocupar qualquer posicdo no espaco;

® nesse caso, pode-se afirmar que a particula possui 3 graus de liberdade no espaco;

® a cada grau de liberdade corresponde uma coordenada independente (mais
especificamente, uma possibilidade de movimento livre);
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)

® 3 posicdo que uma particula ocupa no espaco é perfeitamente definida por 3 coordenadas
cartesianas, (x;y; z).

® em sendo /ivre 0 movimento dessa particula, as trés coordenadas s3o independentes, pois a
particula pode ocupar qualquer posicdo no espaco;

® nesse caso, pode-se afirmar que a particula possui 3 graus de liberdade no espaco;

® a cada grau de liberdade corresponde uma coordenada independente (mais
especificamente, uma possibilidade de movimento livre);

® da mesma forma, um corpo rigido livre no espaco possui 6 graus de liberdade, pois sdo

necessarios 6 parametros independentes para descrever univocamente sua posicio e
orientacdo, por exemplo:
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)

® 3 posicdo que uma particula ocupa no espaco é perfeitamente definida por 3 coordenadas
cartesianas, (x;y; z).

® em sendo /ivre 0 movimento dessa particula, as trés coordenadas s3o independentes, pois a
particula pode ocupar qualquer posicdo no espaco;

® nesse caso, pode-se afirmar que a particula possui 3 graus de liberdade no espaco;

® a cada grau de liberdade corresponde uma coordenada independente (mais
especificamente, uma possibilidade de movimento livre);

® da mesma forma, um corpo rigido livre no espaco possui 6 graus de liberdade, pois sdo
necessarios 6 parametros independentes para descrever univocamente sua posicio e
orientacdo, por exemplo:

® as 3 coordenadas cartesianas de um de seus pontos e 3 dngulos em relacdo a esse sistema de
€ixos;
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)

® 3 posicdo que uma particula ocupa no espaco é perfeitamente definida por 3 coordenadas
cartesianas, (x;y; z).

® em sendo /ivre 0 movimento dessa particula, as trés coordenadas s3o independentes, pois a
particula pode ocupar qualquer posicdo no espaco;

® nesse caso, pode-se afirmar que a particula possui 3 graus de liberdade no espaco;

® a cada grau de liberdade corresponde uma coordenada independente (mais
especificamente, uma possibilidade de movimento livre);

® da mesma forma, um corpo rigido livre no espaco possui 6 graus de liberdade, pois sdo
necessarios 6 parametros independentes para descrever univocamente sua posicio e
orientacdo, por exemplo:

® as 3 coordenadas cartesianas de um de seus pontos e 3 dngulos em relacdo a esse sistema de
€ixos;
® 3 coordenadas de 3 pontos n3o alinhados.
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Equilibrio estatico — graus de liberdade (GL)

Portanto

® graus de liberdade (GL) denotam o ndmero minimo de pardmetros independentes capazes
de descrever univocamente a posicdo/orientagdo de um corpo rigido no espago;

® um corpo rigido livre possui 3 GL no plano (2 deslocamentos lineares e uma rotagdo) e 6
GL no espaco tridimensional (trés deslocamentos lineares e 3 rotacées);

® 3 cada grau de liberdade restringido corresponde uma reacdo vincular, na forma de forca
(limita deslocamentos lineares) e/ou momento (binario, limita rotacées), denominados
reativos, vinculares ou apenas reacées.
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Equilibrio estatico — vinculos

® nosso modelo de contato entre os corpos é
pontual
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Equilibrio estatico — vinculos

® nosso modelo de contato entre os corpos é
pontual

® pelo 30. Principio, F=Ni+Tt
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Equilibrio estatico — vinculos

® nosso modelo de contato entre os corpos é
pontual

® pelo 30. Principio, F=Ni+Tt

e quando T' = Tt = 0 o vinculo & sem atrito
ou ideal
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Equilibrio estatico — principais tipos de vinculos ideais

Apoio simples (uni ou bidirecional):

® |imita 1 GL no plano e 1 GL no espaco;
® o GL limitado é um deslocamento linear;

® impde uma forca de reacio de qualquer
maodulo e sentido em um ponto
determinado (o ponto de apoio), porém
sempre perpendicular a um plano (o plano
do apoio).
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Equilibrio estatico — principais tipos de vinculos ideais

Articulaco:

— 2D 3D

® |imita 2 GL no plano e 3 GL no espaco; (2 GL) (3 GL)

® os GL limitados s3o deslocamentos v z
lineares; T T/'y

® impde uma forca de reacio de qualquer N ~_
modulo, direcio e sentido em um ponto x
determinado (o centro da articulagdo);

® como a diregdo e o sentido ndo sdo "
conhecidos a priori, trabalha-se com as F”T% T/\ 7,
componentes cartesianas da for¢a (2 no an [
2D e 3 no 3D). f TR
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Equilibrio estatico — principais tipos de vinculos ideais

Anel (também mancal ou guia):

® |imita 1 GL no plano e 2 GL no espaco; . .

® os GL limitados s3o deslocamentos (1 GL) (2 GL)
lineares; v f y

® impde uma fotg:a de reacio de .qualquer L X/v
moédulo e sentido sempre em direcdo 7 Tax
perpendicular a uma reta — o eixo do anel; v .

® como a direcdo e o sentido n3o sdo T T F,
conhecidos a priori, no 3D trabalha-se com E— ~
as duas componentes cartesianas da forca.
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Equilibrio estatico — principais

tipos de vinculos ideais

Articulacdo esférica e mancal

Articulagdo (junta esférica)
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Equilibrio estatico — principais tipos de vinculos ideais
Engastamento ou engaste:
® |imita 3 GL no plano e 6 GL no espaco;
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Equilibrio estatico — principais tipos de vinculos ideais

Engastamento ou engaste:
® |imita 3 GL no plano e 6 GL no espaco;

® os GL limitados s3o deslocamentos lineares e
angulares;
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Equilibrio estatico — principais tipos de vinculos ideais

Engastamento ou engaste:

® |imita 3 GL no plano e 6 GL no espaco;

® os GL limitados sdo deslocamentos lineares e
angulares;

® impde uma forca de reacdo e um momento (binario)
de reacdo de qualquer médulo, direcdo e sentido no
"ponto"que representa o centro geométrico do
engaste;
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Equilibrio estatico — principais tipos de vinculos ideais
Engastamento ou engaste:
® |imita 3 GL no plano e 6 GL no espaco;

® os GL limitados sdo deslocamentos lineares e 2D 3D
angulares; (3 GL) (6 GL)

® impde uma forca de reacdo e um momento (binario) y 2
de reacdo de qualquer médulo, direcdo e sentido no T T/z
"ponto"que representa o centro geométrico do 435" x &\X
engaste; 5

® como a direc3o e o sentido n3o sdo conhecidos a i‘{‘i M-
priori: Tf F\T/'M

e no 2D utilizam-se duas componentes de forca e a ’ FJ/'F\ M,

componente de momento L ao plano;

e no 3D, utilizam-se 3 componentes de forca e 3

componentes de momento
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Equilibrio estatico — sistemas de corpos — fio ou cabo ideal

® possui massa desprezivel e é inextensivel,

® n3o resiste A flexdo = o anico sistema de forcas capaz de manté-lo em equilibrio &
formado por duas forcas de tracdo diretamente opostas;

a forca de tracdo possui 0 mesmo médulo em todos os pontos;

® por ser totalmente flexivel, ndo resiste a um binario.
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Equilibrio estatico — sistemas de corpos — polia ideal

® n3o oferece resisténcia ao movimento do cabo;

® pode possuir ou ndo massa;

Prof. Dr. F. Trigo

desliza sem atrito sobre seus mancais de suporte;

o cabo enrola-se sem atrito sobre a polia ideal.
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Equilibrio estatico — sistemas de corpos — barra ideal

® possui apenas uma dimens3o — o comprimento — ndo desprezivel;

pode possuir ou ndo massa;

® resiste a esforgos de tragdo/compressio e flexdo;

é o principal componente das trelicas.
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Equilibrio estatico — sistemas de corpos — placa ideal

® possui uma dimensdo — a espessura— desprezivel,
® pode possuir ou ndo massa;

® resiste a esforgos de tragdo/compressio e flexdo.
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