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Aula de hoje

Medida angular:

1) Angulo entre duas retas
2) Angulo entre reta e plano
3) Angulo entre 2 planos

Distancia:
Distancia entre dois pontos
Distancia de um ponto a uma reta



Angulo entre duas
retas

Angulos

Angulo entre reta e
plano

Angulo entre dois
planos




Angulo entre duas retas
E o0 angulo agudo dado pelo menor dentre os dois angulos determinados

por elas. Podemos encontra-lo usando seus vetores diretores: .
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Note que angulo entre os vetores pode ser obtuso. Portanto, qualquer que seja
0 caso, 0 angulo procurado € dado por
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Observacao:

Na discussao anterior, o angulo entre duas retas independe das suas posi¢oes
relativas (ou seja, se sdo coincidentes, paralelas, concorrentes ou reversas).



Angulo entre reta e plano |
E 0 angulo que a reta faz com a sua projecao sobre o plano.
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Angulo entre dois planos
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E 0 angulo entre uma reta perpendicular
a um plano e uma reta perpendicularao
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Ou seja, encontrar este angulo recai .~ o /\ /
no caso de angulo entre duas
retas:
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Exemplo Encontrar a medida do dngulo entre os planos , e T,

nl:(x)y$z) =(]»O9O) +“'(]»O)]) +B'(“]»O»O)z pa'ra“)BER
m:x+y+z=0



Exemplo Encontrar o dngulo entre as retasr e s

Ty (X»\J»Z) =(])])9) +B'(O)])_])< y para BER$

S : x—1 =y
z =i



Exemplo Encontrar a medida do dngulo 0, entre a reta r e o plano

r: (x,y,z) =(0,1,0) +x-(-1,1,0), , para x € R,
A (X»y,l): :(030»10) +B(]»O)O) +‘Y'(03],—])‘ paraB,‘yER.



Distancia entre dois conjuntos — no¢ao geral

De uma maneira geral, a distancia entre dois conjuntos A e B € o infimo entre as
distancias entre um ponto qualquer do conjunto A e um ponto qualquer do conjunto B.

(A definicdao de infimo de um conjunto foi vista em Calculo 1.)



Distancia entre dois pontos

E simplesmente dada pelo médulo do vetor determinado por estes dois pontos:

A:{a,,al,a_;) € B:(blstsbS)
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Exemplo Verifique se o tridngulo AABC é isdésceles, onde

A=(-1,-3,4) B=(-2,1,-4) e C=(3,-11,5)

Resolugdo:
Calculemos:
dAB) =  \lF2— (1R + 0 — (=3)P + (—4 —4)2 = VBT =9,
dAC) =  /B—(DP+ 11— (-3)2+ (5—4) = VBT =9,
d(B,C) = /B—(2P+[11—1P+[5—(—4)? = V250 =5V10.
Como

d(As B) = d(A$ C) )

segue que o triangulo é isdsceles.



Distancia entre ponto e reta
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com R € T arbitrario.
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De fato, basta observar que a distancia

procurada pode ser dada como a altura
do paralelogramo com base de
comprimento ||r]| .
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Calcule a disténcia do ponto P, = (0,—1,0)

a retar
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Exemplo. Determine o lugar geométrico dos pontos equidistantes do ponto A, da
reta r e da reta s dados abaixo:
A=(1,0,1) ri{x=y=z e s:x—y=z=x+Vy.

r: (x,y,z) :=(0,0,0) -A-(1,1,1) paraAeR.

s : (x,y,2z) —(0,0,0) pB-(1,0,1) parap €R.

P pertence ao lugar geométrico em questao se, e somente se,

d(P,r) =d(P,s) =d(P,A)



