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Na aula de hoje...

Equacao geral do plano - parte 2
Conversao da equacao vetorial do plano para equacao geral do plano e vice-versa
Posicao relativa entre dois planos - parte 1

3 planos que se interceptam em um Unico ponto - caracterizacao algébrica



Retomado a equacdes gerais dos planos vistas no final da aula passada:

X—y+3z—8=0

Xx—y+3z—2=0

X—y+ 3z =0

sao equacoes gerais de planos paralelos.




Exercicio 1

(a) Dé a equacao parameétrica da reta r dada pela interseccdo dos planos m1 e o
cujas equacoes gerais sao dadas abaixo

T:2x—-y+z=0

T X+y —1=0.

(b) Compare o vetor diretor da reta com o produto vetorial dos vetores normais dos planos.



Seja Tt um plano cuja equacao vetorial é
X=(1,2-3)+ 1(2,1,0)+u(1,1,5), L ueR

Qual é a equacao geralde 1t ?



Seja Tt um plano cuja equacao geral é

2x—y+2z+3=0
Qual é uma possivel equacao vetorial do plano 1t ?

Resolucao.

n =(2,—1,2)évetornormalan = (1,0,-1) e (1,2,0)
sdo vetores diretores de T

P=(0,3,0) € 1

Logo, a equacao vetorial do plano 1t é

X=1(030+ 2(1,0,—1) +u(1,2,0), Lu€eR



Estudo da posicao relativa: retas e planos

Por exemplo:

—~— 4y Rx

Retas concorrentes Reta e plano concorrentes Planos concorrentes




Posicao relativa entre dois planos

Geometricamente:

Paralelos

/ / Transversais

Coincidentes




Algebricamente:

Vamos discutir a partir da equacao geral dos dois planos:
1 . a1X + bly + Clz +d1= 0
T, : A,X + b,y + ¢,z +d,= 0

Coincidentes: (a,, b,, ¢,) = a (a4,by, ¢1) € d, = a dq,paraalgum «
Paralelos: (@3, b, ¢;) = a(aq,bq, ¢1), paraalgumamasd, # a d;

Transversais (al, bl' Cl) ) (az, bz, Cz) L.l.



Exemplo 1. Verificar a posicao relativa entre
os dois planos dados por:

Ty: X—y+z2+2=0
my,:X—y+2z =0

Sdo transversais pois  (1,—1.1), (1,—1,2) sao L.l

=



Retomando o Exemplo 1:

T, . X_y+Z+2= 0
My:X—y+2z =0 P

Pergunta: o que representa geometricamente o conjunto solucao
do sistema abaixo?

X—y+z+2=0

X—y+2z =0
S.P.D.?
S.P.l.? €——
S.I.? Resposta: UMA RETA ( my) m, = reta)



Exemplo 2. Verificar a posicao relativa entre
os dois planos dados

my: X—y+2z2+3=0
My, :3x—3y+6z2+9 =0

Sdo coincidentes pois  (3,—3,6) =3(1,—1,2) e d,=3 d;



Retomando o Exemplo 2:
m:X—y+2z2+4+3=0
T, :3x—3y+6z2+9 =0

O que representa geometricamente o conjunto solucdo do sistema

iX0?
abaixo: X—y+2z+3=0
3x—3y+6z+9 =0
S.P.D.?
S.P.I.? @—
S.1.7

Resposta: UM PLANO (N m, = my=1,)



Exemplo 3. Verificar a posicao relativa entre
os dois planos dados

m: X—y+2z+3=0

my:Xx—y+2z+4 =0

Sdo paralelos pois (1,—1, 2) =1(1,-1,2) e d,# d;




Retomando o Exemplo 3:

T1: X—y+2z2+4+3=0 / §

my:x—y+2z+4=0 -~

O que representa geometricamente o conjunto solucao do sistema
abaixo?

X—y+2z+3=0

X—y+2z+4 =0
S.P.D.?
1.7

S.I.7 €——

v

Resposta: O CONJUNTO VAZIO (N 7y, = @)



Exercicio. Verificar a posicao relativa entre os dois planos dados.
Faca um esbo¢o no sistema de coordenadas- O,x,y,z.

my: 6X+2y+3z2—6=0
T, :6x+2y+3z—12 =0

Os planos sao paralelos (e distintos), pois

(az, by, ¢;) =(ay, by, 1) mas d, # dy

Esboco



Exercicio. Dé a equacido geral dos trés planos
coordenados, ou sejam do plano-x,y, do plano-x,z e do
plano-y,z dados nas figuras.

o

/ y y




Tomemos primeiramente o plano-x,y, que é o plano que contém o eixo-x e o eixo-y.

e Oversor é normalaesteplano = z+d=0

e Este plano passa pela origem O0=(0,0,0)= d=0.

Portanto, a equagdo geral é / /v

z=0 -

X

Note: i= (1,0,0) e j=(0,1,0) sdao vetores diretores do plano-x,y.



Consideremos agora o plano-y,z que é o plano que contém o eixo-y e o eixo-z.

e Oversor énormalaesteplano = x+d=0

e Este plano passa pela origem 0=(0,0,0)= d=0.

Portanto, a equacao geral é
Xx=0 N

Note: j= (0,1,0) e k = (0,0,1) s3o vetores diretores do plano-y,z.



Finalmente, consideremos o plano-x,z que é o plano que contém o eixo-xe o
eixo-z.

* Oversor é normalaesteplano = y+d=0 /

e Este plano passa pela origem 0=(0,0,0) = d=0. /

Portanto, a equacao geral é «
X
y=0

Note: i = (1,0,0) e k = (0,0,1) sao vetores diretores do plano-x,z.



Pergunta:

Para trés planos dados quaisquer, dé uma condicao necessaria e
suficiente entre os vetores normais para que estes planos se interceptem
em um unico ponto. Este é o caso exemplificado nas duas figuras abaixo:




Resposta: Que os vetores normais sejam L.I.

De fato, um sistema linear de 3 equacodes e 3 variaveis tem uma unica solucao se,
e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero.

Agora, basta observar que cada equacao € a equacao geral de um plano:

aA1.r + bly T C1<2 = —(11
asx + by + coz = —ds
a3 + bay + c3z = —dj



