Geometria Analitica, 13 de junho de 2023 C.1
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Objetivo

Verificar a posicao relativa de uma reta e uma conica e suas interseccoes.

C.1 Retas secantes, tangentes e normais

e > = (O, (i,])) sistema de coordenadas ortogonal no plano =

QUAL A POSICAO RELATIVA DE UMA RETA r E UMA CONICA C' EM 7 7

er: X =(hk)+Am,n), \eR
e C:g(x,y) = ax® +bry + cy’> + dx + ey + f = 0 (Proposigao C.2.3):

m 0 conjunto vazio: v
m um ponto: v’

m uma reta ou duas retas idénticas ou duas retas paralelas ou duas retas
concorrentes: Secao I./.1: Posicao relativa entre retas v

m uma circunferéncia (caso particular da elipse),
m uma elipse, ou
m uma hipérbole, ou

m uma paradbola.

e Vamos considerar C' uma elipse ou hipérbole ou parabola
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e XernC<= X=(h+m,k+ An) e g(X)=0 para algum \ € R:
m equacao de grau no maximo 2 na variavel A\, a saber:
(am?+bmn+cn?) N2+ (2ahm~+-bmk+bnh+-2cnk-+dm-+en) A+ ( f+-ah’+-bhk+ck*+dh-+ek) = 0

m cada solucao \ da equacao acima corresponde a um ponto X de rNC"

x 7 N C pode possuir 2 pontos distintos;
«x r N C pode possuir 1 tinico ponto;
x 7N C pode ser ) .

Definicao C.1.1. Seja C' uma elipse, hipérbole ou parabola.

1. Uma reta r é secante a C' se r N C possui 2 pontos distintos.

2. Uma reta r é tangente a

(a) elipse C' se r N C possui 1 tnico ponto T}

(b) hipérbole C' se r N C possui 1 unico ponto 1" e r nao é paralela a uma
assintota;

(c) pardbola C' se r N C possui 1 inico ponto 1" e r nao é paralela ao eixo
de simetria.

i. O ponto 7" é chamado ponto de tangéncia e qualquer vetor di-
retor de r é chamado vetor tangente a C' em T'.

3. A reta perpendicular a reta tangente no ponto de tangéncia 1" é chamada
reta normal a C em T.

reta secante reta tangente néo intercepta zite;s(e)cyt: 0 ndo intercepta : paralela ao eixo
(A >0) (A =0) (A <0) 7 (n#0,A <0) (=0

) )<

reta secante reta tangen
(A>0) (A=0)

. assintota
wte nao intercepta paralela a uma assintota
(A <0)
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C.1.1 Elipse

e ¥ = (0, (i,])) sistema de coordenadas ortogonal tal que

2 P
C:g(z,y) = —+?—1—0

r:X =(h+Imk+x), AeR, 7= (mn)#0

e X ernN(C < (h“m) + (’”bQ”)Q —1=0<+=
2 2 h2 k2
(%) ﬁ+% ﬁm<h+ @M( +——Q 0
b b? b?
>0

e a equagao (*) é de 2° grau

m?  n? h? k2
A:4K M%ﬁ>—<¥+ﬁ>< +ﬁ—Q]

Os trés possiveis casos da posicao relativa da reta e elipse sao:

o A > 0: r é reta secante a C

e A =0: r éreta tangente a C' em T = (h+ A\gm, k + A\gn), onde A\ é a raiz
de (%)

e A < 0: r nao intercepta C

e Ry

reta secante reta tangente nao intercepta

(A >0) — (A <0)
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2 2

Proposicao C.1.2. Seja :1;‘_2 + 'Z—Q = 1 uma equacao reduzida da elipse C.
a

Se T = (h,k) € um ponto da elipse, entao a equag¢do da reta tangente a C

em T ¢ dada por

h k
—a:+ b2y = 1.

C.1.2 Hipérbole

e ¥ = (0, (4,])) sistema de coordenadas ortogonal tal que

2 2
: _r Y _
Ciglr,y)=——-15-1=0,
. ’ ~ 1 b b
cujas assintotas sao” Ay :y=-xe Ay :y=——ux.
a a

eixo Ox

r: X =(h+Am,k+An), XeER, 7= (m,n) #0

Wer p. Ehp.13
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Peron

L m_n om_n
a b ou a b

L m_a m_ a
n b ou n b

<:>F:(man) H (a7b) OUF: (m,n) || (a7 _b)

Ehp.1.1) ,
( &= ) r é paralela a uma das assintotas de C

e Se r nao é paralela a qualquer das assintotas de C:

- a equagao (**) é de segundo grau, e portanto:

m A >0: 7 éreta secante a ('

m A =0: 7 éreta tangente a C em T = (h+ Aom, k+ A\on),
onde )\ é a raiz de (xx)

m A < 0: r nao intercepta C

e Se r é paralela a uma das assintotas de C"

- a equacgao (**) é de primeiro grau, e portanto:

m paralela coincidente: r é a assintota e nao intercepta C

m paralela distinta: r é paralela a assintota e intercepta C
em P, = (h+ Aym,k 4+ Ain), onde A1 é a raiz de (xx)
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m tome 7 = (m,n) = (a,0) ©euwor=mm =@ v

similar)

m a eq. de 22 grau (**) fica:

1 1 h?  k?
(***)2(5h_3k) )\+(§—§—1) =0

m (***) tem nenhuma solugao:

h k h? k2 b
— = — ——=0#1ek=-h
a b<:>a2 b? 71e a

(h,k) crnNA —=r=4
m (***) tem uma tnica solucao A;:

Plz(h—l—)\lm,k—l—)\ln)ErﬂC

.°.TﬂA1:®:TH Al,’l“#Al

Os cinco possiveis casos da posicao relativa da reta e hipérbole sao:

o assintota
reta secante reta tangente nao intercepta paralela a uma assintota

(A >0) (A=0) (A<0)
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C.1.3 Parabola

e ¥ = (0, (i,])) sistema de coordenadas ortogonal tal que

C:g(x,y) =y° —4pr = 0.

=@

eixo de C

r:X =(h+Imk+x), AeR, 7=(mn)#0

e X ernNC <= (k+n)?=4p(h+ Im) <
2 2 2 _
(0) n A+ 2(nk —2pm)\+ (K — 4ph) = 0
£0?
o n #0:

- a equacgao (¢) é de 2° grau e portanto:

m A >0: 7 éreta secante a ('

m A =0: r éreta tangente a C em T = (h+Aom, k+ A\on),
onde \g é a raiz de (o)

m A < 0: r nao intercepta C
o n =0:

7 =(m,0),m#0ep#0

. . . 2_
m (0) é de 1° grau e tem uma tnica solucio: A\ = F—2h

dpm
m 7 é paralela ao eixo de simetria de C'* e intercepta C' no
ponto P, = (h+ A\ym, k 4+ A\n).

2Ver Defini¢ao Ehp.4.1 e (Ehp.4.2)
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Os quatro possiveis casos da posicao relativa da reta e parabola sao:

reta secante reta tangente paralela ao eixo

0,A=0 nao intercepta a
(n#0,A>0) (n# ) (n+0,A < 0) (n=0)

Se r é uma reta tangente a C' no ponto T e 7 = (m,n) é um vetor diretor
de r, entao a reta normal a C' no ponto T é a reta que passa por T' e tem
1= (n,—m) como um vetor diretor.

Exemplo C.1.3. Ver Exercicio 86 em Slide de Exercicios.
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