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Objetivo

Introduzir um sistema de coordenadas no espaco Euclideano E3.

Apresentar as diferentes formas de equacao de reta:
e vetorial ou paramétrica ou simétrica,

e de equacao de plano:
e vetorial ou paramétrica ou geral.

Estudar as posicoes relativas entre tais objetos.

R.1 Sistema de coordenadas

O sistema de coordenadas fornecera um método para descrever pontos do
espaco Euclideano E?® através de ntimeros reais (ternas).
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Sejam um ponto O de E® e E = (€}, &, €3) uma base de V3.

€3

O par ¥ = (O, E) é chamado sistema de coordenadas em E3, de origem
O e base E.

P =(z,y,2)x

O sistema de coordenadas ¥ = (O, FE) é dito ortogonal se a base E é
ortonornal.

As coordenadas do ponto P em E? no sistema de coordenadas ¥ sdo
as coordenadas do vetor O? na base F. Escrevemos:

P=(z,y,2)y ou P=(v,y,2) <= OP — (x,y,2)E. (R.1.1)

eixo dos z

As retas que passam por O e sao pa-
ralelas aos vetores €3, €3 e €3 sao cha- P= (2 2)s
madas eixos coordenados. eixo dos y

Cada um dos planos determinados
por dois eixos coordenados chama-se
plano coordenado. . & eixo dos =

Exemplo R.1.1. ! Ver Exercicio 36 em Slide de Exercicios.

Lembrar como somar vetores: Definigao V.2.2 e Lei do Paralelogramo (Exemplo V.2.3)
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R.1.1 Soma de ponto com vetor

Seja P um ponto em F? e @ um vetor em V3,
O (tinico) ponto? @ em E? tal que @ = P(Q é chamado soma de P com 1

P+U:Q<:>ﬁ:]ﬁ. (R.1.2)

Q=P+a
/ /
P

A seguir obtemos algumas propriedades utilizando as coordenadas de vetor
e as coordenadas de ponto®.

Proposicao R.1.2.
Seja ¥ = (O, E) um sistema de coordenadas em E®. Se

A= ($1,y1,21)2, B = (9027192,22)27 e U= (a,b, C)Ea
entao

1. zﬁ = (.CEQ — X1,Y2 — Y1, 22 — Zl)E;

2. A+ i = (x1+ Aa,y1 + Ab, 21 + Ac)y, onde X\ € R.

a distancia, d(A, B), entre dois pontos A e B é o numero real

d(A, B) = | AB|.

2Veja Nota 1 em Slide 1
3Rever Secdo B.1.1: Interpretacdo das propriedades de vetores usando coordenadas
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Proposicao R.1.3. Seja X = (O, E) um sistema ortogonal de coordenadas em

E3. Se
A= (r1,y1,21)s, B = (12,10, 20)x,
entao
d(A, B) = \/(3?2 - 5131)2 + (yz - ?Jl)2 + (Zz - 21)2-
Demonstracao. Ver Teorema P.2.2. ]

Atencao: A proposicao acima s6 vale quando o sistema é ortogonal!

Considere o sistema (O, €1, €5, €3), onde:

eh
e ¢}, €3 sA0 vetores unitérios, ' = B
e c3 é ortogonal a €71, €3 ; :_ ;
47607 L 5
e ang(€éy, ey) = /3. o | e
Verifique que (tarefal): Fonte: P. Boulos
d(A,B) =1,
enquanto
V(s —21)2+ (Yo — y1)2 + (22 — 21)2 = V2.
Quando o sistema de coordenadas ¥ = (O, F) for ortogonal e a base E

(ortonormal) for positiva, indicaremos FE = (7,7, K).

il

P=(zy,2) = (z,y,2)n

=1

=l
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R.2 Retas

Objetivo: Dada uma reta r em E?, encontrar uma equacao para 7.

Um vetor nao nulo paralelo a reta r é chamado de vetor diretor de r.

T

/

R.2.1 Equacao Vetorial

T

a

/

e 1/ um vetor diretor de r

e A um ponto de 7 ( )

X#A X € 7“<:>>AE(> e U sao paralelos

— ﬂ = M\ para algum A € R

PRI — Ad g para algum A € R.

A equacao:

reX=A+Xi, MeR (R.2.1)

é chamada equacao vetorial da reta r. O escalar A é chamado parametro
da reta.
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Para as préximas equagoes da reta, considere fixado > = (O, E') um sistema
de coordenadas ortogonal em E°.

S

o X = (1,y,2)s
L A — (ﬂfoayO,ZO)Z cr

e i = (a,b,c)g # 0 vetor diretor

R.2.2 Equagoes paramétricas

e Escrevendo a equacao vetorial em coordenadas:

r. (Q?,y,Z)g = (Ian())ZO)E + )\(Cl,b, C)E: AeR

O sistema:
)
T = %o+ A\a
ri{ y=vyo+ A, ACR (R.2.2)
| 2= + Ac

é chamado sistema de equagoOes paramétricas da reta r (equacdes pa-
ramétricas da reta r.)

R.2.3 Equacoes simétricas
e a#0,b#0,c# 0= é possivel isolar A nas equagoes em (R.2.2)
Sea#0,b#0ec#0, o sistema:

pr o0 _J7 Y0 _ 27 (R.2.3)

é chamado sistema de equacoes simétricas da reta r (equagdes simétricas

da reta r.)

Exemplo R.2.1. Ver Exercicio 37 em Slide de Exercicios.

Peron SMA300 - Geometria Analitica Retas, planos



Geometria Analitica, 15 de maio de 2023 R.7

R.3 Plano

Objetivo: Dado um plano 7 em E?, encontrar uma equacao para .

Dois vetores LI paralelos ao plano 7 sao chamados vetores diretores de .

e

A seguir deduzimos equacoes do plano m determinado pelos vetores dire-
tores 1 e U e pelo ponto A € .

R.3.1 Equacgao Vetorial
e U ¢ U vetores diretores de

e A um ponto de 7

X#A X € W@ﬁ,ﬁeﬁséo coplanares

@ﬁ:)\ﬁ—kuﬁpamalgum A peR

< X = A+ M+ pv para algum A\, p € R.

A equacao:

m: X =A+M+puv, N pcR, (R.3.1)

é chamada equacao vetorial do plano 7. Os escalares A e 1 sao chamados
parametros do plano.
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Para as préximas equagoes da reta, considere fixado > = (O, E') um sistema

de coordenadas ortogonal em E°.

o X = (.’L’,y,Z)E

o A= (x0,Y0,20)x

® U= (7’, S7t)E7 17: (m7n7p)E

R.3.2 Equagoes paramétricas

e Equacao vetorial em coordenadas:

T (Il?,y,Z)g = (xo,yo,ZO)E + )\(T,S,t)E =+ ,LL(m,TL,p)E )‘7 JURS R.

O sistema:

(
TrT =

7T<y:

z =
\

+ Ar + um
+ As + pn,
+ At + up

é chamado sistema de equagoes paramétricas do plano 7 (equagdes pa-

ramétricas do plano T.)
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R.3.3 Equacao Geral

m n P

< (sp—tn)x+ (mt —rp)y + (rn — sm) z + (—azy — byo — cz) = 0.

\‘/—/ N N~ N~ N~
a b ¢ d

A equacao*:
Trar+by+cz+d=0, (R.3.3)
onde
s 1 r i r o s
a= , b=— , @@= , d=—(axy+ byy + czp)
n.p m p m n

é chamada equacao geral do plano 7.

Exemplo R.3.1. Ver Exercicios 38 a 40 em Slide de FExercicios.

40s ntimeros reais a, b, ¢ ndo se anulam simultaneamente: veja Proposicao B.1.4.
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Resumindo:

(A = (20, %0,20) €T, U= (r,s,t)p, U= (m,n,p)p vetores diretores de

s t r i r s
, b . Ci= d = —(azy + by + c20)
n p m p m n

o\
S
I
I
|

5

| ax + by + cz+d=0¢éuma’ equacao geral de 7

a,b, c nao se anulam simultaneamente

ar + by + cz + d = 0 é uma equacao de 1° grau em x,y, 2

Pergunta: Dada uma equacao de 1° grau em tres incognitas x, vy, 2,
ar +by+cz+d=0,

ela é equacao geral de algum plano?

Proposicao R.3.2. Fizado um sistema de coordenadas > = (O, F), toda
equacao de 1° grau em trés incognitas, 1.e.,

ar +by+cz+d=0,

onde a,b e c sao numeros reais que nao se anulam simultaneamente, € equacao
geral de um plano.

Exemplo R.3.3. Ver Exercicios 41 a 43 em Slide de Exercicios.

Safax + by + ¢+ d) = 0 para qualquer o # 0 também é uma equacao geral de 7 pois: 4, at OU «i, ¥ sao LI,
OU mais genericamente ai, 87 (8 # 0) sao LI e af(ax 4+ by + ¢ + d) = 0 é uma equacao geral de .
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R.4 Posicao relativa entre retas e planos

Objetivo: Conhecendo equacoes de retas r, s e de planos m, m, obter um
critério para analisar a posicao relativa entre tais objetos.

@Mﬁwiﬁi«ﬂ \

relativa. do ol retas e S: - -
_— EEsssEE 7 /
_— rzs_—" / 7 / / T
el - / h T ! e
o - ’}?amlalm / /s / . s — 4!
_— gﬁ“m Lecamsmses / ne Zyzm}cla  esta Conkida
= Coies AT
arlelas Concorrewtes reversas em T
Arckintas reT sam tansversac.
[~ J ! ' AN
— Wl
s pamlelos \anes famlelos / X
4 dtsh[?hs ?Cpinagutb L -
(ippars) Planas Lransiersais

Figura 1: Fonte: Notas de aula prof. Tari

R.4.1 Posicao relativa entre duas retas

Sejam 7 e s duas retas em E°. Existem quatro possibilidades para as posicoes

relativas de r e s
. paralelas® coincidentes
- paralelas distintas
- concorrentes: se interceptam num ponto

- reversas: existe um plano 7 que contém a reta s e que é paralelo a reta r

comr g T
relativo. de olutas retas e S: . J
= s 7
i r=s_— / /
/"/ - g /
‘ o 'Pam']oim /s / /
L . R A e T 4
4 — @tga.tl}a{/;ﬂ =
amlelas Concorrentes reversas
/j,lfaé‘ﬁm{m

Figura 2: Fonte: Notas de aula prof. Tari

Objetivo: Conhecendo equagoes de r e s, obter um critério para analisar a posicao relativa.

Sduas retas sdo paralelas se possuem vetores diretores paralelos
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Proposicao R.4.1. Suponha que

r X=A4+XM, AeR e s:X=B+us, pelR

Figura 3: Fonte: Geometria Analitica - Paulo Boulos

1. Se 7 e & sao LD, entdo

(a) r e s sdo paralelas coincidentes <= A € s (ou B € r).
(b) v e s sao paralelas distintas <= A ¢ s.

2. Ser e s sao LI, entao

(a) r e s sao concorrentes <= 7,5 e AB sio LD,

(b) r e s sdo reversas <= 7,5 e AB sio LI

Se r e s sao concorrentes e 7 1§, dizemos que 7 e s sao perpendiculares.

Se r e s sao reversas e 1 L 5§, dizemos que r e s sao ortogonais ou perpen-
diculares.

Exemplo R.4.2. Ver Exercicios 44 e 45 em Slide de Exercicios.

"Lembre-se da Proposicao B.1.4.
8Lembre-se da Proposicao B.1.6.
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R.4.2 Posicao relativa entre retas e planos

Sejam r uma reta e 7 um plano em F3. Existem trés possibilidades para a
posicao relativas de r e w

- T e T sao transversais: se interceptam num Ponto (o diretor de r nio ¢ )
- r é paralela ao plano diretor de r é Ter g s

- r estd contida no plano 7

M@ge,mm

P e—
; r~
Z_/ g / - /
r.___
re [mk r esta Contida
€m 71

Fme%Mw

Figura 4: Fonte: Notas de aula prof. Tari

Objetivo: Conhecendo equacoes de r e m, obter um critério para analisar a posigao relativa.

Proposicao R.4.3. Sejam ax+by+cz+d = 0 uma equacao geral de um plano
7, = (a,b,c) e w = (m,p,q) um vetor. Entdo, U é paralelo a 7 se, e somente
se,

S.C.0

am+bp+ceg=0 &2 7F.7=0.

Corolario R.4.4. Sejam ax + by + cz + d = 0 uma equacgao geral de um plano
7, = (a,b,c), A um ponto de uma reta r e 7 = (m,p,q) wm vetor diretor de
r. Entao,

—

1. r ew sio transversais <= am +bp+cq # 0 E2 7 - 74 0;
2.1 éparalela am <= am+bp+cq=0eAd¢nEZ2ii-F=0eAd 7

3. 1 estd contida em T <= am+bp+cqg=0eA¢n EZ>i-F=0eAgm.

Exemplo R.4.5. Ver Exercicios 59 e 60 em Slide de Exercicios.
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R.4.3 Posicao relativa entre dois planos

Sejam 7, e 7y dois planos em E3. Sabemos que existem trés possibilidades para
a posicao relativas.

- paralelos distintos
- paralelos coincidentes

- concorrentes/transversais: se interceptam numa reta.

hings farleles Vanps bovalelos ,
’}) dishmas ?Cpinadfwfw /,/ ~
( Ejum‘s) Planas Lransversais

Figura 5: Fonte: Notas de aula prof. Tari

Objetivo: Conhecendo equagoes de 71 e my, obter um critério para analisar a posicao relativa.

Proposicao R.4.6. Considere os planos w1 e Ty com equacoes gerais
mT:amT+biy+cz+di =0 e 7y ax+by+coz+do=0
e ny = (a1,b1,c1) e no := (ag, be,c2). Entao,
1. 7 e my sdo paralelos distintos <= existe k € R\ {0} tal que
=k’ e dy# kds.
2. 1 e o sao paralelos coincidentes <= existe k € R\ {0} tal que

ﬁlzkﬁQ € dlzkdg.

3. m e Mo sao transversais <= para qualquer k € R,
ﬁl 7é ]{Zﬁglo € dl ;é ]{Idg

D@mOnStTCLQCLO. Ta:refa:! (veja Boulos, p. 196) (outra técnica é usar vetor normal ao plano que veremos mais adiante) D

Exemplo R.4.7. Ver Exercicio 61 em Slide de Exercicios.

gﬁl || Ty <> ﬁl,ﬁQ sao LD.
1Oﬁ1 H ﬁg <~ ﬁ17ﬁ2 sao LI.
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R.4.3.1 Equacao de reta: forma planar

Se os vetores 711 := (aq, by, 1) e 7iy := (a9, by, c2) sdo LI, entao o sistema

amr+by+cz+d =0
asT + boy + coz + dy = 0

descreve uma reta (pois é a intersecgao de dois planos transversais) e é chamado
sistema de equacoes na forma planar de r .

. < Ny \ mr+biy+caz+d =0
Proposicao. Um vetor u € paralelo a reta r : ! wra ! se,

asT + boy + coz + do = 0
e somente se,

— —

ny-u=20 e 1y - U = 0.

A SEGUIR APRESENTAREMOS UMA TECNICA ESPECIFICA PARA RESOLUQAO
DE ALGUNS TIPOS DE PROBLEMAS, A QUAL:

- AUXILIA EM REDUZIR O NUMERO DE INCOGNITAS NO PROBLEMA

- EFICIENTE EM PROBLEMAS QUE ENVOLVEM ANGULOS E DISTANCIAS

A TECNICA E CHAMADA “TECNICA DO FEIXE”, ONDE FEIXE SIGNIFICA O
CONJUNTO DE TODOS OBJETOS DE E? COM UMA DADA PROPRIEDADE.

TRATAREMOS DE DOIS CASOS:
- Feixe de planos paralelos a um plano 7m: CONJUNTO DE TODOS OS
PLANOS DE F? QUE SAO PARALELOS A T

Figura 6: P. Boulos

- Feixe de planos que contém uma reta r: CONJUNTO DE TODOS OS
PLANOS DE E? QUE CONTEM 7
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R.4.4 Feixe de planos paralelos a um plano 7

Objetivo: Conhecendo equacao de m, obter um critério para obter todos os planos paralelos a .

miar+by+cz+d=0

7T1:a1x+b1y+612+d1:0

aq :?, bl :?, C1 :?, dl =7

Prop.R.4.6

m || 7 (a1, b1,c1) = k(a,b, c) para alguma k # 0:

d

=0
k

m: kar + kby + kcz +dy =0 <= m: ax + by + cz +

m || 7<= m: ax + by + ¢z + a = 0 para qualquer o € R

Proposicao R.4.8. Dado o plano m: ax + by + cz+d =0, a equacao
ar +by+cz+a=0

quando o percorre R descreve o feixe de planos paralelos a .

Exemplo R.4.9. O feixe de planos paralelos ao plano
T:rx+y+22—1=0

é dado por
Ta:T+y+2z2+a=0, ack.
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R.4.5 Feixe de planos que contém uma reta r

Objetivo: Conhecendo equacao de r, obter um critério para obter todos os planos que contém 7.

mr+biy+ciz+di =0 . -
P 1 1Y L ! com nq = (al,b1,61) €Ny = (CLZabZaC?) LI

s + boy + coz +do = 0
(eq. planares de )

m a1 + by + c12 + dy = 0 contém r

o : Ao + by 4+ o2 4+ dy = 0 contém r

7 :ax + by + cz + d = 0 plano qualquer que contenha r; 7 := (a,b, ¢)

ea="0="c="d="

mr + by +cz=—d
remNm NTy = ¢ as® + boy + coz = —dy € indeterminado ausnitas solucoes)
ar + by + cz = —d
ai bl C1

— as bg Co :O:ﬁl,ﬁg,ﬁ sao LD

a b c

— Jda, f1,7 € R nao todos nulos; a7y + Bi7is + 1 = 0

ﬁl ﬁQLI — — —
7:> Haf, 5 6 R (nao ambos nulos); n = anl + /BnQ

a,b,cnao todos nulos
a = aay + PBas
= { b= ab; + Bby

c=ac + Beo

a1xo + biyo + c1z0 +dy =0 (xa)
o P = (xo,yo, Zo) € rOmNmeNT — § asxy + b2y0 4+ cozg+dy =0 (Xﬁ)
axyg+ by +czp+d=0 (x = 1)

:>d:&d1+6d2
® T . Oé(a1$+b1y+012+d1) +5(a2$+b2y+622’+d2) =0
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Proposicao R.4.10. Seja r a reta de equacoes planares
ar+biy+cz+d =0
asT + boy + coz + do = 0.
O feize de planos que contém r € descrito pela equacao
alarr + by + 1z + dy) + Blagr + boy + coz + dy) =0

com «, 3 percorrendo R tais que o® + 3% # 0.

Exemplo R.4.11. Ver Exercicio 62 em Slide de Exercicios.
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