Geometria Analitica, 22 de junho de 2023 E.1

Este arquivo contém alguns dos exercicios que foram resolvidos ou discuti-
dos durante as aulas. Seus enunciados podem nao estar completos e pode ser
que durante as aulas importantes comentarios sobre as resolugoes tenham sido
feitos.!
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E.9.2 Hipérbole . . . . . . . . ... E.19
E.10 Conicas E.20
E.10.1 Retas tangentes, secantes . . . . . . . . . .. ... ... .. E.22
E.11 Quadricas E.22
E.12 Coordenadas polares, cilindricas e esféricas E.23
E.12.1 Coordenadas polares . . . . . . . . . .. ... ... ..... E.23
E.12.2 Coordenadas cilindricas . . . . . . .. ... ... ... ... E.24
E.12.3 Coordenadas esféricas . . . . . . ... ... ... ... ... E.24
E.13 Revisao para P2 E.25

E.1 Vetores
1. Verifique que i + ¥ =u+y —= ¥ =y.
2. Se U # 0, mostre que HT”U possui comprimento 1.
U

w.

Q=

U=

I

3. Mostre que se a # 0, entao av = W

4. Conhecendo os vetores u e U, encontre os vetores I e ¥ que satisfazem:

r+2y =u
3r—y =2U+v
Resp.: & = 1(54 + 20), § = 1(d — V)

—

5. Se ai = 0, mostre que a = 0 ou @ = 0.
6. Mostre que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.

7. Considere o triangulo ABC' como na figura e seja X como na figura. Su-
ponha que, AX =m-XB, com m > 0. Escreva o vetor CT)_(z em funcao dos
vetores CA ¢ CB. (tarefa!)

Resp.: C’—X> = ﬁﬁ—i— #HC@

AN

X »

Fonte: Slides Profa. Maria do Carmo
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Sejam @ # 0, ¥ # 0 vetores em V". Suponha que @ e ¥ sejam paralelos.
Mostre que existe um A € R tal que v = \v.

E.2 Dependéncia Linear

. Sejam i, v, w € V™. Mostre que os vetores d@,b e ¢ sao LD, onde

= U+20—-w
= 2Uu—3U+uw

= 70— 3.

0 o4 Sl

Se @, V,w € V3 sao LI, entdo @ + ¥, @+ W e U + w sao LI.

E.3 Base

Verifique se os vetores u e ¥ dados sao LD ou LI.
(a) u=(0,1,0)p e v=(1,0,1)p

(b) = (1,-3,14)gev= (4,2, g

Resp.: (a) LI (b) LD

Determine m e n de modo que os vetores

sejam LD.
Resp.. m=2,n=4

Verifique se @ = (1,—1,2)g, V= (—3,4,1)p e W = (1,0,9)p s@o LI ou LD.
Resp.: sao LD

Determine se existe m tal que os vetores
U:(m,l,ler)E, U:(I,Z,m)E, w:(l,l,l)E

sejam LD.
Resp.: #m € R tal que os vetores sejam LD. Portanto {i,#,w} sdo LI e
portanto base de V3 para qualquer m € R.
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15. Seja E = (€1, &, €3) uma base de V3 e considere os vetores
fi=2e1—¢e, fo=¢e —er+2e, f3=e¢ +és.

(a) Mostre que F = (fi, fa, f3) 6 base de V3.

(b) Calcule as coordenadas do vetor @ = (1,1,1)r na base F.

Resp.: (a) fi, fa, f3 sdo LI; (b) @ = (-3, -4 D

E.3.1 Mudanca de base

16. Dada uma base qualquer E de V3, mostre que Mgp = Id.

17. Determine a, b, ¢ sabendo que (1,1,2)g = (2,1,0)r e que

-1 0 a
Mrpg = 2 1 b
1 0 ¢

N |—=

Resp.: a:%,b:—l ec=—
18. Considere as bases E = (€}, ¢é5,¢e3) e F' = (ﬁ,fé,ﬁ;) onde
fi=(=3,1,15 fr=0,-218 fi=/(1,20z

(a) Determine as coordenadas de f1, fa, f3 na base F.
(b) Escreva a matriz de mudanca da base E para F.

(c¢) Quais sdo as coordenadas do vetor ¥ = (—4,1,,—1)p na base E?

-3 1 1
Resp.: (a') fi = (1707O)F7f3 = (07170)F7f_g = (0707 1)F7 (b) MEF = 1 -2 2 )
1 1 0
(c) u=(12,-8,-3)p
19. Sejam E = (u, v, w) uma base de V3 e F = (¥ — i, 4 — W, ©).
(a) Mostre que F' é base de V3.
(b) Calcule as coordenadas de u + 2¢ 4+ 3w na base F.
Exercicios
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20.

21.

22.

23.

Resp.: (a) ¥ — @, w — w,u sdo LI; (b) @+ 20+ 3w = (2, —3,6) .
PS: Em geral, se usarmos (Z)g = (Mgr)(Z)r para obtermos as coordenadas de # na base F

é necessario resolver um sistema! Se usarmos (¥)p = (Mpr)~!(Z)g ndo precisamos resolver

sistema (lembrando que (Mgr)~! = Mpg)!

E.4 Produto escalar

Sejam E = (€1, €, €3) uma base ortonormal de V? e
fi=é, fa=é+é, [f3=eés

(a) Mostre que F = (fi, f», f3) uma base de V3.
F' é ortonormal?

(b) Sejam @ = (1,0,0)p e v = (0,1,0)p. Calcule @ - v.

Resp.: (a) F' nao é base ortonormal; (b) @ -7 =1

Seja E uma base ortonormal de V3. Calcule ang(i, v), quando:
(a) @ =(1,0,1)p e ( 2,10,2)5

(b) i = (5,0 >E CRRE

Resp.: (a) 0 =7; (a) 0 = %

Seja £ uma base ortonormal de V3. Obtenha os vetores de norma 3v/3
que sdo ortogonais aos vetores 4 = (2,3, —1)p e U= (2,—4,6)p.
Resp.: ¥ =(-3,3,3)g ou® = (3,-3,-3)g

Sejam @ um vetor nao nulo e 7" o conjunto dos vetores em V3 que sao
ortogonais a w. prove que:
(a) @ & T
(b) Qualquer combinagao linear de vetores em T pertence a T
) Se w,v € T sao LI, entao (u, v, w) é LI;
) Trés vetores quaisquer de T sao LD;
(e) Se u,v € T sao LI, entao u,v geram T, isto é, todo vetor de T é
Comblnagao linear de w e v. T' é chamado plano ortogonal a .
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24.

25.

26.

27.

28.

E.4.1 Projecao ortogonal e ortonormalizacao de Gram-Schimidt

Seja F/ uma base ortonormal.

(a) Calcule a projegao ortogonal de v = (1, —1,2)g sobre @ = (3, —1,1)g.

(b) Decomponha v = (—1,—3,2)r como soma de dois vetores p e ¢ de
modo que p seja paralelo a 4@ = (0,1,3)g e ¢ L 4.

Resp.: (a) projgv = %(3, —1,1)p

(b) ﬁ: pTOjﬁU: %(07 17 3)E € (j): (_ 7_%7 %)E

Sejam, em relagao a uma base ortonormal,

——1 (1,1,-1) ——1 (0,1,1) ——1 (2,—1,1) = (3,-2,—1)
U= 1, , U= ,1,1),  w= ,—1,1), a=(3,—-2, :

(a) Prove que F = (u,¥,w) é uma base ortonormal.

(b) Calcule as coordenadas de @ na base F.
Resp.: (b) @ = (\%, \_/—‘;i, \/LE)F

Descreva os vetores T tais que @ - ('+]— <) = 0, onde B = (], <) é uma
base ortonormal.
Resp.: @ é gerado pelos vetores t'+ K e 7+ K e pertence ao plano ortogonal

ao vetor 1’ +7— K.

- = =

Sejam E uma base ortonormal e Ey = (€1, €3, €3) uma base, onde
6_)1 — (17272)E7 _)2 — (1707 1>E7 _’3 — (17171)E

Aplique o processo de Gram-Schimidt para obter uma base ortonormal
B = (1,7, K) a partir de E. (tarefal)
Resp.: 0'=3(1,2,2)p,7=3(2,-2,1)p, K = 3(2,1,-2)p

Determine se as matrizes sao ortogonais e no caso afirmativo determine

sua inversa.

10 —1 1/3 2/3 2/3
(&) M=121 0 (b) M=|2/3 —2/3 1/3
01 1 2/3 1/3 —2/3
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Resp.: (a) M nao é ortogonal; (b) M é ortogonal, M~ = M!
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E.5 Orientacao, Produto Vetorial, Produto Misto

29. Seja E' = (1], K) uma base ortonormal positiva.

(a) Sejam @ = (1,2,3)p e 7= (—1,1,2)5. Caleule i@ A ¥,
(b) Calcule (28 — 7'+ 5)) A (30— 2K +7)

)
(c) Encontre um vetor ortogonal a 4 = i'— 2]+ 2K e ¥ = =]+ K.
(d) Mostre que
UNT=R, TAR=1, REAU=]
JNT=—K, RA)=—1, UANRK=-J.

Resp.: (a) (1, —5,3)g; (b) (=12,2,—16)g; (c) (0, —1, —1)p;

30. Sejam B uma base ortonormal positiva,

31 123
i=(1,-22 P (6,-2.4)p w=(=22)
u ( ) 272)37 v ( ) ) )37 w (77777>B

Calcule (@ A7) A

AW e dN (UAW).
Resp.: (4 A vU) AN =

(—10,22,-9)p e T A (TA W) = —1(20,25,39)5

£

e

=

Para os exercicios 31 a 33, considere B uma base ortonormal positiva de
V3

31. Calcule a area do paralelogramo ABCD sendo ﬁ =(1,1,-1)p e E =
(2,1,4)p.
Resp.: v/27

32. Calcule a drea do triangulo ABC' sendo 1@ —1,1,0)pe 1@ (0,1,3)p
Resp.: v/19/2

33. Sejam 4 = (1,1,1)p e v = (0,1,2)5. Obtenha uma base ortonormal £ =
(d,b, ) tal que

e d e u tenham a mesma direcao e sentido;

e b seja combinacao linear de u e v.

—

Resp.:ﬁz%(l,l,l) b= 2,0,2)pec=—=(1,—1,1)p

Sl

S
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E.5.1 Produto misto

—

34. Sendo [u, U, W] = 6, calcule [24 — 30 + W, —u + U, v — 3u].
Resp.: 12

35. Seja E = (i,],K) uma base ortonormal positiva. Determine z € R de
modo que o volume do tetraedro determinado pelos vetores @ = (1,1, 1),
U= (2,z,1) ew = (0,1,—1) seja 1.

Resp.: xr=9ouxz = -3

E.6 Retas e Planos

E.6.1 Sistema de coordenadas

36. Considere ABC' DEFGH um paralelepipedo como na figura abaixo e B =
(€1, €2, €3) uma base de V3.

) Se e = f@ €y = zﬁ e é3 = ﬁ, encontre as coordenadas do ponto
H no sistema ¥ = (F, B).

) Se €1 = 1@ €y = 1@ e €3 = ﬁ , encontre as coordenadas do ponto
H no sistema ¥; = (4, B).
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E.6.2 Retas

37. Seja ¥ = (O, E) um sistema de coordenadas ortogonal em E? e considere
os pontos A = (1,0,2) e B=(0,1,1).

(a) Encontre equagoes vetorial, paramétricas e simétricas para a reta r
que passa pelos pontos A e B.
(b) O ponto P = (1,2,3) pertence a reta r?

(c¢) Encontre os pontos de r que sao da forma @ = (x,2,2) e S = (3,9, 2)

Resp.: (a)

r:(z,y,z) =(1,0,2) + A\(1,-1,1), A\ e R OU r:(x,y,2) = (0,1,1) + A(-1,1,—-1), A € R
r=14+A T=-A

roy y=-X AXeR req y=1+A A€ER
z=24+A z=1—-A

rrr—1=—-y=z2-2; r: —rx=y—1=1-2z

(b) P ¢ r;(c) Q=(-1,2,0); 5= (3,-2,4).

E.6.3 Planos

38. Seja ¥ = (O, E) um sistema de coordenadas ortogonal em E? e considere
7 o plano que contém os pontos A = (1,0,1)y, B = (2,1,—1)y e C =
(1,-1,0)x.

(a) Encontre equacgoes vetorial, paramétricas e geral para o plano 7

(b) O ponto P = (1,2, 3) pertence ao plano 7?7

Resp.: (a) 7: (z,y,2) = (2,1,—1) + AM(1,1,—2) + (0, =1, 1), A\, up € R;
rx:2+A

TS y=14+A—p, MNpeR m:3r—y+2—4=0;(b) Pen

\ z2=—1=-2\—p

39. Sejam um ponto O de E? e E = (€], &, €3) uma base ortonormal de V3.
Considere o sistema de coordenadas ¥ = (O, F). Obtenha equacoes
gerais dos planos coordenados.

Resp.: m : z = 0 (vetores diretores €1, €5: plano Oxy); mo : x = 0 (vetores
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40.

41.

42.

43.

diretores €5, €3: plano Oyz); m3 : y = 0 (vetores diretores €7, €3: plano

Ozxz),

Obtenha uma equagao geral do plano que contém os pontos A = (1,0,0),
B =(0,1,0) e C =(0,0,1). (Tarefa!)
Resp.:z+y—1=0

Considere o plano m; cujas equacoes paramétricas sao

(

r=1+X+2u
Tty y=2 +pu, M\p€R.
Z= =)\

Se 7 contém o ponto A = (1,1,2) e é paralelo ao plano 7, obtenha as
equacoes paramétricas e uma equacao geral do plano 7.
r=1+X+2u
Resp.: Eq. paramétricas: 7: y=1+2 4+pu, M\pcR. Eq. geral: m:2-2y—32+7=10
z=2-A

Encontre vetores diretores e uma equacao vetorial do plano
m: 2x 4+ 3y — 62+ 12 = 0.

Resp.: @ = (0,2,1

) e v = (3,0,1) sao vetores diretores. Uma equagao
vetorial é 7 : X = (0,0, 2

)+ A0,2,1) + pu(3,0,1), A € R.
Descreva os pontos que pertencem a intersecao dos planos
m:2r—y—2—1=0 e m:z—y+22+2=0.

Resp.: todos os pontos que pertencem a reta r : (3,5,0)+A(2,5,1), A € R.

E.6.4 Posicao relativa entre duas retas

Considere um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, B) de E?, com B
base positiva. As coordenadas dos pontos e as equagcoes de retas sao dadas
em relacao ao sistema .
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44. Verifique se as retas dadas na forma paramétrica

45.

46.

47.

48.

( (
r=4+\ r=9—4\
rrqy=1-X MNeER, sty y=2+A AeR
\ \

sao concorrentes, paralelas ou reversas. Se concorrentes, encontre o ponto
de interseccao.
Resp.: r e s sdo concorrentes; ponto de intersecgdo P = (1,4, —2)

Considere as retas com equagdes vetorial 7: X = (0,0,0)+A(1,2,4), A € R
es: X =(1,0,—-2)+ A(—-1,-1,-1), A € R.

(a) Mostre que r e s sdo concorrentes.

(b) Encontre as coordenadas do ponto de intersecao entre elas.

Resp.: (b) P =(—1,-2,—4)

E.6.5 Revisao para P1

Verdadeiro ou falso?

(a) Se ABC é um triangulo , entdo AB, BC', AC sdo LI

(b) Se B = (1,], k) ¢ uma base ortonormal, entao a coordenada de qualquer
vetor ¥ na direcao ¢ € igual a U - .

Resp.: (a) Falso; (b) Verdadeiro

Sejam E = (€7, €5,€3) uma base e @ = €, + €, U = €1+ + €3 e W =
a€; + béy + cé3. Encontre uma condicao necessaria e suficiente para que
(u, U, ) seja uma base.

Resp.: (@, 7V, ) é base se, e somente se, a # b, c € R

Sejam E = (1,8, &) e F = (f1, fo, f3) duas bases com

fi=e =3 +eé3, fo=eér—e3 fi=¢e —é.

Ana Paula Peron FEzxercicios



Geometria Analitica, 22 de junho de 2023 E.13

Escreva a matriz de mudanca da base F' para base E, Mpg.
-1 -1 -1

Resp.: Mrpp= | -1 —1 —2
2 1 1

49. Verdadeiro ou falso? Sejam E e F' duas bases de V?:
(a) Mpr = (Mpp)™"
(b) (MFE)_l = (MFE)t e det Mpp = £+1
Resp.: (a) Verdadeiro; (b) Falso
50. Prove que para quaisquer i, 7 € V3:
(a) 4~V = [[i@+ 7| — @ — 7|
(b) @ - ¥ =0 se, e somente se, ||[@+U|| = ||u—7|;

(c) os comprimentos das diagonais de um paralelogramo sao iguais se, e
somente se, o paralelogramo ¢ um retangulo.

Resp.: (a) use a Equacao (P.1.1) ou o fato que ||[@]|? = & - .
51. Seja E' = (1], K) uma base ortonormal positiva.

(a) Resolva o sistema

TNT+]) =—T+7

T (047 =2
(b) Descreva o conjunto solugao da equagao £ A (I'— 27+ K) = ' — R.
Resp.: (a) ©=(1,1,1)g; (b) & = (¢, 1 — 2¢,¢) para qualquer ¢ € R

—

52. Sejam 4 e U vetores ortogonais e W = u A (4 A U). Prove que
AN (TAD) = || ||* 7.
Resp.: use Proposicao OPv.2.5
53. Prove que

(a) (@4 V) A (4 —7) =20 A
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54.

95.

56.

57.

— —

(b) UNT- W =u-UAW.
Resp.: use Proposicao OPv.2.4 e definicao de produto misto.
Seja B = (1,7, k) uma base ortonormal positiva.

(a) Decomponha o vetor v = (1,2, —1)p como soma de dois vetores p'e ¢,
de modo que p'seja paralelo a @ = (2,—1,0)p e ¢ seja ortogonal a 1.

(b) (p,¥,u A ¥) é uma base positiva? e se v = (—1,1,—1)7

0eq =0 (b) Nao é base. Se ¥ = (—1,1,—1), entdo
3 — —

24, U

5

Resolva a equacao (& A @) A (£ Ab) = &, sabendo que [@, b, @] # 0.

Resp.: Se [a, b, ¢] < 0, nao existe solucao. Se [a, b, ¢] > 0, entao T = i\/[;,bﬁé'. Sugestao:

note que (d,b,¢) é base; escreva & como combinagao linear dos elementos dessa base e use a

Proposicao OPv.2.5

Para os exercicios 56 a 58 considere um sistema de coordenadas ortogonal
¥ = (0, B) de E?, com B base positiva. As coordenadas dos pontos e as
equacoes de retas sao dadas em relagao ao sistema ..

Escreva as equacoes paramétricas e simétricas da reta que passa por A =
(2,0, —3) e é paralela a reta
l—x 3y z+3

5 4 6

z=2-—15\
Resp.: r:{y=4x r -7 _
z=-34+18\, AeR
Sejam A = (1,2,5) e B =(0,1,0). Die}rmine o(s) ponto(s) P da reta que
passa por A e B tal que Hﬁ | =3||PA].

Resp: A= (35, 8) ¢ P = (-3, -3, -9
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58.

959.

60.

61.

62.

Sejam 7 : X = (1,0,2)+A(2,1,3)es: X = (0,1,—1)+A(1,m,2m), A € R.
Estude, segundo os valores de m, a posicao relativa de r e s.
6

Resp.: 1 Se m = 7, entao r e s sao concorrentes. Se m # %, entao r e s

sSa0 reversas.

E.6.6 Posicao relativa entre reta e plano

Sejam r: X = (1,0,1)+A(2,1,3), A € R uma reta, 7 um plano de equagao
geral x +y + z = 20. Qual a posicao relativa entre r e 77 Se transversais,
encontre o ponto de interseccao.

Resp.: r e 7 sdo transversais e P = (7,3,10) é o ponto de interseccao.

Estude a posigao relativa da reta r e do plano m dados por (Tarefa!)

r—1
2

r: =y =—z

. (x7 yZ)Z - (37 07 1)2 + )‘(17 07 1)E + /L(2, 27 0)E7 )‘7 e R.
Resp.: r e 7 sdo transversais e P = (2, %, —%) é o ponto de interseccao.

E.6.7 Posicao relativa entre dois planos

Determine a posicao relativa dos planos
m:r+2y+32—1=0 e m:x—y+22=0.

Descreva o conjunto dos pontos pertencentes a interseccao.
Resp.: m e my sao transversais; o conjunto dos pontos da interseccao ¢ uma
(

r= A
reta cuja uma equagao paramétrica € r: ¢ y =2 — 5\, AER
| z=—1+ 3\

Encontre uma equagao do plano 7 que contém o ponto A = (2,0,0) e a reta
de intersecgao dos planos m : 3x —2y—2—3 =0em : 20+y+42—2=0.
(Tarefa!)

Resp.: m: y+ 2z = 0 (Sugestao: usar teoria de feixe de planos.)

Ana Paula Peron FEzxercicios



Geometria Analitica, 22 de junho de 2023 E.16

E.7 Perpendicularismo, medida angular, distancia

E.7.1 Perpendicularismo

63. Seja ¥ = (O, B) um sistema de coordenadas ortogonal. Obtenha uma
equagcao geral do plano m que contém o ponto A = (1,1, 2) e que é paralelo
ao plano de equacao geral r —y + 22+ 1 =0.

Resp.: x —y+22—4=0

64. Encontre equacoes paramétricas da reta r que passa pelo ponto A =

(1,0,—1) e é perpendicular a reta s: X = (2,1,1) + A(0,1,1), A € R.
(
r=1+2\

Resp.: r: ¢ y =\, AeR

\z:—1+3)\

E.7.2 Medida angular

65. Seja ¥ = (O, B) um sistema de coordenadas ortogonal. Obtenha equagoes
de reta r que contenha o ponto P = (1,1, 1), seja concorrente com

s:x =2y =2z,

sabendo que o cosseno da medida angular entre r e s é 1/ V3.
Resp.: r1: X =(1,1,1) + X0, 1,1) ery : X = (1,1,1) + A(—4,1,1)

Figura 1:

66. Seja X = (O, B) um sistema de coordenadas ortogonal . Calcule a medida
angular entre os planos

mir+y+z=0, m: X =(1,0,0)+A(1,0,1)+ u(—1,0,0), A\, u € R.
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Resp.:

67. Encontre uma equacao geral do plano que contém a reta

r=z+1
y=z—1

e que forma um angulo de % radianos com o plano 71: x +2y —32+2 = 0.
Resp:.m: -3z+y+224+4=0enm: 22+3y—2+5=0

E.7.3 Distancia

68. Considere um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, F) fixado em
E3. Sejam A = (a,b,c) e B = (m,n,p) pontos distintos. Verifique que o
lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam de A e B é um plano
perpendicular ao segmento AB que contém o seu ponto médio. Esse plano
¢ chamado plano mediador de AB.

69. Calcule a distancia entre o ponto P = (1,—1,4) e a reta

. r—2 y 11—z
4 =3 2
) _ V270
Resp.: d(P,r) = sl
70. Calcule a distancia do ponto P = (9,2,2) ao plano
5
W:X:(Oa _5a0)+)‘(oaﬁal)+u(17070)7 AaMER‘

) _ o4
Resp.: d(P, ) = 13

71. Calcule a distancia entre as retas
r: X =(2,1,0)+A(1,-1,1), A € R, s:xr4+y+z=2r—y—1=0.

Resp.: d(r,s) = \/L% (tarefa)
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72.

73.

74.

75.

76.

Sejam ¥ = (O, B) um sistema ortogonal de coordenadas onde B é uma base
positiva. Considere A = (0,2,1) um ponto e a reta r : X = (0,2, —2) +
A1, —1,2), A e R.

(a) Obtenha os pontos da reta r que distam /3 de A.
(b) d(A,r) é maior, igual ou menor a v/3? Por qué?

Resp.: (a) P = (1,1,0); (b) d(A,7) = /3, pois P é a projecdo ortogonal
de A a r (tarefa)

Sejam ¥ = (O, B) um sistema ortogonal de coordenadas onde B é uma
base positiva. Obtenha os pontos da reta r : x —y = 2y = 2z que equidistam
de A=(1,1,0) e B=(0,1,1).

Resp.: P =(0,0,0) (tarefa)

Sejam X = (O, B) um sistema ortogonal de coordenadas onde B é uma base
positiva. Obtenha os pontos da reta r : X = (0,1,1) + A(1,1,2), A € R,
que equidistam dos planos m : x +2y —2—3=0em:x —y+ 2z = 1.

Resp.: A= (—2.4,—3), B=(-%2,1) (tarefa)

N\

AN
.

Sejam ¥ = (O, B) um sistema ortogonal de coordenadas onde B é uma
base positiva. Obtenha uma equacao geral do plano que contém os pontos
A= (1,1,1) e B = (0,2,1) e equidista dos pontos C' = (2,3,0) e D =
(0,1,2).

Resp: m:x+y—2=0em: z =1 (tarefa) ( resolve
sistemas)

E.8 Mudanca de sistema de coordenadas, translacao
e rotacao

Sejam ¥y = (O, (€1,8,8)) e Bg = (Oq, (f1, fa, f3)) dois sistemas de coor-
denadas com

Oy =(1,0,0)s,, fi=¢, fo=—b, [f3=2a
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77,
78.
79.

80.

81.

82.

Obtenha, em relacao a >,

(a) uma equacgao vetorial da reta r : [X = (0,0,0) + A(0, 1, —1)]s,.

(b) uma equagao geral do plano 7 : [2x —y + z = 0]y,

Resp.: r: [X =(—1,0,0) + A(0,1, )]s, e m: [2u —v —w + 2 = 0]y,

E.9 Elipses, hipérboles e parabolas

E.9.1 Elipse

Verifique que o centro e os focos da elipse nao pertencem a elipse.
Se PQ é uma corda qualquer da elipse, entao d(P, Q) < 2a.

Seja
4% 4+ 169y* = 676

uma equagdao de uma elipse (em relagdo a um sistema de coordenadas
ortogonal). Calcule

e a distancia focal;
e a medida do eixo maior;

e a medida do eixo menor.

Resp.: (a) 24/165; (b) 26; (c) 4

E.9.2 Hipérbole

(Tarefal) Verifique que o centro e os focos da hipérbole ndo pertencem a
hipérbole.

(Tarefa!) Se PQ é uma corda qualquer da hipérbole de modo que P e Q
pertencem a ramos distintos, entao d(P, Q) > 2a. A igualdade ocorre se,
e somente se, P e () sao os vértices da hipérbole.

Considere a hipérbole
2527 — 1449* = 9.

(a) Escreva as coordenadas dos vértices;
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33.

84.

85.

(b) escreva as coordenadas dos focos;
(c) obtenha as equagdes das assintotas;
(d) faga um esbogo da hipérbole.

Resp.: (a) A; = (=3/5,0), Ay = (3/5,0); (b) Fy = (—13/20,0), F} =
(13/20,0); (c) y = £5x/12

Considerando o s.c.o X = (0, .,]), classifique e desenhe as curvas cujas
equacoes reduzidas sao:

(a) 2® +4y*> =4 (d) 9y —2* =9 (g) y = —ia?
(b) 922+ 4y* =1 (e) o = 2y> (h) z = —1y?
(c) 2?2 —4y* =4 (f) y = 222

Resp.: (a) elipse com focos (+v/3,0) no eixo-z; (b) elipse com focos (0,4+/5/6) no eixo-y;

(c¢) hipérbole com focos (£+/5,0) no eixo-x; (d) hipérbole com focos (0, ++/10) no eixo-y; (e)

parabola com foco (1/8,0) no eixo-z positivo e d(F,r) = i; (f) pardbola com foco (0,1/8) no

eixo-y positivo e d(F,r) = %; (g) parabola com foco (0, —5/4) no eixo-y negativo e d(F,r) = %;

’ . . _ 3
(h) pardbola com foco (—3/4,0) no eixo-r negativo e d(F,r) = 3

E.10 Conicas

Determine se é possivel transformar g em um polinomio g livre dos termos
lineares. No caso afirmativo, encontre g.

(a) g(z,y) = 42* — 4oy + y* — 4o — 30y + 175

(b) g(z,y) = To* + 28xy + 28y — 2z — 4y — 1

Resp.: (a) impossivel; (b) g(u,v) = Tu? + 28uv + 28v? — £
Identifique e esboce as conicas:

(a) g(z,y) = 322 + 22y + 3y + 622 + 2v/2y + 2 = 0 (tarefa!)

(b) g(z,y) = T2? + 24y — 2562 — 192y + 1456 = 0 (tarefa!)

(c) g(z,y) = 1622 — 242y + 9y* — 852 — 30y + 175 = 0 (ver p. 369-370, Boulos)
(tarefal)

(d) g(z,y) = 2%+ 232y + 35> + 832 — 8y +32 =0
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Resp.: (a) elipse (Geogebra-TR), (b) hipérbole, (c) e (d) pardbola (Ceogebra-RT)

251 eixoy
sixoy.
T =
=, ?
LN L
elipse s
05
Gox, 8 %5 2 ] A 05
A=(1.41,0)
bs
e
s
a0y
( ) 72
12 { eixoy )
eixo!
bA R

()

Geogebra:

conica genérica

eixay.l.R eixoy eixoy.r
40
2y
2y
P}
30
0
\
eixox,
conicaf
. A =\(8, 6)
€ixox
-20 -10 10 20 30
-10
eixdxrr
(b) _ 0
eixox eixox -/ eixox;
2
N
10
s
cByica s
B
2
0 D ED T G2 —— i [ 2 H 1 ] 3 k0
-2
V = (0,0)5, = (0,2)5, = (—V3,1)5,
.
%y : (w,t) — sistema %, transladado
%5 (u,v) — sistema 3, rotacionado -
( d) i (z,y)
=

Cuidado: a conica abaixo parece retas concorrentes...

AN
BiX0X g

| EXO¥T gxoy a=10 b
| i
- e eixoy
d=65
: -G
2
O conical

P ) 25 ~ 2 % 3 )
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36.

87.

88.

89.

90.

91.

E.10.1 Retas tangentes, secantes

Analise as posigoes relativas das retas r : X = (z,y) = (0,k) + A\(m,0),

A € R e da elipse
2

X
. — 2 1.
;Y

Resp.: para k=1 ou k = —1, a reta r é tangente a C; para |k| < 1, a reta r é secante a C;

para |k| > 1, a reta r nao intercepta C.

E.11 Quadricas

Determine o conjunto que é descrito pela equacao
x2+y2+z2—\/§x—4y+820.

Resp.: conjunto vazio

Determine o centro C' e o raio p da esfera de equagao
2+t + 22— 2 —4y—15=0.

Resp.: C = (1,2,0) e p= /20

Quantas esferas passam, respectivamente, por 1, 2 e 3 pontos?

Resp.:

por 1 ponto P: infinitas esferas: todos pontos do espago distintos de P podem ser centro;

por 2 pontos P # Q: infinitas esferas: todos pontos do plano mediador de PQ podem ser centro;
por 3 pontos P, (), R nao colineares: infinitas esferas: todos pontos da reta de interseccao dos

planos mediadores de PQ e PR podem ser centro.
Localize o ponto A = (2, —1,3) em relacao a esfera

S a4+ 22 —6x+2y—224+7=0.
Resp.: A é exterior a S.

Obtenha uma equagao geral do plano tangente 7 a esfera S no ponto T,
onde

11 1
S:al+ P+ —20—-1=0, T:<—§,§,——>.

Resp.: m:de —y+2+2=0
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92. Identifique as seguintes quidricas (superficies em E?):

93.

94.

(a) 2%+ 4y* + 52 =20 (d) z = 2 + 49°
(b) 22 —y* + 422 =4 (e) 1622 — a? — 4y* = 0
(c) 2 —y? + 427 = —4 (f) 2>+ 4y* =4

(g) Para os itens (a), (b) e (d): identifique a curva de interseccao da
quadrica com o plano x = 1 e determine os vértices e assintotas de tais
curvas (caso existam). Desenhe as curvas no plano Oyz.

Resp.: (a) elipséide; (b) hiperbolside de 1 folha (eixo Oy é o eixo distinguido); (c) hiperboldide
de 2 folhas; (d) paraboléide eliptico; (e) cone eliptico; (f) cilindro eliptico;

(g)-(a) elipse 3{;: + % =1, vértices: (1,0,44/%2) e (1,44/12,0), ndo possui assintota

(g)-(b) hipérbole ? - % = 1, vértices: (1,0, :t\/g), assfntotas z = £3y
(g)-(d) pardbola z = 1 + 4y?, vértice: (1,0, 1), ndo possui assintota.

Sejam A = (0,3,0) e B = (0,—3,0) dois pontos de E3. Obtenha uma
equacao geral do lugar geométrico dos pontos X de E? tais que

d(X,A) — d(X,B) = m.
Note que a equacao acima é equivalente a

am2z? + (4m? — 144)y® + 4m22% 4 (36m? —m*) = 0.
Identifique o lugar geométrico nos casos:
(a) m =2 (b) m =6 (c) m=10

Resp.: (a) hiperboléide de duas folhas; (b) reta (eixo Oy); (c) elipséide

E.12 Coordenadas polares, cilindricas e esféricas

E.12.1 Coordenadas polares

Escreva as coordenadas polares dos pontos dados em coordenadas cartesi-
anas:
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95.

96.

97.

(a) P=(0,1) (c) P =(0,-1) (e) P =(1,1)
(b) P = (2,0) (d) P =(-3,0)

Resp.: (a) P = (1,7/2); (b) P =(2,0); (¢c) P = (1,7); (d) P = (3,37/2); (e) P = (v/2,7/4)

Descreva as curvas dadas pelas equagoes:

(a) 7 =4 (e) 7 = cos 26 (tarefal)
b) =12

(( ; S 0 () r? = sin 20 (tarefa!)
C) r = 2C08S

(d) r=1—sind (g) rcost =2

Resp.:(a) circunf. de centro (0,0) e raio 2; (b) semi-reta; (c) circunf. centro (1,0) e raio 1; (d)

cardidide ( ); (e) reta x = 2; (e) rosa de 4 pétalas; (e) lemminiscata;

E.12.2 Coordenadas cilindricas

Descreva as superficies dadas pelas equacoes:

(a) r=4 (c) T=1 (e) T =r?
(b) 0 =% (d) r=2cosd f) T=r

Resp.: (a) cilindro de centro (0,0,0) e raio 2; (b) plano de angulo 7/3 com o plano coordenado
Oxz; (c) plano paralelo ao plano coordenado Ozy (d) cilindro circular de centro (1,0,0) e raio

1; (e) paraboldide; (f) cone (com z > 0)

E.12.3 Coordenadas esféricas

Descreva as superficies dadas pelas equagoes:

I
W

(c) ¢ = (e) p=F

(a) p
0 (d) p=

(b)

NIE RS

ol

Resp.: (a) esfera de centro (0,0,0) e raio 2; (b) plano de angulo 7/3 com o plano coordenado
Ozxz; (d) cone (com z > 0); (e) plano Oxy; (f) cone (com z < 0)
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

E.13 Revisao para P2

Faca os exercicios que foram deixados como tarefa: 60, 62, 71-75, 80, 81,
8ba—85c.

O plano 7 é determinado pelas retas r : x +2 =5 =y+4es: X =
(4,1,1) + A(4,2,—3), A € R. Obtenha equagoes gerais dos planos que
distam 2 de 7.

Resp.: m: 2z —y+2—9 = 0. Os planos que distam 2 de 7 sao: 2x — y +
2z—15=0e2x —y+22—3=0.

Seja C' a conica de equacao geral 22 —2zxy+1y>—10x—6y+25 = 0. Identifique
a conica e, quando for o caso, obtenha seus parametros geométricos (a, b,
ou p) e determine, em relagdo ao sistema de coordenadas ortogonal inicial,
os elementos geométricos principais: centro, focos, vértices, assintotas,
eixos, diretriz, etc.

Resp.: pardbola w? = 4v/2t, com parametro p = v/2. No sistema inicial:
foco F' = (3,2); vértice V = (2,1), diretriz r : © + y = 1, eixo de simetria
s:x—y=1.

Identifique, em cada caso, o lugar geométrico dos pontos X de E? tais que
d(X,A)+d(X,B)=m.

(a) A=(1,0,0), B=(—1,0,0), m = 2;
(b) A=(2,0,2), B=(2,0,0), m=1.

Resp.: (a) eixo Oz; (b) hiperboléide de 2 folhas

Faca uma mudanca de coordenadas conveniente para concluir que a quadrica
(2 : z = xy é um paraboldide hiperbdlico (sela) e faga seu esbogo.

_ _u_v
=% + b
. _ v I A = A _ 3r
Resp.: ¢y=14—7 (se a = b = /2, uma rotacio de angulo # = )
zZ=w
use para verificar seu esboco

Sendo € : 222 — y? + 422 = 1, determine os planos paralelos aos planos
coordenados que interceptam € em uma conica de distancia focal /6.

. 5 o1 _ _ 42
Resp.: osplanossaox—:l:—y—:l:\/g,Z—OeZ—:I:T.

10°
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104. Sejam F : 2—2+%—§ = 1 uma elipse e H : % — z—z = 1 uma hipérbole confocais

(isto é, que possuem os mesmos focos). Verifique que:

(a) F N H contém exatamente quatro pontos;

(b) Em cada ponto T da interseccao E N H, a elipse e a hipérbole se
interceptam ortogonalmente, isto €, as retas tangentes as curvas em 1T’
sao perpendiculares.

Dica: (a) escreva o sistema que um ponto X = (z,y) € E N H deve satisfazer e verifique que

as curvas serem confocais implica a? — b> = m? — n?

L%Z b covies % coteectbs”

DBrs  Foriss
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