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Entropia

I wish to propose for the reader’s favourable consideration a doctrine
which may, I fear, appear wildly paradoxical and subversive. The doc-
trine in question is this: that it is undesirable to believe in a proposition
when there is no ground whatever for supposing it true.

Bertrand Russell, in Sceptical Essays

E inquestionével a capacidade de Russell de criar frases de efeito
para comegar um livro. Como discordar da frase acima? “E indesejével
acreditar numa proposicdo quando ndo ha nenhuma base para supé-la
verdadeira”. Parece 6bvia, mas ele usa algumas centenas de paginas
para mostrar que a doutrina é efetivamente alheia a forma de pensar
e agir das pessoas em geral e por isso ele esta justificado em chama-la
paradoxal e subversiva. Ainda assim, parece ébvia para quem quer
uma descrigdo cientifica de alguma area de conhecimento. E interes-
sante notar as consequéncias que ela tem. Russell as analisa do ponto
de vista das relagdes humanas. Shannon, Jaynes e toda a escola de
teoria de informacdo o fazem do ponto de vista das consequéncias
matematicas que essa doutrina tem quando devemos raciocinar sob a
luz de informacgéo incompleta. Esse é o tema deste capitulo.

Especificamente queremos encontrar um método para atribuir na-
meros as probabilidades satisfazendo vinculos impostos por informa-
¢do dada. Este problema esta relacionado a atualizagdo das probabi-
lidades para novos nimeros devido a inclusdo de nova informacéo.
Novamente vamos pensar em casos particulares, que sendo suficien-
temente simples permitam expressar desejos de como deveria ser a
teoria. H4 véarias formas de expressar informagdo e isso terd con-
sequéncias sobre os métodos para atualizar probabilidades. Comega-
mos descrevendo algo aparentemente simples, quando a informagao
ndo faz diferenca entre as diferentes possibilidades. A partir dessa
primeira atribui¢do continuamos em dire¢do a um método geral. O re-
sultado serd que a cada distribui¢do de probabilidades sera atribuido
um nimero que indica quanta informacdo a mais seria necessdrio co-
letar para ter informagdo completa. Dentre aquelas distribui¢des que
satisfazem os vinculos da informacdo conhecida como verdadeira, es-
colhemos a que é mais ignorante e portanto faz menos suposi¢des nao
necessdrias. A determinacdo desta distribui¢do requer o uso de algu-
mas técnicas matematicas. Nesse ponto o estudante devera consultar
algum livro de calculo ou o Apéndice sobre o uso dos multiplicadores
de Lagrange no cdlculo de extremos sujeitos a vinculos. Nas tltimas
se¢des do capitulo comegaremos a estudar sistemas fisicos e fazer a
conexdo com a Termodindmica.
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Simetria

Um experimento é descrito pela informagdo contida em [;= “Suponha
que temos uma moeda com duas faces, que descrevemos pela variavel
o = {%1}. O valor ¢ = 1 estd associado a cara e ¢ = —1 a coroa. Jogo
a moeda para cima, bate no ventilador do teto, e cai num lugar onde
nado podemos no momento ver o resultado.”

Consideremos o seguinte jogo J;. Se ¢ = 1 vocé ganha e eu perco.
Do contrério, eu ganho. Eu aposto um feijdo. Quanto vocé estaria
disposto a apostar?’. A resposta tem relagdo, para pessoas racionais,
que ndo dependem do feijdo para sobreviver # , com as probabilidades
P(c = 1|I];) e P(c = —1|I]J1) que vocé atribui com base na informagéo
I que inclui todo o que se sabe sobre a moeda e a forma como foi
jogada.

Suponhamos que o jogo fosse totalmente diferente, J,: Introduzi-
mos a nova varidvel ¢’ = —o, voce ganha se ¢’ = —1. Quanto vocé
estaria disposto a apostar contra o meu feijdo? Note que temos uma
informacdo que nos permite associar a este jogo probabilidades

P(o' =1|I)) = P(
P(o' = —1|1])

I
=

= 1{1)1). (1)

Isto é, podemos usar as equagdes acima para transformar o que se sabe
de um jogo no outro e estas sdo validas para qualquer I incluindo I,
descrita abaixo.

Suponha agora que a informagdo que temos I, que difere de I por
muito pouco, nos leve a ser indiferentes sobre que jogo estd sendo
jogado. Suponha que ndo faca diferenca dado I se é o = 1 que estd
associada a cara ou se é ¢’ =1 que o esta. Isto é o0 “+1” esta pintado
numa dos lados da moeda e “—1"est4d pintado no outro, mas néo sa-
bemos qual. E claro que as equagdes 1 aindam valem com I no lugar
I. Mas agora ha uma simetria entre os jogos J; e J», que nos leva a
concluir por consisténcia

P(c' =1|b) = P(c=1]L])
P(¢' = —1|L]>) P(o = —1|I2J1). ()

Note a sutil diferenca entre as equacdes 1 (escrita com I em vez de I)
e 2. Dado que P(c = 1|IJ;) + P(¢c = —1|I]J1) = 1, devemos concluir
que P(c =1|IJ;) =1/2e P(oc = —1|IJ;) = 1/2.

Porque tantas voltas para chegar ao ébvio? Por varios motivos. Em
primeiro lugar notamos que este ndo é o tinico exemplo onde usare-
mos simetria. A histéria da Fisica mostra muitas generalizac¢des do
uso de simetria para atribuir probabilidades ou definir a dindmica, o
que ndo é totalmente diferente, pois dindmica vem das interagdes e

*Jaynes ndo gosta de basear os funda-
mentos da teoria em algo tdo vulgar
como apostas por dinheiro. No entanto
esperamos que qualquer nogdo a priori
sobre apostas tenha evoluido por selecao
natural onde as apostas amitide ndo sédo
por dinheiro mas sim pela prépria vida.
2 Este problema ¢ talvez muito mais com-
plicado pois ndo sabemos o que seja uma
pessoa racional, mas simplesmente con-
sideremos alguém que quer jogar e quer
ganhar.
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as interagdes estdo relacionadas, como veremos adiante, com proba-
bilidades condicionais e dependéncia. A idéia de analisar este caso
simples deve-se a que as coisas vao ficar mais dificeis e é interessante
se apoiar em casos simples.

Se tivessemos um dado de 7 faces, o tomaria valores de 1 a n, teri-
amos chegado a P(0 = i|I) = 1/n, a distribui¢do uniforme. Note que
esta atribui¢do tem a ver com a simetria da nossa informacao sobre o
experimento do dado e ndo é postulada a priori. Generalize o problema
para n estados.

Este método de atribui¢do de probabilidades parece ter sido usado
pela primeira vez por J. Bernuolli e posteriormente por Laplace. Re-
cebe nomes como principio da razdo insuficiente ou da indiferenca.

Incerteza, ignordncia e Informagdo

Leia novamente a citagdo inicial deste capitulo. Suponha que sob dada
informacdo I4 tenhamos que escolher entre diferentes distribui¢oes de
probabilidade que sao igualmente compativeis com os vinculos impos-
tos pela informacdo [4. Qual escolher? Para comegar consideremos
que temos s6 duas candidatas, P;(x;) e P>(x;). Suponha que P;(x;),
além de satisfazer os vinculos impostos por I4 também satisfaz aque-
les impostos por informagdo adicional Ip, mas esta informagdo ndo é
dada. Repetimos: s6 sabemos 4. Qual das duas escolhemos?

Um critério poderia ser: “escolha P,, pois pode ser que Ip seja ver-
dadeiro.” E se ndo for? Se vocé souber alguma coisa sobre a validade
da assergdo Ip claro que é bem vindo a usé-la. Mas se ndo souber,
porque supor que é verdade? A escolha de P, é equivalente a assumir
que Ip é verdadeira, mas isso ndo queremos fazer. Portanto parece
natural que a escolha caia sobre P;. Esta é, das distribui¢des compati-
veis com os vinculos, aquela que faz menos suposi¢des ndo garantidas
pela informac&do disponivel. Ao fazer esta escolha fazemos a escolha
da distribuicdo que representa a maior ignorancia possivel. A outra
escolha assume como certo informagdo que pode ndo ser verdadeira.
E melhor ndo saber do que achar que se sabe algo que estd errado 3.

Se vocé ainda insiste em escolher a outra distribui¢do, mesmo sem
poder oferecer a veracidade de Ip como argumento, serd por moti-
vos ndo racionais e esse método, por mais que vocé o ache interes-
sante, estard fora do alcance de nosso andlise. Talvez a escolha seja
por que vocé gostaria que Ip fosse verdade. Isso é ideologia, capricho
ou dogma e ndo nos interessa discutir agora.

O método que procuramos - seguindo Shannon - procura atribuir a
cada distribuicdo de probabilidade P(x;) uma medida da ignorincia que
essa distribui¢do representa sobre a variavel x.

Se soubermos, por exemplo, que x = 1 ndo temos nenhuma igno-

3 He who knows best knows how little
he knows. Thomas Jefferson
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rancia. Se ndo soubermos nada sobre x, a ndo ser que estd é uma varia-
vel que toma valores num conjunto discreto {x;} de n membros, entdo
por simetria, P(x;) = 1/n. Note que ndo é por simetria do sistema
fisico, mas porque a informacdo que temos nao distingue as diferentes
possibilidades i, que sdo simétricas quanto as preferéncias. Este é o
principio da razdo insuficiente de Laplace, que Boltzmann seguiu, e
que Jaynes discute de forma detalhada.

Muxima Entropia: Uma vez atribuida essa medida, que é chamada de
entropia, tomaremos a distribui¢do com o maior valor possivel dentre
aquelas que satisfazem as restri¢des da informacdo conhecida. Esta é a
distribuigdo mais incerta ou a que faz menos hipéteses e portanto estd
menos arriscada a fazer hipéteses incorretas.

Suponha que temos informacdo, na forma de um vinculo, no se-
guinte problema. I4="Uma moeda indestrutivel de trés lados (s =
—1,0 ou 1) foi jogada muitas vezes, batendo no ventilador que gira no
teto, e o valor médio 5 desse experimento é compativel com o valor 0.”

E razoével atribuir valores P(—1) = P(1) = 0 e P(0) = 1? Se
eu insistir que isso é razodvel, a pergunta que vocé fard é: “porque
foram eliminadas as possibilidades £1?” e ainda “o qué é que ele sabe
que eu nao sei?”. Simplesmente dizer que eu ndo gosto de 1 ndo é
argumento razodvel. A mesma coisa pode ser dito para a escolha de
outra distribui¢do. Porque esta e ndo aquela?

Como proceder? Procuramos um critério que dé a cada distribuicao
P(x), uma medida da falta de informagédo para determinar o valor de
x. Queremos um método geral. Em principio ndo sabemos se é possi-
vel tal método. Novamente usaremos a idéia que se um método geral
existe, entdo deve ser aplicdvel a casos particulares. Se tivermos um
numero suficientemente grande de casos pode ser que o método geral
se mostre incompativel com esse grande ntimero de casos particulares.
Se ndo fizermos a tentativa ndo saberemos. Olharemos a seguir o caso
de varidveis discretas. O de varidveis continuas serd feito posterior-
mente. Obteremos um método para atribuir probabilidades, ntiimeros
que caracterizam asser¢des com base em informacdes que é conhecido
por Maxima Entropia. Este durante muito tempo deu a impressao que
estamos frente a um método independente do teorema de Bayes. En-
quanto inferéncia usando Bayes leva de uma distribui¢do a priori para
uma posterior, o método de inferéncia baseado em entropia, proposto
por Jaynes, seguindo Boltzmann, Gibbs e Shannon, pareceria atribuir
probabilidades, e ndo atualizar probabilidades ante a disponibilidade
de nova informacao. Isto foi esclarecido posteriormente (ver AC), os
dois métodos levam de um a priori para uma posterior. O problema
surge devido a que a forma original de Jaynes levava de uma distribui-
¢do a priori particular, a uniforme obtida por razdo insuficiente, para a
posterior.
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Quais sdo os casos particulares que devemos adotar para este pro-
grama? A medida HI[P], a entropia, deve satisfazer, em primeiro lugar
a transitividade, pois queremos escolher uma distribuicdo como sendo
mais preferivel que outra e se P; é preferida ante P, que por sua vez é
preferida ante P3, entdo P; devera ser preferida ante P;. Satisfazemos
isto impondo que

® (S. 1) A cada distribuicdo de probabilidades associamos um nimero
real H[P]

E tdo razoavel que é até dificil imaginar ante que criticas deveriamos
defender este ‘caso particular’. H[P] é uma funcdo de todo o conjunto
de valores {p;}. Para varidveis X que tomam valores reais, a entropia
serd um funcional da densidade p(x). Isto ¢, a cada fungdo p(x) serd
atribuido um ntimero.

No caso particular em que a informagdo é simétrica ante troca dos
rétulos i, teremos P(x;) = 1/n. Neste caso, por simplicidade notacio-
nal denotamos H[1/n,1/n,..,1/n] = F(n). Suponha que temos dois
problemas. No primeiro n = 2 e no segundo n = 10000. Quanta in-
formacao falta em cada problema para determinar o valor de x? Néo
sabemos, mas é razodvel supor que no segundo caso falta mais. Logo,
a medida que buscamos deve satisfazer

® (S.2) F(n) é uma fungéo crescente de n.

Um terceiro tipo de caso particular onde sabemos algo, ou achamos
que se ndo fosse assim, algo estranho estaria acontencendo , é nosso
velho amigo:

® (5. 3) Se ha mais de uma forma de analizar uma situagéo, todas
devem dar o mesmo resultado.

Isto ainda ndo é suficiente e é preciso colocar uma condigdo que é
menos 6bvia e que diz respeito as possiveis maneiras de analisar a in-
certeza frente a diferentes agrupamentos dos estados. Suponha que x
possa ter n valores possiveis. As probabilidades p; deverdo ser atri-
buidas. Seja {1y} um conjunto de niimeros inteiros positivos tal que
2?21 mg = n e que denotam o tamanho de agrupamentos de estados
de x. Escolha o conjunto de valores {1y} e mantenha-o fixo durante
a andlise. Depois esolheremos outro conjunto e o manteremos fixo
novamente. A probabilidade de que x tenha um valor dentro de um
agrupamento g € Py = ). pi. Se for dado que estd no grupo g, a
probabilidade que esteja no estado i é p(ilg) = 1%. A incerteza asso-
ciada a varidvel x pode ser medida em dois passos, o primeiro passo
mede a incerteza de estar em um dos agrupamentos g, chamemos Hg
esta entropia e o segundo, uma vez que estd em g, sobre o estado i em
particular esta entropia serd chamada Hy.
A dltima imposi¢do, que chamaremos de
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® (S. 4) aditividade sob agrupamento,

diz que a entropia dos dois passos é aditiva e portanto serd Hg +
Z?zl PoHg que € a entropia do primeiro passo mais a média das en-
tropias da incerteza associada a cada agrupamento g.

Isto e a consisténcia do item (3) nos da

N
Hlpi] = Hg[Pg] + legHg[P(ilgH )
o=

Que isto é suficiente para determinar a forma funcional da entro-
pia, serd provado a seguir e serd feito em dois passos, para cada um
fazemos um dos dois tipos de agrupamento mencionados acima.

(Passo I) Comegamos analisando o caso particular em que a infor-
magcao é simétrica para todos os estados i e os agrupamentos sdo do
mesmo tamanho mgy = m = n/N para todos os N agrupamentos g.
Entdo: p; =1/n,P; =1/Nep(ilg) = N/n=1/m

N
H[1/n..1/n] = Hg[1/N,..,1/N]+ }_ %Hg[l/m,...l/m] (1)
g=1

como todos os termos lidam com entropias de distribui¢des uniformes,
podemos introduzir a fungdo monotdnica desconhecida F:
N1
F(n) = F(N) + ), F(m) )

= N

e, dado que n = mN, obtemos a equagdo funcional:
F(mN) = F(N) 4 F(m) (6)
A solugdo 6bvia é dada por
F(n) = klogn. 7)

Mas esta solugdo ndo é tnica a ndo ser que usemos o fato que F(n)
é monotodnica pela imposicdo (2). A constante k ndo é muito impor-
tante neste estdgio pois mede a escala das unidades, mudangas de k
equivalem a mudangas na base do logaritmo que néo alteram em nada
a ordem de preferéncias de uma distribuicdo sobre outra. Mais para
a frente veremos dentro da Mecénica Estatistica, que tais mudangas
equivalem a mudangas na escolha da escala de temperatura e nesse
contexto poderd ser interpretada como kp a constante de Boltzmann.
(Passo II) Ainda ndo obtivemos a forma de H no caso geral. Passa-
mos a analizar o caso em que os tamanhos dos agrupamentos 7, sdo
arbitrérios, salvo o fato Z?Zl me = n, mas ainda temos que p; = 1/n
¢ uniforme. Temos entdo que a probabilidade P, = my/n é arbitraria,
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mas a probabilidade condicional dentro de cada grupo é uniforme:

p(ilg) = 1/mg

N
H[1/n,..,1/n] = Hg[Pg] + Y_ PeHg[1/my, ..., 1/myg] 8)
g=1

e substituimos a entropia da distribuigdo uniforme:

F(n) = Hg[Py] +leg p(ilg)), )
g§=

entdo a entropia da distribuigdo de probabilidades arbitraria Py € dada
por

N
Hg[Pg] = F(n Z (10)
Introduzimos um 1 através de 1 = 2?21 Py, substituimos F(n) =
klogn
N N
Hg[Pe] = () Po)klogn —k Y Pglog(my) (11)
g=1 g=1
Hg[P] = —k Z P log(mg/n) (12)
g=1
e finalmente N
HolPy] = —k 3 P log(Py) 3
g=1

que é a forma da entropia de Shannon, mas pode ser chamada de
entropia de Y, onde Y é um subconjunto de nomes extraidos de {
Shannon, Wienner, Boltzmann, Gibbs, Jaynes }, o que torna a vida dos
historiadores da ciéncia mais interessante.

Deve ficar claro que ndo ha nenhuma controvérsia quanto a uti-
lidade deste formalismo. No entanto hd muita controvérsia sobre a
interpretacdo desta férmula em geral, da necessidade dos axiomas, da
suficiéncia, de se 0 nome de Boltzmann e Gibbs, associado a entropia
termodindmica deveria ser associado neste ponto a esta forma. Ha
também discussdes atuais sobre o efeito acarretado pela mudanga de
um ou outro dos casos particulares que usamos. Sobre se estes deve-
riam ser chamados de axiomas 4. Sobre como generalizar isto para o
caso em que as varidveis x tomam valores em intervalos reais. Nesse
caso a idéia de uniformidade fica relativa a escolha do sistema de co-
ordenadas. A teoria fica muito mais interessante e a invaridncia antes
transformacgdes gerais de coordenadas leva as discussdes para o con-
texto da geometria diferencial.

A contribuigdo de Boltzmann e Gibbs serd brevemente discutida no
resto do capitulo e ndo entraria aqui em um par de pardgrafos. De

4Vocé pode perceber isso na exposicdo
acima. Afinal procuramos fazer andlise
de casos onde ndo ha informagdo com-
pleta para que dedugdes sejam possiveis.
Os axiomas sdo tteis para dedugdes ndo
para inferéncias.
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Shannon e Wienner vem a idéia de discutir informacdo do ponto de
vista de volume, quantidade com o objetivo de entender limitacdes
para a transmissdo em canais de comunicagdo. Como codificar uma
mensagem, comprimindo-a e como, no outro lado do canal de comu-
nicagdo, reobté-la. Nao foi discutida a qualidade da informacéo ou a
utilidade da informagdo: se fosse, toda a teoria ndo teria utilidade para
descrever por exemplo meios como a televisdo.... Isto ndo é totalmente
piada. Se olharmos uma madquina de processamento de informacao,
como por exemplo um sistema nervoso de um animal, o conceito do
valor da informagdo toma uma posi¢do muito mais central. Ha van-
tagens evolutivas em realizar inferéncia de uma forma frente a outra.
Mais sobre tudo isso em aulas posteriores.

Uma contribuigdo importante de Jaynes foi a percep¢do que a ma-
ximizagdo da entropia sujeita aos vinculos da informacéo leva a um
método fundamental de indugdo, chamado por ele de MaxEnt. Outros
nomes estdo associados a extensdo de idéias de entropia como método
indutivo fundamental >. Em particular tem se conseguido nos tulti- 5ver A.C
mos anos uma formulagdo muito mais satisfatéria e menos ad hoc dos
principios por trds deste método.

A generalizagdo do método de méxima entropia para inferéncia em
problemas com varidveis em variedades continuas leva a que o método
ndo é tanto para a atribuicdo de ntimeros mas de uma atualizagdo
frente a chegada de nova informagédo. De novo aparece uma densidade
de probabilidades a priori po(x) que era o melhor que podia ser feito
antes de levar em conta a nova informagdo. A nova densidade de
probabilidades P(x) serd determinada pelo maximo do funcional

P(x)
po(x)

sujeito aos vinculos impostos pela nova informagdo. A histéria desta

Ho[Plpo] = —k [ dP(x)log(--22) (1)

entropia também é extensa. Uma mostra disto é que recebe varios
nomes: entropia cruzada, (menos) distancia (ou ntimero) de Kullback-
Leibler. Ndo é uma distancia, pois por exemplo nao é simétrica. No
entanto se P e pg estiverem “muito perto” entdo sim poderemos intro-
duzir uma distancia entre densidades de probabilidade e a partir de ai
um tensor métrico e uma geometria.

Exemplos

O problema variacional: varidveis discretas

Seja dado que a varidvel x toma um entre n valores e temos a informa-
¢do que o valor médio de x é conhecido e dado por < x >= y. Qual
é a distribuicdo de probabilidades de x que reflete a informacado que
temos e faz o menor ntimero de hipéteses adicionais?
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Queremos encontrar {P;} que maximize H[P] sujeito a
Yp =1 (15)
Y 5P = u (16)

Introduzimos os vinculos através dos multiplicadores de Lagrange.
Procuramos o maximo de

H[P] — AM{) xiP — u} — Ao{)_ P — 1} (17)

entdo olhamos para o seguinte problema variacional (tomamos a liber-
dade de fazer k = 1):

6 [=) PilogPi— A{) xiPi—u} —Ao{) P, =1} =0 (18)

O que significa o simbolo §? Fazemos mudangas P; — P; + 0P;, tra-
tamos as variagdes JP; como independentes , e finalmente escolhemos
os multiplicadores de Lagrange para que os vinculos sejam satisfeitos.
Temos trés termos que olharemos separadamente:

(1) 6H[P] = H[P + 6P] — H[P] = — ZéPi[log Pi+1] (19)
(2) S(=M{y_xiPi—pu}) = =M1} xidP; (20)
(3) 5(—/\0{2131' -1} =-A 2(5131‘ (21)

Juntando os trés termos:

—Y 6P {logP; + 1+ A1x;+ Ao} =0 (22)
i

Mas fazemos as variagdes JP; independentes entre si, de tal forma que
se a soma na equagdo acima for zero, o serd termo a termo:

logP; +14+A1x;+A9 =0 (23)

e segue que
Pi = 6_1_/\0_/\1xi (24)

Os vinculos determinam os multiplicadores de Lagrange. Definimos
Z, que serd uma grandeza central em todo desenvolvimento futuro,
Z = et , que fica determinado pelo vinculo da normalizagao:

Z =Y e M (25)
i

A seguir notamos uma utilidade de Z, chamada de fungéo de particéo:

dlogZ 1 L —Mix
7 Z;xle (26)

10
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de onde segue que o valor esperado de X é dado por

_ dlogZ
<x>=-— i (27)

Esta é uma equagdo para Aq, dado que o resto é conhecido: os valores
x; que a varidvel X pode tomar, o o seu valor médio, que é o vinculo
imposto nas distribui¢des P(x).

Exemplo: Varidvel de dois estados

Uma varidvel bindria de Bernoulli tem dois valores possiveis. A infor-
magdo disponivel ndo permite distinguir entre os dois estados. Qual
é a distribui¢do de probabilidade P(x)? Ja sabemos a resposta pelo
principio de razdo insuficiente de Laplace. E pelo método de méxima
entropia? Fazemos a variacdo da entropia, sujeita ao tinico vinculo de
normalizagio:

§[—Y PlogP —Ap{)_Pi—1}] =0 (28)

o que leva a log P; = 1+ A note que o resultado é que a probabilidade
é independente do estado i, como esperado. Escolhendo o multipli-
cador de Lagrange, temos a resposta P} = P, = 1/2. (Vocé precisou
fazer a conta?).

Se o vinculo P; + P, = 1 for explicitamente introduzido na expres-
sdo da entropia, teremos , fazendo Py =pe b =1—p

H(p) = —plogp — (1 —p)log(1 - p) (29)

Desenhe a funcdo e verifique que o méximo estd em p = 1/2. Note
que lim,, o+ plogp =0 e lim, ,;-(1—p)log(l—p) =0.

Nao ha muito o que fazer se for dada informacao do tipo “o valor
de < x >= m “, pois ndo hd mais que uma distribuicdo que satisfaz o
vinculo.

3 estados

Suponha que seja dado “X toma valores 0, 1 ou 2 e o valor médio de

x, é conhecido: < x >= m”. Determine a distribuicdo de maxima

entropia compativel com o vinculo. Faca o problema. Resultado
e—)lel'

p; Z00) (30)

com A; determinado pela eq. 27 e Z pela eq. 25 . Portanto, chamando
u=exp(—»\1),
Z=1+u+u? (31)

11



TEORIA: SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DE INFORMA(;AO 12

e .
ul
P=—
it utu? (32)
_ u + 2u?
14 u+u?
W (m—2)+u(m—1)+m=0 (33)

L= 1—mEvém—3m2+1
N 2(m —2)

A equagdo 33 tem duas raizes. Discuta a escolha da solugdo correta.

(34)

A figura 1 mostra o valor méximo da entropia H como fungdo de m, e
do lado esquerdo as probabilidades. Note que para o grafico de H[P]
deveria ser desenhado num espaco tridimensional (bidimensional se
o vinculo da normalizacédo for incluido). Mas desenhamos o valor do
méximo de H[P| que é fungdo de um tnico pardmetro.

Varidveis reais: a gaussiana

Queremos encontrar P(x) que maximize H[P] sujeito & informagéo I

/P(x)dx =1
/xP(x)dx = u
/x2P(x)dx = ?+u? (35)

Isto é, qual é a densidade de probabilidade que devemos atribuir a
uma varidvel quando sabemos que a sua média e varidncia tem valor
finito dado? Novamente introduzimos os vinculos através dos multi-
plicadores de Lagrange. Procuramos o maximo de “H|[p]|+ vinculos”,
através do seguinte problema variacional:

k) {— J dxP(x) log(;;((?) + Ao{ [ P(x)dx —1}+ (36)

M{J xP(x)dx =} +Aa{ [ ¥P(x)dx 02— p2}] =0 (37)

O diferenca importante com relagdo ao caso de variaveis discretas é
que aparece a distribui¢do pp. Supomos que neste caso o problema
fisico é tal que quando descrito usando a varidvel x, antes de levar em
consideragio a informacdo I ® nao temos nenhuma preferéncia, ou seja
tomamos pg como constante, que pode ser esquecida. Novamente fa-
zemos mudancgas P — P + 0P, tratando as variagdes dP(x) para valores
de x diferentes, como independentes ,

{1+1og P(x) + Ag + Ayx + Ax?} 6P(x) =0, (38)

YT I

| [ — Entropia : sem vinculos - — 0

Figura 1: Esquerda: Méximo da entro-
pia como fun¢do da média m. Direita: as
probabilidades pg, p1 e p» que maximi-
zam a entropia de Shannon como fungao
da informagdo < x >= m.

¢Ou seja voltamos a entropia de Shan-
non. O que significa uma distribuigao
uniforme no eixo real inteiro? Veja Jef-
freys para priors ndo normalizaveis.
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lembrando que as variagdes sdo independentes, o termo entre chaves
dever ser igual a zero, o que leva novamente a uma forma exponencial

P(.X') — el*/\o*)\le/\zxz (39)

Agora escolhemos os multiplicadores de Lagrange para que os vincu-
los sejam satisfeitos. Use [~ exp(—y?/2)dy/+/27t = 1, as proprieda-
des das integrais ante mudancas de varidveis e mostre que

1 (x—p?

P(x) = —=e 272 (40)

O resultado é distribuigdo gaussiana. Vemos um dos motivos da uti-
lidade de distribui¢des gaussianas em tantos lugares em andlise de
dados: se s6 soubermos os valores finitos da média e da variancia,
entdo o uso de uma gaussiana é forgada por maxima entropia, qual-
quer outra distribuigdo significaria o uso implicito de informacdo nao
conhecida.

Exemplo: Bayes e Mdxima Entropia

Foram feitas N medidas da varidvel Y para diferentes valores da varia-

vel de controle X, o que constitui o conjunto de dados D = {(x;,y;}i—1,.N-

Supomos uma lei de Y em fungdo de X, mas desconhecemos o para-
metro 6:

y=folx)
e sabemos que ha erros na medida dos valores de Y,que supomos

independentes uns dos outros. Supomos ainda que as medidas de X
ndo tém erros:

yi = fo(xi) +1; (41)
Sabemos, pelo estudo do aparelho de medida, que a varidncia de 7 é
finita e que nao hd desvios sistemdticos: < 7 >=0e < 52 >= 02 <
c0. Supomos que temos um conhecimento prévio de 6 codificado na
distribuigdo a priori: py(6), logo, pelo teorema de Bayes determinamos

P(OI(r i}, 1) = PP D, 2

Qual é a expressdo para a verossimilhanga P({y;}|0, {x;},I)?

Note por indepéndencia que deve ser o produto [T; P(y;|6,x;,I),
logo s6 devemos nés preocupar com um termo.

Se ndo houvesse ruido 7 :

P(y;l0,x;, 1) = 6(yi — fo(xi))

Devido a equagdo 41 podemos ver que

P(y;|6,x;,I) = P(n)

13
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Dada a informagdo que temos, qual é P(#)?

Este é um caso para o método de maxima entropia. A distribuicdo
que surge é a gaussiana e se o tivessemos dito desde o comego, poucos
iriam reclamar.

Conclua o problema supondo que na regido de relevancia de 6 a
distribuigdo a prior P(#) é uniforme. Obtenha entdo a posterior. Se
olharmos para o valor 6j; que maximiza a posterior , neste caso a
verossimilhanga, teremos uma estimativa de Mdxima Verossimilhanga.
Neste caso é o resultado de Minimos Quadrados.

Entropia e convexidade

A divergéncia de Kullback-Leibler ou entropia cruzada entre duas dis-
tribuicdes de probabilidade que sdo ndo nulas no conjunto de n estados
{i} é definida por
Klplq] = ZPiIOg% (43)
i 1

Se considerarmos g; = 1/n a distribui¢do uniforme, termos

Kiplq) = }_pilog(np;), (44)

Klplg] = logn — Hlpi], (45)
Um ndmero notével de resultados pode ser obtido a partir de conside-
ragdes de convexidade do logaritmo, que leva por exemplo a

logx <x—1, (46)

e que pode ser facilmente visto do gréfico das duas fun¢des. Mas ver
o grafico ndo é suficiente, prove este resultado. A igualdade s6 ocorre
se x = 1. A equagdo 46 usada na forma de H|[p] leva a

Hlp] = =} pilog(pi),
> =) pilpi—1)
> 1-Ypi >0, 47)

que a entropia é ndo negativa. S6 serd nula se ) ; pl-z =1, o que s6 pode
ocorrer se p; = 0 para todo i exceto para um estado, e.g. i, para o qual
pir =1, ou seja temos informagdo completa que o valor de X é x;.

14
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Se usarmos a mesma cota na expressdo de K[p|q] obteremos

1
Kplq] = —Zpilognfpi,
1
> Y p(——1
z LG
1
> Z;—ZPZ:O, (48)
1 1

com a igualdade ocorrendo somente se p; = g;. Juntando as duas cotas
com a relagdo entre K e H, equacdo 45, temos que

0 < H[p] <logn, (49)

com a igualdade a esquerda ocorrendo quando temos informagéo com-
pleta sobre X e a direita quando a informagdo é simétrica com respeito
aos n estados.

Independéncia

Anteriormente vimos que a regra para andlise do produto 16gico ou
conjuncdo em fungdo das probabilidades de asser¢des mais simples é

P(X,Y|I) = P(X|YI)P(Y]I). (50)

Suponha o caso em que a informagdo sobre Y ndo diz nada sobre X,
isto é, sob a informagdo I, saber algo sobre Y ndo muda nada sobre as
probabilidades que atribuimos a X , isto é X é independente de Y, ou
seja P(X|YI) = P(X|I) . E trivial mostrar que entdo P(Y|XI) = P(Y|I)
e que P(X,Y|I) = P(X|I)P(Y|I) a probabilidade conjunta se fatoriza.
E interessante considerar K[P(X,Y|I)|P(X|I)P(Y|I) que esta relacio-
nada a diferenca de informacdo que temos quando temos a probabi-
lidade conjunta e as marginais, P(X|I) = Yy P(X,Y|I) e P(Y|I) =
Lx P(X,Y[I).

P(X,Y|I)

KIPX YIDIPXIDP(YID] = 3 P(X,YID)log 5rampny

= —H[P(X,Y|I)] + Y P(X,Y|I)log P(X|I)+ Y P(X,Y|I)log P(Y|I)

= —H[P(X,Y|I)] + H[P(X|I)]+ H[P(Y|I)]
e como K > 0 obtemos que
HI[P(X,Y[I)] < H[P(X|D)] + H[P(Y|I)]. (52)

A equacgdo 51 mostra que K[P(X, Y|I)|P(X|I)P(Y|I)] mede a diferenga
entre a informacéo que falta se s6 olharmos para X e Y separadamente
ou conjuntamente. A equacdo 52, que mostra a propriedade chamada

(51)

15
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de subaditividade, mostra que a informacao que falta quando as varia-
veis sdo analisadas conjuntamente é menor ou igual que quando o sdo
em separado. A ndo ser que as varidveis sejam independentes a ana-
lise da distribui¢do conjunta incorpora mais informagéo ou seja, falta
menos informacao.

Exercicio sobre independéncia: Varidveis Gaussianas correlacionadas

Considere a densidade conjunta de probabilidades de X e Y que to-
mam valores no eixo real x e y:

1

1
P(x, = - e201-?)
(v yle) = S —= —

2_2 + 2)
(x*—2pxy+y . (53)

O parametro p estd entre 0 e 1 e no que resta do exercicio todas as
probabilidads serdo condicionadas a conhecimento de p que nédo serd
escrito explicitamente.

Calcule as distribui¢des marginais P(x) e P(y), e.g. integrando
P(x) = [dyP(x,y). Mostre que sdo gaussianas com média nula e
varidncia 1.

Encontre a distribuigdo condicional P(x|y) (use o teorema de Bayes).

Calcule a entropia das marginais (gaussiana univariadas (sic)) Cal-
cule a entropia da distribui¢do conjunta (gaussiana multivariada )

Discuta o significado de p como (A) correlagdo entre X e Y, (comece
calculando < xy >) e (B) como medida da diferenca de informagao
que temos nos seguintes dois casos: (a) dado P(x,y) e (b) dados P(x)
e P(y).

Use a sua linguagem preferida e trace as curvas de nivel da distri-
buicdo conjunta para diferentes valores de p para mais uma forma de
entender o papel de p.

Aqui acaba este exercicio. O que segue é mais dificil, pode ser pu-
lado, ou deixado até que seja dicutido quando estudarmos o problema
de aprendizagem de méquinas usando idéias de mecanica estatistica.
Suponha que é dado o valor do sinal de y, i.e oy = sinal(y). Calcule
P(ox|oy).

Suponha que queremos usar oy como estimador de c;,. Calcule
como funcdo de p a probabilidade ¢, de fazer um erro , i.e. de er-

rar o sinal de Y quando o sinal de X é usado no seu lugar ou que
1
I
facil de entender se fizermos um desenho. Trace duas linhas &y e ¢y

os sinais de X e Y sejam diferentes. A resposta e, = - arccos p. Fica
que fazem um angulo 6. Trace dois vetores perpendiculares ‘as linhas
v e E Também fazem um angulo 6. Escolha uma dire¢do qualquer,
desenhe um vetor S do ponto de cruzamento nessa direcdo. A per-
gunta é qual é a probabilidade que a projegdo desse vetor nas duas
perpendiculares tenha o mesmo sinal. A resposta é 260/27. Generalize
o desenho par N dimensdes. A resposta (deve ser provado) continua

16
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sendo 6/7. Note que 6 estd relacionado ao produto escalar entre os
dois vetores perpendlculares aos (hiper-)planos N — 1 dimensionais.
Portanto 6 = arccos ]x ]y E uma consequenc1a do teorema do limite
central que as proje¢des x = Ju.Se y = ]y.S sdo varidveis cuja distri-
buicdo conjunta é dada por 53.

O discutido neste exemplo é extremamente 1til em problemas de
aprendizagem de maquina, onde queremos aprender uma direcdo des-
conhecida ]; s6 com informagéo sobre 0y. O que se faz é construir uma
aproximacédo Jra partir de oy para varios exemplos S . Isto é, a ma-
quina aprende e a medida da qualidade da aprendizagem, P(ox|cy)
é chamado de erro de generalizagdo, que cai quanto maior for a cor-

relagdo p. Sobre isto, muito mais serd dito em capitulos posteriores
7

Caso Geral para informagdo sobre valores esperados
Em geral podemos incluir varios vinculos

< gk(x) >= Gy, (54)

com k = 1..K e chamando 1 = gp, o problema variacional sera

ZPlOgP—ZAk{ng )P —p}| =0 (55)

que leva a
K
—Z(SPi{logPi+l+ ZAkgk(xi)} =0 (56)
i k=0
Como anteriormente, as varia¢des sdo independentes e cada termo
entre chaves é nulo, o que leva a

¢ et Mgk (xi)

P = ~ (57)

onde a fungdo de particdo Z = exp(—1 — Ag) toma a forma
Z=Ye Thoq Mg (%) (58)

para satisfazer a normalizagdo. Os multiplicadores de Lagrange rema-
nescentes poderdo ser calculados usando

o dlogZ
< gk >= Gy = ( Fye >/\“i7£k (59)

exercicio Mostre o resultado acima.
As equagdes acima formam um conjunto de equacdes néo lineares
que determinam os valores de {Ax} se os G forem conhecidos. No

7 Mas nao neste curso introdutério.

17
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entanto nos da ainda mais. Suponha que os valores de Gy ndo sejam
conhecidos, mas que s6 tenhamos o conhecimento que se os soubes-
semos teriamos determinado uma distribui¢do adequada para algum
fim. Isso significa que se, em vez de Gy tivessemos acesso aos valores
dos {Ax}, entdo poderiamos calcular os Gy, e outros valores esperados
de interesse tedrico e experimental. Isto serd possivel quando tiver-
mos uma interpretagdo quanto ao significado do As. Isto serd possivel
quando for feita a conexdo com a termodindmica. O valor maximo
da entropia de Shannon serd identificada com a entropia termodina-
mica de Clausius e o multiplicador de Lagrange associado a energia
do sistema terd as propriedades do inverso da temperatura. O fato
que ndo sabemos o valor esperado da energia em nada nos atrapalha,
mas indica que a temperatura é uma quantidade ttil e seu conheci-
mento, adquirido através de mais uma medida serve para determinar,
junto com outros parametros (e.g. volume, ntimero de particulas) o
estado de equilibrio que pode de forma robusta ser estudado em dife-
rentes laboratérios. Para poder fazer esta ligagdo precisamos ver mais
algumas propriedades da distribui¢do de méaxima entropia.

Conexio com a Termodindmica: estrutura matemdtica

Transformagoes de Legendre

Denote o maximo da entropia de Shannon por S. Este valor foi encon-
trado a partir da informacdo dada, portanto é uma funcéo dela, ou seja
do conjunto {Gy}. Substituindo o valor da probabilidade que maxi-

exp(— Y g Megi)
Z

miza H mais vinculos, p; = na forma H = —)_p;logp;

obtemos
K
S(G1,Gy,..Gx) =log Z(A1, Az, ..., A3) + Y AkGy (60)
k=1

Este resultado é importante porque mostra a relagdo anéloga a relagdo
termodindmica S = — 5 —|— T , ou mais comumente escritacom F = E —
TS. Na forma geral, mostra como podemos passar de uma descrigdo
em termos do conjunto de varidveis { Gy} para o conjunto {A;} .

Considerando uma pequena variagdo dos valores Gi , a partir do
resultado acima podemos mostrar que:

E)S(Gl, Gz, alogZ a/\

3G; Za/\]aGZ

I

Gi + Ai (61)

Usando a equacdo 59, obtemos finalmente que

35(G1,Ga, ...Gx)

Ai = 3G;

(62)

18



TEORIA: SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DE INFORMA(;AO 19

Um caso particular desta relagéo é % = (%)V,N que veremos na se¢ao
7.

Os resultados 60 e 62 mostram como podemos descrever o sistema
em termos dos Gis ou dos Ags, ou seja S({Gy} e log Z({Ax}) sdo obti-
dos um do outro através de uma transformada de Legendre.

exercicio Suponha K = 1 e < g1 >= E, a energia de um sistema com
graus de liberdade X e estados {x;} e Hamiltoniano g;. (A) Mostre
que F = E—-TS,onde F = —TlogZ e T = 1/A;. (B) Mostre que
7= (v

Este exercicio mostra a utilidade de tudo isto para a termodinamica.
Mas ainda ha muita fisica para explicar. Neste ponto deve ser enten-
dido como um exercicio formal.

Relagdes de Maxwell

Podemos continuar estudando as derivadas parciais superiores e ob-
ter a estrutura das relacdes de Maxwell. Olhemos para as segundas
derivadas, a partir das derivadas da equacédo 62:

I\ 3*S(Gy, Gy, .Gx) _ 9*S(Gy, Gy, .G) _ 9Aj 63)
G, 9G:aG; - 9G,2G; = 3G, 3

e da equagdo 59
aGki_azlogziﬁ 64)
N, oAaA | oA 4

Aqui é interessante fazer uma pausa e relembrar a enorme varie-

dade de resultados de interesse experimental que seguem das relagdes
de Maxwell (e.g. Callen). Do ponto de vista matemdtico ndo pas-
sam da hipétese que as derivadas mistas sdo continuas, essencialmente
uma trivialidade. Do ponto de vista fisico, justificam a teoria e a esco-
lha dos graus de liberdade {x;} e a energia para descrever o equilibrio
termodindmico do sistema.

Suponha que para um dado sistema as predic¢des falhem no campo
experimental. O que fazer? Podemos jogar fora o método de méxima
entropia ou podemos pensar que talvez nos tenhamos enganado ao
escolher os graus de liberdade para descrever o problema, escolher de
outra forma e comecar a calcular novamente para comparar com os
resultados experimentais. Historicamente ha precedentes importantes
que nos levam a pensar na segunda possibilidade com grande aten-
¢do. Afinal foi a falta de concordancia entre a termodindmica obtida
da Mecanica Estatistica de Gibbs e Boltzmann, com seus métodos si-
milares ao exposto acima, calculada a partir da Mecéanica Cléssica e o

Eletromagnetismo Cléssico 8

e a experiéncia (e.g. corpo negro, calor
especifico de s6lidos a baixas temperaturas), que levou as primeiras

idéias da Mecanica Quantica. O que foi abandonado néo foi a forma

8 Na época ndo era necessario o adjetivo
classico.
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consistente de calcular, introduzida pela Mecanica Estatistica, mas a
forma errada de descrever os graus de liberdade da fisica cldssica. A
licdo disso é que se uma aplicacdo dos métodos entrépicos levarem a
problemas, ndo devemos jogar fora o método, mas desconfiar da ma-
neira como foi aplicado.

Suponha que jogamos com um dado comum que Gabriel ganhou
de brinde como lembrancinha de uma festa de aniversario. Suponha
que eu acredite que o dado tem sete faces e que a informagdo que te-
nho sobre elas seja simétrica. Espero que a probabilidade de cada uma
seja 1/7. Vocé acredita que eu terei sucesso no jogo? Por exemplo,
apostamos no seguinte jogo. Se sair, na préxima jogada do dado o
ndamero sete eu ganho, se sair o seis, perco. Se o resultado for outro
nimero, o dado é jogado novamente. Nao ha pior erro que a enu-
meracdo errada dos estados acessiveis ao sistema. Dados de um jogo
realizado mostram que eu perdi. Talvez seja hora de mudar minha ma-
neira de descrever os estados possiveis do dado. O Eletromagnetismo
Cléssico fez uma aposta semelhante e perdeu o jogo ao descrever o
espectro de cavidade do corpo negro. As mudangas necessarias, feitas
inicialmente por Planck comecaram a mostrar a maneira correta, que
finalmente levou a Mecanica Quéantica.

Conexdo com a Termodindmica: Micro e Macroestados

O uso de uma palavra num novo contexto requer que o proponente
justifique seu novo uso. Aparentemente von Neumann teria dito a
Shannon que poderia usar a palavra entropia para denotar a sua me-
dida de informacao por dois motivos. Primeiro porque a forma — Y p; log p;
aparece em trabalhos de Gibbs e também de Boltzmann e é efetiva-
mente uma entropia. Segundo, porque j4 que ninguém sabe exata-
mente o que é entropia, ndo seria possivel rebater o seu uso do nome.
O objetivo principal da Mecanica Estatistica é obter as propriedades
termodindmicas de sistemas fisicos. Aparentemente a primeira e mais
importante informacdo que devemos ter sobre o sistema se refere as
propriedades microscépicas e devemos entdo indagar sobre quais sdo
os constituintes microscopicos e como interagem, isto é, caracterizar
os graus de liberdade. Na linguagem da Mecéanica Estatistica, isto é
definir quais sdo os microestados do sistema. Por exemplo, “este sis-
tema esta feito de tal tipo de molécula”, “estas interagem entre si de
tal forma”. Por que parar em moléculas? Elas sdo feitas de atomos.
Devemos descrever as posi¢des dos dtomos. Deve ser necessdrio en-
tender e caracterizar os estados eletronicos. E os nticleos? Claro, sdo
feitos de néutrons, prétons. O estado do ntcleo é certamente infor-
macao microscépica e deve ser incorporada. Os quarks que formam
os nucleons, sdo eles microscépicos? Certamente e entdo devemos
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nos perguntar se a estrutura do quark também devera ser levada em
conta. Ai ha ddvidas. Em alguns modelos sdo fundamentais, em ou-
tros sdo compostos. Como decidir? A coisa estd ficando exagerada.
Esta discussdo levaria a pensar que iremos atribuir probabilidades a
microestados especificados pelos valores de

{ap}mor{artaom{ap}ee{aptnuc{ap}prot{ap}neur{ap} quanc{ap tgruon{ap}:
(65)
As escalas de energias em que os efeitos de cada tipo de estrutura se
faz sentir sdo muito diferentes. Se houver necessidade de uma especi-
ficacdo tdo detalhada dos graus de liberdade, ndo seria possivel obter a
termodindmica. Do ponto de vista histérico vemos que ndo seria pos-
sivel obter nenhum resultado no século 19, pois entdo o conhecimento
da estrutura da matéria estava longe do que é hoje. Também néo deve-
mos esperar nenhum resultado hoje, pois certamente o conhecimento
que temos é incompleto e deverd mudar. A especificacdo dos graus de
liberdade relevantes é o principal problema em Mecénica Estatistica,
pois ela determinara as perguntas que queremos responder e “nada
restringe tanto uma resposta como a prépria pergunta”. 9AC.

Devemos parar e comecar de novo. Qual é a pergunta que queremos
responder? A resposta inclui questdes como determinar quais sdo as
propriedades termodinamicas numa certa escala de temperatura. Ima-
ginemos duas caixas de paredes rigidas, impermeaveis e isolantes que
ndo permitem trocas de energia, também chamadas adiabéticas, com
volumes, niimero de moles e energia iguais em dois laboratérios di-
ferentes. Queremos caracterizar o estado dos sistemas de forma que
certas perguntas tenham a mesma resposta. A velocidade da particula
17 serd a mesma nas duas caixas? Certamente essa ndo é uma das
perguntas que queremos que tenham a mesma resposta. Queremos
saber por exemplo, o calor especifico ou quanta energia é necessaria
para elevar a temperatura de 14,5C até 15,5C de um grama de fluido.
Nao parece razodvel que seja necessario, nesse regime de temperatu-
ras, que os detalhes dos estados dos quarks tenham alguma influén-
cia. Devemos inclui-los, mesmo que ndo tenham importancia? Se a
resposta fosse sim como poderiamos justificar a inclusdo do descri-
¢do dos graus de liberdade que ainda ndo sabemos como descrever,
ou sera que ja sabemos tudo sobre a estrutura microscépica da maté-
ria? ou como foi que no século 19, sem saber nada sobre a estrutura
atémica foi possivel a obtengdo dos primeiros resultados?

Suponha que jogamos N moedas e queremos saber por exemplo o
nuimero de caras para cima. A resposta que vocé dard é baseada na
distribui¢ao binomial P(m|N) = N!/(m!(N — m)!p™gN="). Suponha
que agora é dada mais informacdo. Cada moeda tem um rosto, e para
cada moeda é dado em que dire¢do aponta o nariz. Temos dois graus
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de liberdade para cada moeda, um o valor de ¢ = %1, que indica se é
cara ou coroa. Qutro, a dire¢do do nariz, esté entre 6 e 6 + d6.

A probabilidade da ocorréncia de um dado resultado, para moedas
independentes é

P(O’l = +1,....U’N =-1, 91,..., QN) Hd@, = qu(Ql)P(GN)HdQZ
; .

C

Queremos a probabilidade que o niimero de caras seja m. Seja n

o de coroas. Entdio m+n = Nem —n = Y ;0; o que leva a m =
(N +Y;0;)/2. De acordo com o capitulo 2 esperamos que

P(m|N{p,q,P(0)}) = Y /]‘[deip(al,....aN,el,...,eN)z;m,<N+Zi(,i)/2
01,....0N i

NI .
7m!(N_m)!P’”qN " 67)

As moedas sdo claramente distinguiveis entre si. Mas P(m|N{p,q,P(6)})
tem fatoriais para eliminar a contagem de combinagdes mais de uma
vez. Isto ndo indica que as moedas sdo idénticas? A pergunta que que-
remos responder, sobre estados de } ;_; 5 0; € independente do valor
de 0 e a distinguibilidade (?) das moedas é irrelevante. °. Qual é a
entropia que devemos atribuir a esse sistema? A resposta, — ) p; log p;
depende explicitamente do que chamamos de estado i. Se as pergun-
tas que quisermos responder nédo tratam de 6, entdo duas moedas com
mesmo valor de ¢ sdo indistinguiveis.

A licdo do paragrafo anterior estd em que a resposta depende da
pergunta. O tipo de pergunta feita determina quais sdo os graus de
liberdade que devem ser usados para descrever o sistema. O leitor
terd percebido que se perguntarmos sobre m, nem o valor de § nem
o estado eletronico do material que compde a moeda, que tinhamos
esquecido de considerar, interessa. E comum neste ponto introduzir a
nogdo de microestado, embora fique claro que sua definigdo é um tanto
quanto vaga. Um microestado das moedas poderia ser descrito pelos
valoresde {(0;,07)}i—1 N se as perguntas que queremos responder tem
algoa ver com a orientagdo dos marizes. Pode ser que haja um campo
magnético e os narizes tendam a apontar em alguma direcéo privilegi-
ada. Mas o microestado que nés interessa quando queremos respon-
der sobre o ntimero total de caras é determinado simplesmente por
{oi}iz1,N. A probabilidade do microestado de interesse P({c;)}i—1n)
é obtida por marginalizacado dos 0;

P({oikizanlD) = [ TTa0:P({(61,0) himanlD) (68)

e também por marginalizacdo de outras varidveis irrelevantes para a
pergunta presente. Este um tipo de agrupamento: todos os valores de

' As moedas sdo distintas mas sdo tra-
tadas de forma que mostra que nao faz
diferenga se a moeda que tem 0 = 1 tem
um nariz que aponta numa ou outra di-
recdo Voltaremos a falar destas moedas
ao discutir gases quanticos
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f sdo agrupados e a probabilidade total do estado é obtido pela soma
dos elementos do grupo.

Toda vez que falamos num microestado tomamos como ébvio que
as variéveis em escalas menores foram agrupadas. E dificil exagerar a
importancia desta idéia, se ndo fosse assim ndo haveria como falar de
nenhum sistema, pois ndo seriamos capazes de acabar com a sequéncia
de escalas de forma satisfatoria.

O estado descrito por P(m|N) chamamos de macroestado, mas este
também depende da pergunta que fazemos. Pode ser que hajam agru-
pamentos intermedidrios que podem ser chamados de mesoestados.

O que vai definir o que chamamos de macroestado é a pergunta que
queremos responder. Perguntas em fisica sdo experiéncias. O macro-
estado é escolhido pelo arranjo experimental que inclui fixar alguns
parametros e a medida de outros. No mesmo sistema podemos mu-
dar o que é fixo e o que se mede. A informacdo que usaremos para
determinar as probabilidades é o préprio valor das quantidades que
sdo fixas pelo experimental durante a experiéncia.

Conexio com a Termodindmica: Fisica

O Ensemble Microcandnico

A importancia do conceito de energia é devida a sua conservacdo. O
célebre teorema de Noether mostra a relagdo entre simetrias e leis de
conservacdo. Se sob certas condicOes o sistema tem uma simetria con-
tinua, concluimos que numa experiéncia realizada nessas condigdes
haverd uma quantidade conservada. Suponha um sistema isolado de
tal maneira que as propriedades sdo invariantes antes translagoes tem-
porais, a energia serd conservada. A preparagdo do arranjo experimen-
tal é feita com o objetivo de responder certas perguntas. Isso define o
macroestado. Pode ser que ndo saibamos como fixd-lo, mas essencial-
mente esse é o objetivo de nosso estudo, encontrar quais as condi¢des
exprimentais, ou quais os vinculos impostos ao sistema , para que o
o macroestado seja um macroestado especifico. O problema consiste
agora em descrever de forma correta os microestados. Mas o que é
um microestado? Suponhamos que o experimento serd feito numa
certa regido de energias e que nessa faixa os graus de liberdade rele-
vantes sejam descritos por {g;, p;} e que a dindmica, seja em termos
dessas variaveis relevantes, descrita por um Hamiltoniano H(g;, p;).
Suponhamos entdo para ser especificos que colocamos o sistema em
condi¢des que sua energia é E fixa. Fixar E num valor determinado
é muito dificil experimentalmente. Talvez seja melhor dizer que sua
energia é fixa entre E e E + JE. Para alguns sistemas, fluidos simples,
é também necessario fixar o nimero de particulas N e o volume do
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sistema V. Devemos caracterizar os microestados, por exemplo deter-
minar se nimero. Mas o que é um microestado? Suponhamos que
o experimento serd feito numa certa regido de energias e que nessa
faixa os graus de liberdade relevantes sejam descritos por {g;, p;}, o
espago de fases, e que a dindmica, seja em termos dessas varidveis re-
levantes, descritos por um Hamiltoniano H(q;, p;). Podemos associar
a esses microestados densidades de probabilidades P(g;, p;) usando a
informacao disponivel e o método de maxima entropia

H[P] = —k dq;dp;P(q;, p;i) log P(q;, pi 6
[P] ESHWMMSE+M3VIJ qidpiP(qi, pi) log P(4i, pi) ~ (69)
sujeito unicamente ao vinculo de normalizacdo. Tomaremos k = 1. O
resultado de maximizar a entropia de Shannon quando a informagao
sobre os microestados é indiferente é simplesmente que a distribuigao
é uniforme sobre os microestados permitidos:

P(qi,pi) =c (70)

como esperado pelo principio da razdo insuficiente.

O fluido simples, introduzido por Gibbs, é um sistema onde o es-
tado termodindmico é determinado por algumas poucas varidveis. Su-
ponhamos um gds isolado numa caixa de paredes adiabaticas. O ex-
perimental pode controlar separdamente a energia E, o volume V e o
numero de constituintes (e.g moléculas) N. A constante ¢ na equagdo
70 é determinada pela imposi¢do do vinculo de normalizagdo,

1
P(qi, pi) = W (71)

onde Q)(E, N, V) é o volume no espago de fases e para varidveis conti-
nuas é

QEMV:/ da.dp;.
( ) ESH(qi,pi)§E+5EH qiapi (72)

Uma vez determinada a probabilidade de cada microestado substitui-
mos de volta na expressdo da entropia de Shannon para obter o valor
maximo da entropia:

1
H P:/ da:dp;—————log O(E,N,V
ex”’[ ] ES’H(ql,pl)SEﬁ-&E H ql pl Q(E, N, V) Og ( ) (73)

e o extremo da entropia é
S(E,N,V) =10ogQ(E,N, V). (74)

Esta expressdo foi escrita primeiramente por Planck, que a chamou de
entropia de Boltzmann, por estar implicita nos seus escritos. Expressao
equivalente estd gravada no seu ttimulo (S = klog W).
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Nao é incomum que os livros de Mecanica Estatistica comecem por
postular que todos os microestados com energia E sdo igualmente pro-
vaveis. A conexdo entre a Mecanica e a Termodindmica é também
postulada através da equagdo 74.

Ainda nédo estd claro porque S, o maximo da entropia de Shannon,
estd relacionada (é) a entropia de Clausius, feito isso iremos descobrir
as relagoes entre quantidades mecanicas e termodinamicas. E entdo
teremos tipicamente, para avancar em Fisica Estatistica, que olhar o
problema da determinagdo de Q(E, N, V) ou a quantidade equivalente
em cada sistema e situagdo experimental. Também veremos que certas
situagdes experimentais sdo melhor descritas por vinculos que vem na
forma de estipulacdo de valores esperados de certas quantidades. A
percepgdo que hd interesse tedrico e experimental em descrever vincu-
los experimentais diferente de simplesmente impor que a energia ou o
volume ou o ndmero de particulas é fixo, é devida a Gibbs e a sua te-
oria dos ensembles. Differentes tipos de vinculos experimentais levam
a resultados diferentes, cada situagido, chamada de ensemble recebe um
nome especifico. O que acabamos de ver, onde a energia do sistema
sistema é fixa, porque o sistema esta isolado, é chamado de ensemble
microcandnico. Outros ensembles sdo obtidos por extensdes da andlise
deste caso.

Conexdo com a Termodindmica: T, P,

Temperatura

O mesmo sistema isolado, numa caixa de volume V é dividido em dois
subsistemas, o sistema 1 de graus de liberdade {g;, p;}, Ny particulas e
volume Vj e o sistema 2 de graus de liberdade {Q;, P;}, N, particulas
e volume V, . Isto pode ser feito pela inclusdo de uma parede ideal
que ndo permite a passagem de dtomos de um lado para outro (im-
permedvel) e rigida, ndo ha variagdes de volume. A separagdo é feita

mantendo
Ety+E, = E (75)
Vi+V, =V, (76)
Ni+N; = N, (77)

tal que todos os termos das equagdes 76 e 77 conhecidos enquanto s6 o
lado direito da equagéo 75 é conhecida . Como é feita a distribuicao de
energia entre os dois subsistemas? Suponhamos que o Hamiltoniano
é bem descrito por

H({qi, pi, Qi Pi}) = H1({gi, pi}) + H2({Qi, Pi}) (78)
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onde desprezamos um termo de interagdo que é muito pequeno e tal-
vez so dependa da superficie da regido de contato entre os dois siste-
mas. Supomos as intera¢des de curto alcance ou se de longo alcance
blindadas por cargas opostas. A energia do sistema se dividird de
forma ainda desconhecida entre os dois subsistemas, mas uma vez di-
vidida entre eles, cada subsistema tera uma distribui¢do uniforme, da
mesma forma que no caso da segdo anterior. Uma vez estabelecido o
equilibrio cada sistema terd uma energia, um volume e um ndmero
de particulas fixos, andlogo ao caso ja visto. Desprezadas as intera-
¢Oes inter sistema, esperamos que as variaveis {g;, p;} e {Q;, P;} sejam
independentes e a distribuicdo de probabilidades seja um produto:
P({qi, pi, Qi, i}) = P({q:, pi}) P({Qi, P }), assim

H|P ir Pir i/Pi = _/
[P(tai pir Qi Fi})] E1<HM1(qi,pi) <E1+0E1,Ea<H3(Q;,P;,) <E2+JEo
x P({qi, pi, Qi, Pi}) log P({qi, pi, Qi, P;}) | [ dqidp;d QidP;
i

o dq;d iP ir Vi 1 P ir Pi
/ElﬁHl(%‘rPi)SEl-&-(SEll?[ 9idpiP({qi, pi}) log P({qi pi})

- /)52§H2(Q,',Pf,)SEz+(5E2 HindPiP({Qi/ P;})log P({Qi, Pi})
H[P({q:,p:, Qi Pi})] = H[P({q;, p:i})] + H[(P{Q;, Pi})] (79)

Note que na mesma hipétese sobre o hamiltoniano do sistema e de
divisdo de energia, o volume no espaco de fase se fatoriza

Q(E,N,V) = [ [dq:idpidQ;dp;

/’51 <H1({9i,pi}) SE1+0E1, Ea<Ha ({Qi Pi}) SE2+0Ep

quidpi/ HindPi

/’51§H1({‘1irpi})SE1+551 ; Er<Ho({Qi,P;})<Ex+dEy —;
= QO(E;, Ny, V1)Q(Ey, Np, Va), (80)

e os maximos de entropia de cada um dos subsistemas, para uma dada
divisdo de energia E = E; + E; serdo dados pela andlise anterior

S(Ell EZ/ Nl/ N2/ Vl/ VZ) - S(Ell Nl/ Vl) + S(EZ/ NZ/ VZ) (81)

onde S(Eq, Ny, Vi,) = log Q(Eq, N1, V1) e forma analoga para o sistema
2. Este resultado parece muito bom até o ponto que percebemos que
ndo sabemos a divisdo de energias, s6 o vinculo que E = E; + E;.

O que podemos afirmar sobre a parti¢cdo de energias? A tinica forma
que temos de escolher as distribuicoes de probabilidade é através da
determina¢do do maximo da entropia e impomos que a entropia do
sistema conjunto seja méximo. Basta olhar para o valor da entropia
conjunta para uma dada divisao e dentre essas escolher o valor de E;
que leva ao méaximo valor:

S(Elr EZ/ Nl/ NZ/ Vl/ VZ) = log Q(El/ Nl/ Vl)Q(EZI NZ/ VZ)/ . (82)
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S(E1, E2, N1, Na, V1, V) = S(E1, Ny, Vi, ) + S(E2, No, Vo) (83)
portanto a maximizacdo da energia sujeita ao vinculo E = E; + E; dara

dS(E1, E3, N1, No, V1, Vo) 0S(E1,Np,Vi,)  9S(Ep, N, V.

0 = 3E, = 3E, T ¥
_ aS(Ell Nl/ Vl/) . aS(EZI NZ/ VZ) (8 )
J9E, 9E, 5
<BS(E1,N1,V1)) _ <aS(E2,Nz, VZ)) (86)

9F, -~ J9E, s

Na tltima equagdo escrevemos de forma explicita o que é mantido
constante ao tomar as derivadas parciais. Reconhecemos a relagao que
define a temperatura em termodinamica,

9S(E,N,V) 1
(aE )V,N =T 57)

e reescrevemos a equagdo 86 como 1/T; = 1/T,, os sistemas 1 e 2
estardo em equilibrio quando suas temperaturas forem iguais.

Pressio

Agora e na préxima subsegdo olharemos para situagdes experimentais
onde um vinculo é relaxado. O sistema conjunto serd descrito por
uma nova distribuicdo de probabilidades obtida por maximizacdo da
entropia. O vinculo que liberamos agora diz respeito a rigidez da
parede que separa o volume V em V; e V,. Ainda temos

Ei+E = E (88)
Vi+V, =V, (89)
Ni+N, = N, (90)

mas do lado esquerdo, s6 os termos da equagdo 9o sdo conhecidos.
Novamente procuramos o maximo da equagao

S(E1,E3, N1, No, Vi, Vo) = S(Eq, N1, Vi, ) + S(E2, No, Vo) (91)

mas agora devemos satisfazer duas condigdes:

(aS(Ell EZ/NllNZI Vl/ VZ)) =0 (aS(Elr EZerrNZI Vl/ VZ)) =0
JE; VN1 Ny Vi E1 N1 N
(92)
que levam a
<BS(E1,N1,V1)) B <BS(E2, N», Vz)) 93)
aEl V]/Nl aEz V2,N2 )
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<E)S(E1,N1,V1)> _ (E)S(Ez, No, Vz)) (94)
aVl V]/ Nl aVZ V2/ NZ
que significam respectivamente que

-l Al (95)

—_ = — e =
hh m T I
no equilibrio, ndo s6 as temperaturas serdo iguais, mas também as

pressdes, a parede mudaréd de posicdo até que as pressdes de ambos
os lados se igualem.

Potencial quimico

Consideremos a situacdo em que a parede que separa os dois subsis-
temas é rigida mas ndo impermeavel. S6 os termos da equacdo 89
sdo determinados pelo arranjo experimental. Podemos supor que o
sistema é composto por vérios tipos de moléculas

Nf+N§ = N° (96)
N +N) = NP (97)
Nf+N5 = N° (98)

mas a parede s6 permite a passagem de moléculas do tipo a, sendo
os termos da equagdes 97 e 98 conhecidos e fixos. Obteremos, por
maximizacdo da entropia do sistema conjunto que

(88(E1,Nf, N?, NE, v1)> B <aS(Ez, N§, N¢,N§, V)
Eq, NPNS,

) Ey,NJ, N5, V>

oN{ oNj
(99)
e lembrando da defini¢do termodindmica do potencial quimico y(E, V, N:
B _ (9S(E,N,V)
T ( N )y (100)
a a
! L, _Mm__ 1 (101)

— = — ¢ =

I T h Tz
e o equilibrio s6 é obtido quando a temperatura e o potencial quimico
da espécie a sdo iguais dos dois lados da parede.

Exercicio

Discuta o problema que resulta ao considerar subsistemas separados
por uma parede que permita mudanga de volume V mas nédo de E: a
parede adiabatica mével.
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Conexio com a Termodindmica

As condig¢des de equilibrio que vimos nas se¢des anteriores: igualdade
de temperatura, pressdo ou potencial quimico, permitem fazer o pulo
e dizer que o extremo da entropia de Shannon, sob os vinculos ade-
quados, isto é, a entropia de Boltzmann-Gibbs é a entropia termodina-
mica de Clausius. Nédo é por acaso que a forma funcional da entropia
como fungdo de (E, V,N) - os parametros chamados extensivos- recebe
o nome de relacdo fundamental em termodindmica. Se a tivermos,
qualquer quantidade de interesse termodindmico pode ser calculado.
Temos uma relagdo fundamental S(E, V, N) = log (), onde o ntiimero ()
de microestados relevantes para o conjunto de experiéncias em ques-
tdo pode ser calculado a partir do conhecimento do hamiltoniano do
sistema. Temos, entdo a conexdo da Termodindmica com a Mecanica,
seja ela Cléssica ou Quantica. O trabalho que segue, no que diz res-
peito as aplicacdes consiste em calcular a entropia. E comum que este
cdlculo nédo seja trivial. Muitas das técnicas de aproximacdo que serdo
desenvolvidas requerem uma compreensdo profunda do problema. Os
capitulos que seguem dardo exemplos de aplicagdes.

O formalismo apresentado traz um paralelo total com a termodi-
namica. A determinagdo do estado de equilibrio em termodinamica é
feito a partir de um principio de extremo. Ao liberar o sistema de um
vinculo, ou ao impor um novo vinculo, um novo estado de equilibrio
resulta. A escolha dentro de todos os possiveis estados compativeis
com os vinculos é feito pela maximizacao da entropia, expressa pela
relacdo fundamental. Note que os outros estados compativeis com os
vinculos impostos, ndo ocorrem. Mas cada tal estado podera ocorrer
se for feita a imposi¢ao de algum novo vinculo especifico adicional. A
escolha do estado termodindmico é feita dentre aqueles que satisfazem
os vinculos que sabemos existirem e ndo mais que isso.

Qual é a justificativa por trds desse principio de extremo? Uma
possibilidade é que o estudante de Fisica ao chegar a esse ponto es-
teja acostumado a principios de extremo, que tera visto em Mecanica
Classica ou Quantica, Eletromagnetismo e suas aplicagdes. Devido a
esse costume talvez ndo ousard discutir a possibilidade de mais um. A
conexdo com a teoria de informacao nos traz a justificativa do princi-
pio de extremo. O estado escolhido, ndo pelo sistema, mas por nés, é
aquele que faz menos hipéteses néo justificadas. Pela primeira vez um
principio de extremo estd sendo apresentado sem dizer que essa é a
forma que funciona a natureza. Neste caso esta é a forma que funciona
a maneira de fazer previsdes o mais honestas possiveis.

Neste ponto o estudante de Fisica pode voltar a argumentar: “Por-
que o que eu sei (vinculos impostos) tem alguma influéncia sobre o
que o experimental mede no laboratério?”. A resposta é simples. Nao
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tem nenhuma influéncia! Mas aquilo que sabemos tem uma influén-
cia direta sobre as previsdes que fazemos. Se a informagdo que temos
ndo for boa, suficiente, relevante...as previsdes tedricas sobre as expe-
riéncias, serdo igualmente ruins. Voltamos ao debate entre subjetivo e
objetivo? S6 mais uma vez. O método pode parecer subjetivo ao ser
olhado do ponto de vista que as previsdes que eu faco dependem do
que sei. Como poderia ser diferente? Deveriam depender do que nao
sei? A Mecanica Estatistica fornece um conjunto de regras, se duas
pessoas tiverem a mesma informagdo sobre o sistema e aplicarem as
regras de forma adequada, fardo previsdes iguais. Nada pode ser mais
objetivo que isso. Se eles tiverem informagoes diferentes, muito possi-
velmente fardo previsdes diferentes e o resultado experimental servira
de juiz. Se a contagem de estados for feita usando a informacdo dada
pela Fisica Classica podera haver erros ao comparar com a experiéncia.
Repetimos, os primeiros resultados da Mecanica Quéntica foram ob-
tidos de forma a que as previsdes da Mecanica Estatistica refletissem
os resultados experimentais no problema do Corpo Negro. Nao foi
mudada a ME mas sim a informac&o usada.

Os parametros extensivos escalam com o tamanho do sistema. Isto
estd claro para E, V e N. Devemos provar a extensividade da entropia.
Isto é postulado na termodindmica. Neste trabalho também o §é, isso
ocorreu no momento que colocamos aditividade ante agrupamentos.
Ha possibilidade de mudar este “postulado” e obter outra termodina-
mica? Este é um t6pico de grande discussdo no momento mas que nao
nos interessa aqui **.

A equagdo 78 mostra sob que condigdes ocorre a extensividade.
Consideremos um sistema num estado (E,V,N) com intera¢des de
curto alcance. Imaginemos, sem fazer, uma separagdo em dois sis-
temas 1 e 2 como nas se¢Oes anteriores. Facamos a separagdo em K
partes

S(E,V,N) = Y S(E;, Vi, Nj) (102)
i=1,K
comE =3, 1xE, V=Y, 1xkVieN=%,_1xkN;. SeosE;,V;eN;
das partes forem iguais ,teremos

S(E,V,N) =KS(E/K,V/K,N/K) (103)

Podemos estender isto para ntimeros reais em geral e ndo s6 para intei-
ros e concluimos que se E, V e N forem proporcionalmente mudados
a entropia também o serd e chamamos essa propriedade de extensi-
vidade. Além dos pardmetros extensivos temos os intensivos T, P e
u identificados pelo papel que desempenham na determinacéo do es-
tado de equilibrio de dois sistemas em contato entre si, isolados do
resto do mundo. Os pardmetros intensivos, que sdo derivadas parciais
de quantidades extensivas com respeito a outras extensivas, ndo mu-

" Faremos apenas um breve comentario.
A entropia cruzada pode ser usada para
definir uma distancia, ao menos para pe-
quenas diferencas. H4 muitas formas de
introduzir distancia. Hé algumas prefe-
riveis a outras. A forma de Kullback-
Leibler é a tnica invariante ante Mar-
kov embeddings (Ver Cenkov) Se hd um
principio geral de inferéncia, entdo en-
tropias ndo extensivas podem levar a re-
sultados no minimo estranhos ao lidar
com sistemas independentes. Previsdes
de medidas termodindmicas feitas sobre
um sistema na terra sob a hipdtese que
existe a estrela A dariam resultados di-
ferentes sob a hipétese que nao existe a
estrela. Fazendo a medida poderiamos
decidir se existe ou ndo a estrela. Apa-
rentemente este tipo de argumento ndo
convence todos os pesquisadores e ainda
héa calidas discussdes. (inserir referen-
cias)
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dam com a escala. Seja T a temperatura de um sistema. Consideremos
que é composto de duas partes, S, E, V e N de cada parte muda mas
a temperatura é a mesma.

Para pequenas mudancas nos parametros extensivos, a entropia
(S = log ) muda de acordo com

as as as
dS(E, V, N) = (aE)VN dE"— (W)EN dV+ (M)EV d"l/l (104)

e usando as defini¢des dos parametros intensivos

dS(E,V,N) = %dE + %dv ~Bay (105)

Ensemble Candnico

H4 vezes em que uma experiéncia termodindmica é feita numa si-
tuagdo diferente daquela em que o sistema estd dentro de paredes
isolantes, rigidas e imperméaveis. Por exemplo podemos olhar uma
transformacdo a temperatura constante, a pressao constante ou a po-
tencial quimico constante. Queremos investigar o que significa isto
em termos de vinculos de infromag¢do. Devemos olhar de novo a se-
¢do . Obtivemos resultados gerais para casos onde o valor esperado
de certas quantidades é conhecido. O ensemble canénico de Gibbs é
obtido quando o sistema ndo estd isolado, mas a temperatura ¢ fixa.
Como implementar o vinculo informacional que a temperatura é fixa?
Usamos a equagdo 62, que nos dd indicios de como proseguir.

Suponhamos que néo fixamos a temperatura mas sim o valor espe-
rado da energia. Como isso é feito numa experiéncia? Ficard claro a
seguir. E dado que o valor esperado da energia

<H>= /Hd‘iidpip(qz‘/ pi) M (qi, pi) (106)

é fixo, podemos supor que ndo o conhecemos, mas tem um valor de-
finido. Se soubessemos esse valor poderiamos aplicar os resultados
da secdo e obter a distribuigdo - de Boltzmann, de Boltzmann-Gibbs,
candnica - em analogia a equagdo 57, que agora toma a forma
e PH
P({qi pi}) = — (107)

onde o multiplicador de Lagrange que chamamos B em lugar de A,
pode ser obtido da equagédo 62

_ 3S(E,V,N)
=73

e usamos a notagdo E =< H >. Mas a derivada da entropia com

(108)

respeito a energia é o inverso da temperatura. Portanto identificamos
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B com o inverso da temperatura:

s 1 -
O curioso deste resultado é que ao fazer previsdes para uma experi-
éncia onde conhecemos o multiplicador de Lagrange, mas nédo o valor
esperado, agimos da mesma forma que se soubessemos o valor espe-
rado. Saber o valor do multiplicador de Lagrange, do ponto de vista
da informagcdo, é equivalente a saber o valor esperado da energia.
A fungdo de parti¢do Z adquire uma interpretagdo importante. Note
que a equagdo 25 toma a forma

Z = /quidpie_ﬁH (110)
i

e a equagdo 59 fica assim
_ _ dlogZ
E=<H>= 36 (111)

A expressdo para a entropia ( o extremo), que obtemos substituindo a

distribui¢do candnica no funcional de entropia de Shannon nos dé
SEV,N) = = [T]dadpiP(a,p)logPlap)  (12)
i
e PH e PH
= —/Ud%’dm Z log( 7 ) (113)

—BH
- _/quidpie?(—ﬁ’ﬂ—logz) (114)

= B<H>-BlogZ (115)
= E-—-BlogZ. (116)

Rearranjando obtemos —logZ/ = E — TS, ou seja podemos identifi-
car o logaritmo da fungédo de particdo e a energia livre de Gibbs

—;logZ(ﬁ, V,N) (117)

F = E-TS (118)

F(T,V,N)

Comparagio da Entropia nos diferentes Ensembles

Encontramos duas formulagdes, o ensemble microcandnico e o cand-
nico. O que tem em comum e o que tem de diferente? Esperamos
que as entropias encontradas sejam as mesmas? A resposta é sim e
ndo. Nao de forma trivial, a informacao é diferente, a situagdo experi-
mental sob andlise. é diferente e portando o valor numérico também
deveréa sé-lo. No entanto ao descrever sistemas fisicos que incluem um
niimero muito grande de graus de liberdade os valores sob condicdes
“iguais” e as derivadas ou seja , as equacdes de estado, serdo iguais.
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Exercicio: Ensemble Grande Candnico

Considere a situagdo em os vinculos de informacao sobre a experiéncia
sdo o valor esperado da energia e do nimero de particulas. A notagdo
que usamos é que P(qg;, pi,n) = P(n)P({q;, pi}|n) denota a probabili-
dade atribuimos a que o sistema tenha n particulas e elas estejam no
estado {g;, p;}. Obviamente dado um valor de n o namero de varia-
veis depende de n, e.g. poderia ser 6n se o sistema estiver em trés
dimensdes. O equivalente aos vinculos < g, > da equacdo 54 tomam
a forma

o Yooy [ P(gi, pi,n) [Tdgidp; = 1
o Youi [ H({4qi pi}, n)P(qi, pi,n) T1dgidp; =< H >=E
o Yoo [ nP(gi, pi,n)T1dgidpi =<n >= N

Encontre a distribuicdo de probabilidades chamada grande cano-
nica ou gra candnica que maximiza o funcional de entropia sob os vin-
culos acima. Mostre que o multiplcador de Lagrange para o vinculo
sobre o nimero de particulas estd relacionado ao potencial quimico
A =u/T, veja a equagdo 100.

Apéndice: Multiplicadores de Lagrange

O problema de encontrar pontos extremos ou s6 estaciondrios de fun-
¢Oes sujeitos a vinculos é muito vasto. Damos algumas idéias bésicas
sem preocupagdo com rigor, para lembrar o estudante de técnicas que
deveriam ser vistas em Calculo 2 ou curso equivalente.

Seja o problema

* DPiivre: Queremos encontrar um ponto (x*,y*) dentro de uma certa
regido C no plano real onde uma funcio f(x,y) tem localmente um
valor estaciondrio.

Fécil, tome as derivadas parciais e resolva o sistema dxf = 0, 9, f = 0.
Queremos, a seguir resolver um caso mais dificil.

® Pyinc: Suponha que ndo procuramos o resultado em qualquer lugar
de C, mas especificamente queremos um ponto estaciondrio entre
aqueles pontos que satisfazem ¢(x,y) = ¢, que supomos descreva
uma curva no plano que estd parcialmente contida em C e chama-
remos 7.

A solucdo do pardgrafo anterior dificilmente nos da a resposta pois
seria uma coincidéncia se (x*,y*) caisse encima dessa curva.

A solugdo a esta classe de problema foi proposta por Lagrange.
Considere a classe de fung¢des F)(x,y) que dependem do chamado
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multiplicador de Lagrange A:

Fx(x,y) = f(x,y) + AM(¢(x,y) —c) (119)

Note que se o ponto de coordenadas x e y estiver na curva -y entdo F,
e f tem o mesmo valor. Repetindo: F) e f tem o mesmo valor se o
vinculo que “ x e y estdo sobre " for respeitado.

Consideremos o Pjj,,, mas para a fungdo Fy(x,y). O problema é

novamente simples . Resolvemos o sistema 2 a ndo ser que nao seja....
dF,
— =0 120
JoF
A= 0, (121)
oy

onde A ainda ndo foi especificado. A resposta depende de valor es-
colhido para A, isto é define uma curva p, parametrizada por A :
(x*(A),y*(A)) onde F, é extremo . Agora voltamos ao problema Py;..
Da resposta a dupla pergunta “onde f é maximo?” e “onde o vin-
culo é satisfeito?” , quando as duas sdo respondidas simultaneamente,
decorre a solugdo. Substituimos a primeira por “onde F é maximo?”
(resposta: em p) junto com a afirmagdo “f = F) sob a condicdo de
estar em y”. Segue que queremos encontrar o cruzamento de 7y e p.
Basta escolhermos A = A, tal que ¢ (x*(A+), y*(A«)) = ¢, o resultado é
um extremo para f e satisfaz o vinculo.

Agora procure um livro de célculo e prencha os detalhes. Discuta
também como lidar com casos em que o extremos estd na borda de C.
Ha4 vinculos que sdo representados por desigualdades, os nomes de
Kuhn e Tucker estdo associados a esta extensdo.
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