Eletromagnetismo — 7600021

Gabarito da auarta prova - 27 de junho de 2024

1. (5 pontos) A figura 1 mostra uma se¢do de uma barra condutora
com formato de paralelepipedo muito largo, infinitamente com-
prido e com altura 24, muito menor que as dimensdes horizontais.
Adote o sistema de coordenadas indicado na figura. A barra con-

duz uma densidade volumétrica uniforme de corrente J = J& no
sistema de coordenadas indicado.

(a) Encontre o potencial vetor ' perto do plano vertical y = 0, na

regido z > a; ;
Figura 1: Questéo 1

(b) Encontre o potencial vetor perto do plano vertical y = 0, na  Para facilitar: o potencial de um ma-

regiéo a>z>0; terial com as dimensdes do paralele-
) . pipedo, uniformemente carregado com
(C) EnCOntre (6] Campo magnétlco na reglao a>z> 0 densidade volumétrica 0, na regiéo a >
z>0¢éV(z) = —pz2/(2€0) e, na regido
Solugio. O potencial escalar obedece a equagio de Poisson, V2V = z>a,V(z) = pa(a - 2z)/ (2€0)-

—p/€g. Cada componente cartesiana do potencial vetor obedece
a uma equacdo andloga. No caso, a densidade de corrente é na
diregdo x, e a equagdo pertinente é

VZAy = —ugJ.

Efetuada as substitui¢des V — Ay, p — | e €9 — o, as expressoes
dadas para o potencial se convertem em

(@)

2
As(xyz) = —w]5  (0<z<a).

(b)

a—2z
2

Ax(x,y,2) = oJa (a <z).

(c) Uma vez que o potencial vetor s6 tem componente x e somente
depende de z, seu rotacional é

LA
B= ¥

ou seja

B=—ujay (a>z>0).
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2. (5 pontos) A figura 2 mostra uma casca esférica dielétrica com raio
externo 2a que envolve uma esfera condutora com raio a. O di- P z
elétrico é linear e tem permissividade €. O conjunto estd imerso
num campo elétrico que, na auséncia das esferas seria Eg = Eg2 no
sistema de coordenadas da figura. Escolha como referéncia para o
potencial o plano z = 0, isto é, V(z = 0) = 0. .

(a) Mostre que o potencial elétrico no interior do dielétrico obedece
a equagdo de Laplace (assim como fora dele).

(b) Escreva as condi¢des de contorno que o potencial deve obedecer

emr =a;
) ) Figura 2: Questdo 2
(c) Escreva as condigdes de contorno que o potencial deve obedecer

em r = 2a;

(d) Escreva as expressdes gerais minimas (isto é, excluindo termos
que sdo necessariamente nulos) para o potencial na regido ex-
terna (r > 2a) e no dielétrico (2a > r > a);

(e) Encontre o potencial no dielétrico (22 > r > a).

Solugio

(a) Como ndo ha cargas livres no interior do dielétrico,

—

Como o dielétrico é linear, D = €E, o que mostra que
também. Por outro lado, E = fﬁV, e assim, V2V = 0.

V-D =
V-E=

0.
0,

(b) Uma vez que a esfera é condutora, seu potencial é constante. De
fato, seu potencial é nulo, visto que o plano z = 0 a atravessa no
equador. O potencial deve obedecer, portanto, a condigdo de con-

torno 2 *Ha uma segunda condicdo, pois o

campo elétrico perto de um condutor é

V(V =g, 9) —0. sempre perpendliular a superficie. Isso

oV, .

tretanto, essa condicao pode ser deixada

de lado porque acaba sendo equivalente
a dizer que o potencial é nulo.

quer dizer que ——r = 0 para r = a; en-

(c) Na superficie externa do dielétrico, o potencial deve ser continuo,
V(r=2a_)=V(r=2a4).

Como ndo hé cargas livres, a componente perpendicular do vetor
deslocamento deve ser continua, D (r = a_) = D, (r = ay), ou
seja, €E | (r = a_) = €gE, (r = ay). Por outro lado, E = VV, em
todo o espago. Segue que

eal
or

. )%
= 0 =
2a. ar

2ﬂ+

(d) Para r — oo, o potencial é controlado pelo campo elétrico, isto
é, V(r,0) = —Egrcos®, ou V(r,0) = —EgrP;(cosf). A solugdo da
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equacdo de Laplace na regido externa (r > 2a) envolve apenas ter-
mos proporcionais a P;, ou seja
By
V(r,0) = —Egrcos(6) + szl (cos9) (r > 2a).
Para que esse potencial satisfaca as condigdes de contorno na super-
ficie do dielétrico, é necessario que o potencial dentro do dielétrico

também compreenda apenas termos proporcionais a P;(cos6); em
outras palavras

D
ZLpi(cosb)  (2a>r>a).

V(r,0) = Ajrcos(0) + 2

Se o dielétrico ocupasse todo o espago r < 2a, poderiamos excluir o
termo proporcional a 1/72, que diverge quando r = 0. Aqui, porém,
o dielétrico ndo chega a origem, e o termo proporcional a D; tem
de ser mantido.

(e) A condicdo de contorno em r = a mostra que
D
A+ =5 =0,
a
ouD; = —a3A;.

Daqui para a frente, podemos trocar Dy por —a3A;. Assim, as duas
condic¢oes em 7 = 2a definem duas igualdades:

1 B
3 _ 1
ZAllIl—AllZ m = —ZCIEO + @
e
1 B
—2(—A1a3)— ) = e (—E — —L
e(A1 2(—Aqa )8a3) eo(—Ep 4a3)'

que constituem um sistema de duas equagdes com duas varidveis.
Queremos Aj. Para encontré-la, basta dividir a segunda equacgéo por
€p e somar as duas para eliminar B;. Resulta que

. 1260
7€y + 5€¢ 0s

1=
O potencial no interior do dielétrico é

V(r,0) = (Alr + (_12721“3))& (cos®),

e assim

12¢g a3

Eo(r — 7—2) cos(0).

Vi(r6) = " 7eo+5¢ 0

3



