PME 3481 — Controle e Aplicacoes
Diagramas de Bode e Compensadores

Prof. Dr. Flavio Celso Trigo

Os métodos de resposta em frequéncia foram desenvolvidos nas décadas de 1930-1950 por
pesquisadores como Nyquist, Bode e Nichols, entre outros. Basicamente, constituem-se em fer-
ramentas de avaliacoes do comportamento de sistemas dinamicos quando submetidos a sinais
periddicos, algo comum em diversas aplicacoes reais. Os métodos de resposta em frequéncia
complementam as andlises de transitorio. Veja-se um exemplo: um sistema de controle de posi-
cionamento deve, quando solicitado a uma entrada em degrau unitario, apresentar baixo sobres-
sinal, tempo de acomodacao dentro de certos limites e tempo de subida estabelecido. No en-
tanto, tal sistema é afetado também por uma perturbacao proveniente de suas fundacoes. Uma
maneira de estabelecer a influéncia de tais perturbacoes sobre a resposta dinamica do sistema
é efetuar uma varredura de frequéncias até que se determine quais frequéncias e harmonicos
provocam as maiores amplitudes de vibragoes. Assim, pode-se redimensionar tais fundacoes de
modo a obter o menor efeito possivel.

Os métodos de resposta em frequéncia apresentam as seguintes vantagens sobre outros métos

de andlise ja estudados:
e 1ao0 € necessaria a obtencao de raizes da equagao caracteristica;

e podem ser utilizados para levantar caracteristicas do sistema por testes simples com equi-

pamentos baratos e precisos;
e podem ser utilizados na identificacdo de sistemas;

e a metodologia é extensivel também a sistemas nao lineares.
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1 Saidas em regime permanente para entradas senoidais

Seja, no diagrama da fig. 1, a funcao de transferéncia
C(s)

pg - GO
R(s) 1+ G(s)H(s)

(1.1)

estdvel, linear e invariante no tempo e sujeita e uma entrada r(t) = Asen(wt). A saida c(t)

pode ser obtida como se segue:

Aw
Llr(t) =LA ) =——— 1.2
(1)) = £lAsen(ut)] = = (12)
N
com F(s)=—) (1.3)
[Tizi (s + i)
Aw Aw N(s)
C(s) = ———=F(s) = ~ 1.4
(s) 52 + w? (5) s2 4+ w? [T 1 (s + pr) -4
C(s)
e
I— H(s)
Figura 1: Diagrama de blocos de um sistema genérico em malha fechada
A expansA£o em fracoes parciais conduz a
A N b b by
C(s) = QWQ 7 ) _ T SR TSI (1.5)
24w [[i_(s+pe) s+jw s—jw s+p1 s+p S+ pn
A resposta no tempo é obtida com a tranformacao inversa de Laplace:
L7C(s)] = c(t) = are™" + age?™" + bie P 4 bye P2 . 4 e P! (1.6)

Porém, como por hipdtese, o sistema é estdvel, quando entra em regime (isto é, t — c0), todos

os termos bye P! tendem a zero. Assim, a resposta em regime fica

c(t) = are " + aqge, (1.7)
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que, como se nota, depende apenas da entrada periodica. Prosseguindo na andlise, devem-se

calcular os residuos a; e as nos polos £jw. Pelos métodos ja estudados, pode-se escrever:

Aw A

a; = F(s).(s + jw) Gt )5 — ) o = —z—jF(—jw) (1.8)
. Aw A
az = F(s).(s — jw) CES | Q—J.F(Jw) (1.9)

Nota-se que a; e ay sdo complexos conjugados (representa-se as = @;). Lembrando ainda que
F(jw) e F(—jw) sao numeros complexos e, portanto, podem ser escritos em termos de médulo

e fase, tem-se:

F(jw) = |F(jw)| £F (jw) = |F(jw)]e’” (1.10)
F(—jw) = |F(=jw)| £F (=jw) = |F (jw)le™* (L1.11)
onde tgp = % (1.12)

Voltando a s eq. 1.8 e 1.9,

4 = —%|F<—jw>|e-j¢ - —%|F<—jw>|[cos<—¢> T jsen(—¢)] = (1.13)
o = —§|F<—jw>|[cos<¢> ~ jsen(d)] (1.14)

a2 = §|F<jw>|ef¢’ - %wow)[ws(@ T jsen(d)] = (1.15)

a2 = —%|F<jw>|[cos<¢> T jsen(d)] (1.16)

A resposta temporal fica, de acordo com a eq. 1.7,
A e LA
c(t) = — 5 |F(—jw)le™"e™ + | F(jw)|e’e™ =1.17)
J J
ct) = ;|F(jw)| [—e 7 @ite) 4 ei(@iTO)] —(] 18)
J
A
c(t) = Z|F(]w)| [—(cos(—wt — @) + j.sen(—wt — @)) + cos(wt + @) + j.sen(wt + ¢)] =$1.19)
A
c(t) = 2—j|F(jw)|.2j.sen(wt + ¢) = c(t) = A|F(jw)|sen(wt + ¢1.20)

Da demonstragao acima conclui-se que:
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1. a amplitude de resposta A|F(jw)| é proporcional a entrada e ao médulo da funcao de

transferéncia calculada em s = +jw;
2. a resposta é senoidal com frequéncia idéntica & frequéncia de excitacdo, w rad/s;

3. a fase da resposta difere da fase da excitacao ¢ graus. Quando ¢ > 0, ocorre avancgo de

fase, ao passo que se ¢ < 0, ha atraso de fase.

Genericamente, para r(t) = Asen(wt + ) e ¢(t) = Bsen(wt + ),
c(t)  Bsen(wt+ )

r(t) A sen(wt + ) - (121)
e (Wt+5)
é;ej@ﬁ+v) (1.22)
xg%::§QWWM:FUw)(Dm (1.23)
FGe)l=2 o o(F(w) = ZF(w) = 6 —~ (1.24)

Exemplo: determinar a resposta do sistema representado pela FT F(s) = 5%4 quando subme-
tido a entrada r(t) = 3cos(7t + 20°).
Em primeiro lugar, calcula-se F'(jw),
6
T jT+4
Por analogia com r(t) = Asen(wt + ) e ¢(t) = Bsen(wt + [3), tem-se:

F(s=jT) =|F(j7)]e’® =0, 74779

A=3 w=Trad/s ~v=20°

Com isso, a resposta c(t) fica,ll:
amplitude de c(t) B = A.|F(j7)] = (3).(0,74) = 2,22
fase de c(t) B =0+~
como v=20° e ¢=—-60°= §=20°+(—60°) = —40°
ec(t) = 2,22cos(7t — 407)

Verifica-se que, para uma entrada periddica (cosseno), a saida é também periédica e a amplitude

depende da frequéncia w.

[lLembre-se de que o angulo de fase em graus mostrado aqui serve apenas o propésito didético. Todos os

célculos com nimeros complexos devem ser efetuados com arcos em radianos.
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2 Diagrama de Bode — fundamentos

2.1 Definicoes

Apresentam-se a seguir algumas defini¢oes utilizadas na construcao do Diagrama de Bode e na

analise no dominio da frequéncia.

1. Amplitude normalizada

amplitude da saida senoidal _
Al = = |F(s = 2.1
@) amplitude da entrada senoidal [F(s = jw) (2.1)

2. Fase
$(w) & LF(s = jw) = LF(jw) = tg™" [Hmw(ijw))]

Re(F(+jw)) (22)

3. Decibel (dB)

O decibel (dB) é uma grandeza adimensional que representa a relacao entre logaritmos
das amplitudes de sinais de saida e entrada. Fisicamente, representa a intensidade sonora

mais baixa perceptivel pelo ouvido humano.

amplitude da saida
dB =101 2.3
©810 (amplitude da entrada (2:3)
4. Relacoes de frequéncias
_ 2.amplitude -

1 oitava = 20 lOglo (W) =20 lOglo 2=6dB (24)

10. litud
1 década = 201ogy, [ — P ) — 901l0gy, 10 = 20 dB (2.5)

amplitude

2.2 Diagrama de Bode — aspectos gerais

O Diagrama de Bode é um grafico constituido por duas partes: a primeira parte (ou primeiro
diagrama) apresenta as curvas de amplitude A(w) em funcao da frequéncia & medida que esta
é variada entre zero e infinito; a segunda parte (ou diagrama) mostra o angulo de fase ¢(w) em

funcao da frequéncia.
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A escala-padrao de representagdo da amplitude de |F(jw)| é um multiplo da escala em
decibel,

A(w) = 20log,, [F(jw)| (2.6)

A principal vantagem da representacao nesta escala é que, como sera visto na construgao
do diagrama, a multiplicacao de médulos transforma-se em simples adi¢ao de escalares.
A escala de representacao do angulo de fase é linear. J& a escala de frequencias (abscissas)

¢é logaritmica, de modo a abranger grandes faixas de variagao.

2.3 Diagrama de Bode — fatores basicos na construcao do diagrama

A construgao do diagrama de Bode de uma fun¢ao F'(s) envolve uma série de procedimentos
que podem ser padronizados, quais sejam:

-amplitude e fase de um ganho K

-amplitude e fase de fatores integrais ou derivativos, s = (jw)*

-amplitude e fase de fatores de primeira ordem, (1 + sT)*! = (1 + jwT)*!

-amplitude e fase de fatores de segunda ordem, (w2 /(s? + 2Cw,s +w?))*! que, com s = jw, fica

+1
1

2
142025+ (wij)

2.3.1 Ganho K

Um ganho K é representado, no plano complexo, por K = K + j0. Assim, aplicando-se as

equagoes 2.6 e 2.2 obtém-se
A(w) = 20log,, K dB

0
P(w) = tg_lg

—0°

Portanto, no diagrama de amplitude, o ganho K ¢é representado por uma reta paralela ao
eixo das abscissas, com valor positivo se K > 1, negativo se 0 < K < 1 enulose K =1 (0 dB).
O angulo de fase é nulo para toda a faixa de frequéncias. Salienta-se ainda que, caso o ganho

seja multiplicado por poténcias de 10,

A(w) = 201og,,(10"K) = 20(log,, 10" + 201og,, K) = 20log,, K + 20n
10 10 10 10
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2.3.2 Fatores integrais e derivativos

Seja s = jw (fator derivativo). Aplicando-se as equagoes 2.6 e 2.2,

6w) = tg™'(5) = 90° (w/2) rad

Seja, agora, s = (jw)~! (fator integral). Aplicando-se as equacgoes 2.6 e 2.2,

1

6w) = tg™ (") = —90° (=7/2) rad

Observa-se também que, para s = jw, :

w=1rad/s = Alw) =20log,y 1 =0dB

2
variacao de uma oitava: 2010g10(—w) = 20log,,2 =6 dB
w
10
variacdo de uma década: 20 loglo(—w) = 20log;, 10 = 20 dB
w
Por analogia, para s = (jw) ™

w=1rad/s = A(w) = —20log;y 1 =0dB
variagao de uma oitava: — 20log,,2 = —6 dB

variagao de uma década: — 20log,,10 = —20 dB

Conclui-se que os fatores derivativo e integral geram, no diagrama de amplitude, retas cujas
inclinacoes sA £0 respectivamente 6 dB/oitava (20 dB/década) e -6 dB/oitava (-20 db/década);
além disso, o ponto (w = 1 rad/s; 0 dB) ird sempre pertencer a s respectivas retas. Os angulos
de fase sao constantes com valores 90° e —90°, respectivamente. A situacao descrita pode ser
vista na fig. 2.

Para fatores integrais ou derivativos de multiplicidade n, ou seja, (jw)*™, tem-se,

A(w) = £20n dB/década

O(w) = ing
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Figura 2: Diagramas de Bode: fatores derivativo e integral.
2.3.3 Fatores de primeira ordem
Fatores de primeira ordem sao do tipo
+1 _ . +1

onde T é a constante de tempo do sistema. Neste caso, o diagrama de Bode é construido
tendo como abscissa multiplos e submuiltiplos da constante de tempo.

Seja o fator de primeira ordem (1 + jwT'). Aplicam-se as equagoes 2.6 e 2.2:
Amplitude

A(w) = 20logg |1 + jwT'| = 201log, (\/1 n w2T2> (2.8)
1
para w < o = A(w) =20log;, 1 =0dB (2.9)
1
para w > o = A(w) = 20log,qwT dB (2.10)

As equacoes 2.36 e 2.37 sao as assintotas a curva real, dada pela eq. 2.35. Dois pontos sao
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importantes na construcao do diagrama de amplitude:
10
A (w = ?) = 20log,;, 10 =20 dB (2.11)
1
A (w = T) = 20log;p 1 =0dB (2.12)

Conclui-se que, para w < 1/T, a amplitude vale 0 dB, ao passo que, para w > 1/T a apro-
ximagao leva a uma reta com inclinagao de 20 dB/década, ou 6 dB/oitava. O valor w = 1/T
¢ denominado frequéncia de canto, e representa o ponto a partir do qual a assintota horizontal
passa a inclinada.

Angulo de fase

$(w) = ZF(jw) = £(1 1 juT) (2.13)
o) =17 (<) (2.14)

para w < = 6{) = 0°(0 rad) (2.15)
para w3 1 = 6(w) = 90°(x/2 rad) (2.16)
para w— % — b(w) = 45°(x /4 rad) (2.17)

Erro em amplitude
Quando efetua-se a aproximacao pelas assintotas, eqs. 2.36 e 2.37, incorre-se em erro com
relacao ao valor que seria obtido caso a amplitude fosse calculada de acordo com a expressao
exata, eq. 2.35. Em termos praticos, consideram-se os erros existentes no intervalo entre
uma oitava acima e uma oitava abaixo da frequéncia de canto. Assim, subtraindo-se o valor

aproximado do exato obtém-se

para  €(A(w)) [,y = € = 20logy, (\/1 + 1> —20log,q 1 = 3,03 dB (freq. de canto)

(2.18)
para  €(A(w)) | _g/r = € = 201ogy, <\/1 + 4> —20log,n2 = 0,97 dB (1 oitava acima)
(2.19)

1
para  €(A(W)) | o /or = € = 201ogy, (\/ 1+ Z) —20logyq 1 = 0,97 dB (1 oitava abaixo)

(2.20)
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Observa-se que o erro é maximo na frequéncia de canto e simétrico em relacao a ela nas duas
diregdes. Um célculo simples ira revelar que, para w = 4/T (duas oitavas acima) ou w = 1/4T
(duas oitavas abaixo), o erro é de 0,26 dB, decaindo para 0,04 dB quando se avalia o intervalo
de £+1 década, que pode ser admitido desprezivel.

O diagrama de Bode para as aproximacoes referentes a um fator de primeira ordem no
numerador de F'(s) (o que representa um zero em s = —1/7") pode ser visto nas figuras. 3 (a)
e (c).

Considera-se agora o fator de primeira ordem O desenvolvimento é totalmente

1

TjuT”

analogo, levando a resultados que apresentam sinais invertidos em relagao ao caso anterior.
Amplitude

1
A(w) = 201logy, m‘ — —20logy, (\/1 n w2T2) (2.21)
1
para w < 7= A(w) = —20log;; 1 =0dB (2.22)
1
para w > o = A(w) = —20log, wT dB (2.23)

As equagoes 2.49 e 2.50 sao as assintotas a curva real, dada pela eq. 2.48. Neste caso, os

dois pontos para a construcao do diagrama de amplitude sao:
10
A (w = T) = —20log,;, 10 = —20 dB (2.24)
1
A (w = T) = —20log,; 10 =0dB (2.25)

Conclui-se que, para w < 1/T, a amplitude vale 0 dB, ao passo que, para w > 1/T obtém-se
uma reta com inclinagao de -20 dB/década, ou -6 dB/oitava. Novamente, denomina-se w = 1/T

como frequéncia de canto.

10
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Angulo de fase

¢(w) = LF(jw) = Z(1 + jwT)™ (2.26)

oMo g +1ij e +1]'ST_){71W—TZ'WT) 1 —|—c1u2T2 —I7 +w52T2 — (2.27)
o) =157 (<) (2.28)

para w <K % = ¢(w) = 0°(0 rad) (2.29)

para w3 7 = 6(w) = ~90°(~7/2 rad) (2.30)

paa W= & — p(w) = —45°(—x/4 rad) (2.31)

T

Erro em amplitude

Para  €(A(W)) | =7 = ¢ = —20log,, (\/1 + 1) — (—20logyy 1) = —3,03 dB (freq. de canto)

(2.32)
para  €(A(w)) |,_q/r = € = —201logy, (\/1 + 4) — (—20logy52) = —0,97 dB (1 oitava acima)
(2.33)
1
para  €(A(w)) | oy jor = € = —201logy, (\/ 1+ Zl) — (—201logyq 1) = —0,97 dB (1 oitava abaix
(2.34)

As consideragoes em relagao ao decaimento logaritmico quando se aumenta o intervalo de
avaliacao para + 4 oitavas ou + 1 década sao idénticas, com a ressalva da inversao no sinal.
Amplitude

A(w) = 20logyo |1 + jwT| = 20logy, <\/1 ¥ w2T2> (2.35)
1
para w <K 7= A(w) =20log;y 1 =0dB (2.36)
1
para w > 7= A(w) = 20log,qwT dB (2.37)

As equagoes 2.36 e 2.37 sAfo as assintotas & curva real, dada pela eq. 2.35. Dois pontos

sao importantes na construcao do diagrama de amplitude:

1
A (w = ?0) = 201log;, 10 =20 dB (2.38)

1
A (w = T) =20log,, 1 =0dB (2.39)

11
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Conclui-se que, para w < 1/T, a amplitude vale 0 dB, ao passo que, para w > 1/T a apro-
ximagao leva a uma reta com inclinagao de 20 dB/década, ou 6 dB/oitava. O valor w = 1/T
¢é denominado frequéncia de canto, e representa o ponto a partir do qual a assintota horizontal
passa a inclinada.

Angulo de fase

H(w) = ZF(ju) = £(1 + juT) (2.40)

o) =17 (1) (2.41)

para w < 7 = 6{) = 0°(0 rad) (2.42)
para w3 7 = 6(w) = 90°(x/2 rad) (2.43)
para w = % s p(w) = 45°(x /4 rad) (2.44)

Erro em amplitude
Quando efetua-se a aproximacao pelas assintotas, eqs. 2.36 e 2.37, incorre-se em erro com
relacao ao valor que seria obtido caso a amplitude fosse calculada de acordo com a expressao
exata, eq. 2.35. Em termos praticos, consideram-se os erros existentes no intervalo entre
uma oitava acima e uma oitava abaixo da frequéncia de canto. Assim, subtraindo-se o valor

aproximado do exato obtém-se

para  €(A(w)) |,_y/p = € =201logy, <\/1 + 1> —20log,q 1 = 3,03 dB (freq. de canto)

(2.45)
para  €(A(w)) [ _y/p = € = 20logy, (\/ 1+ 4> —20log,,2 = 0,97 dB (1 oitava acima)
(2.46)
1
para  €(A(w)) |,y or = € = 20logy, (U 1+ Z) —20logyq 1 = 0,97 dB (1 oitava abaixo)
(2.47)

Observa-se que o erro ¢ maximo na frequéncia de canto e simétrico em relacao a ela nas duas
diregdes. Um célculo simples ira revelar que, para w = 4/T (duas oitavas acima) ou w = 1/4T
(duas oitavas abaixo), o erro é de 0,26 dB, decaindo para 0,04 dB quando se avalia o intervalo

de +1 década, que pode ser admitido desprezivel.

12
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O diagrama de Bode para as aproximacoes referentes a um fator de primeira ordem no
numerador de F'(s) (o que representa um zero em s = —1/7") pode ser visto nas figuras. 3 (a)

e (c).

Considera-se agora o fator de primeira ordem O desenvolvimento é totalmente

_1
THjoT"
analogo, levando a resultados que apresentam sinais invertidos em relagao ao caso anterior.

Amplitude

A(w) = 20logy,

’ = —20log,, (\/1 n w2T2> (2.48)

1+ jwT
1
para w < - = A(w) = —20log;; 1 =0dB (2.49)
1
para w > T A(w) = —20log, w1 dB (2.50)

As equacgoes 2.49 e 2.50 sao as assintotas a curva real, dada pela eq. 2.48. Neste caso, os

dois pontos para a construcao do diagrama de amplitude sA£fo:
10
A (w = T) = —20log,;, 10 = —20 dB (2.51)
1
A (w = T) = —20log; 10 =0dB (2.52)

Conclui-se que, para w < 1/T, a amplitude vale 0 dB, ao passo que, para w > 1/T obtém-se
uma reta com inclinagao de -20 dB/década, ou -6 dB/oitava. Novamente, denomina-se w = 1/T
como frequéncia de canto.

Angulo de fase

p(w) = LF(jw) = Z(1 + jwT)™" (2.53)
1 1(l—jeT) 1 Wl
OO +jwT (14 jwT)(1 —jwT) 14 w?T? IR — (2.54)
d(w) = —tg™" (?) (2.55)
para w < % = ¢(w) = 0°(0 rad) (2.56)
para w > % — ¢(w) = —90°(—7/2 rad) (2.57)
para w = % = ¢(w) = —45°(—7/4 rad) (2.58)

13
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Figura 3: Diagramas de Bode: fatores de primeira ordem.

Erro em amplitude

Para  €(A(W)) |,—; 7 = € = —20log,, <\/1 + 1) — (—20logyq 1) = —3,03 dB (freq. de canto)

(2.59)
para  €(A(w)) |,_o/p = € = —20log, <\/1 + 4) — (—201log,u2) = —0,97 dB (1 oitava acima)
(2.60)
1
para  €(A(w)) | oy /oy = € = —201logy, <\/ 1+ Zl) — (—201logyy1) = —0,97 dB (1 oitava abaix
(2.61)

As consideracoes em relagao ao decaimento logaritmico quando se aumenta o intervalo de
avaliacao para + 4 oitavas ou + 1 década sao idénticas, com a ressalva da inversao no sinal.

O diagrama de Bode para as aproximacoes referentes a um fator de primeira ordem no
denominador de F(s) (o que representa um pélo em s = —1/T") pode ser visto nas figuras 3 (b)

e (d).
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2.3.4 Fatores de segunda ordem

Os fatores de 2* ordem sao genericamente expressos como
2 +1
w
F(s) = L
(5) L’Q + 2Cwy s + wi]

Considerando-se o expoente 1 e fazendo-se s = jw, obtém-se

W2
F(jw) = L
(je) J2w? 4+ 2jCwnw + w?

Dividindo-se a equacao precedente por w? chega-se a
1 1

Fjw) = - - - ' )2’
(] ) 92(57)2+24i9+1 1+2C5—HJ+<;7J)2

(2.62)

(2.63)

(2.64)

que ¢ a forma padrao de um sistema de segunda ordem. Observe que, quando ( > 1, o

denominador pode ser escrito como o produto de dois fatores de primeira ordem com pdlos

reais (caso o expoente da eq. 2.62 seja -1, tem-se o produto de dois fatores de primeira ordem

com zeros reais).

Por outro lado, quando 0 < ¢ < 1, o termo quadratico é o produto de dois fatores com

raizes complexas conjugadas.
Amplitude
As equagoes 2.6 e 2.2 aplicadas a eq. 2.64 fornecem:
1
1+2¢(27) + (25)?

w)2

A(F(jw)) = 201log

=

L+ 2(=5) + (

—J
Wn

A(w) = —201ogy (1 - {i} 2>2 acr(Xye

n wn

2 4 2
Al) — —20logs ¢ [ ] e 2]

Para w < wy,

= A(w) = —20log;, 1 = 0 dB — assintota das baixas frequéncias

para w > w, = A(w) = —20log, \/ (i)zl =
Whp

w
A(w) = —40log;, o dB - assintota das altas frequéncias

15
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Nota-se que a amplitude da resposta é funcao tanto de um fator externo, qual seja, a
frequéncia do sinal de entrada, quanto de um fator “interno”, o coeficiente de amortecimento
(, caracteristico do sistema dinamico. As curvas de amplitude refletem essa dependéncia, como

pode ser visto no gréfico da fig. 4 (a). Neste diagrama, alguns pontos notaveis sao:

para w =0rad/s = Alw) =0dB
para w = w, rad/s = A(w) = —40log,; 1 = 0 dB pela eq. 2.70
para w = 10w, rad/s = A(w) = —40log,, 10 = —40dB pela eq. 2.70

A tltima equagao mostra que a assintota das altas frequéncias possui gradiente -40 dB/década,
fato que sera amplamente utilizado na construcao do esbogo do Diagrama de Bode. Como
mencionado anteriormente, a amplitude é fungao da frequéncia de excitacao e do coeficiente de
amortecimento. Fixado um valor de {, obtém-se a curva correspondente de amplitude. Quando

a frequéncia do sinal de entrada iguala-se a frequéncia natural do sistema, a eq. 2.65 fica,

A(F(jw)) = A(F(jewn)) = 20logy, — 20log,, (2.72)

X
72¢

fazendo com que, dessa forma, o denominador atinja um minimo e, consequentemente, ocorra

1
1+j2§—1’

um pico de amplitude, cujo valor é inversamente proporcional ao valor de (. A frequéncia w,
¢é a frequéncia de canto para o fator quadratico.
Angulo de fase

Considera-se a funcao

F(s=jw) = — = (2.73)

= (2.74)

(2n7)
2] oo

T (2P (@) [T- (2P - 22
B e (2.76)
1- (@] -4y
Portanto,
_90 (- 20 (-
190le) = T, = tgol) = = @)

16
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Figura 4: Diagramas de Bode: fatores de 2a. ordem.

que, tal qual a amplitude, depende de w e (. Assim,

para w <K w, = —tgp(w) =0 = ¢(w) = 0° (0 rad) (2.78)
para w > w, = —tgop(w) =07 = ¢(w) = —180° (—7 rad) (2.79)
para w =w, = —tgp(w) = —% = ¢(w) = —90° (—7/2 rad) (2.80)

O comportamento do angulo de fase para fatores de segunda ordem ¢ visto no grafico da fig. 4
(b).

RESSONANCIA

Ja foi observado que a amplitude da resposta é funcao tanto da frequéncia natural do sistema
quanto do seu coeficiente de amortecimento. O grafico de amplitude, no diagrama de Bode,
indica que existe um valor de ( que delimita a ocorréncia ou nao de um pico, com w = w,,.

Quando | F'(jw)| apresentar um pico, a frequéncia correspondente serd denominada frequéncia
de ressonancia, w,. Matematicamente, um pico de amplitude implica a ocorréncia de um

minimo no denominador da eq. 2.82 abaixo,

FUDI = | e T @ (2.81)
IP(ju)] = — : (282)
\/_1—%)2} + 2]

17
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Para achar o minimo no denominador, faz-se

d w ] w?
— 1= )2 +4¢= | =
dw <[ wn)] * gw%) 0=

d (wh—2w2w?+ w Zw?
%< % —|-4C ﬁw")20:>
d 4 4_2221_22
d (wy +w w?w? ( %) PN
dw wi
d w
—(1+ (=) =2(2)21 -2 ) =0=
= (1 -2 pa-a)
w? w 9
0+4— —4—(1-2¢C)=0=
wro1-2¢
w1 -2¢
w—g w% = w2 = (U?L(]. 2(2)

Assim, o valor de w que minimiza o denominador da eq. 2.82 é a frequéncia de ressonancia

Wy = wpy/1 — 22

Com respeito a eq. 2.83, os seguintes pontos podem ser destacados:

(2.83)

e cm sistemas cujo amortecimento é nulo ou muito pequeno, a frequéncia de ressonancia w;

tende a frequéncia natural, w,;

e quando o radical se anula, nao héa pico de ressonancia. O valor de ¢ que torna o radical

nulo é ( = 0, 707;

e para 0 < ¢ < 0,707, a frequéncia de ressondncia w, ¢é inferior & frequéncia natural
) )

amortecida, wy = w,+/1 — (2, e a resposta ao degrau é oscilatéria;

e para ( — 0, a frequéncia de ressonancia tende a frequéncia natural;

18
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e quando ¢ > 0,707, nao ha pico de ressonancia. Sabe-se, que para 0,707 < { < 1, o sistema
¢ amortecido porém ainda sujeito a oscilagoes, quando solicitado ao degrau. Porém as

oscilacoes decaem rapidamente.

O valor de pico na ressonancia, M,, pode ser encontrado substituindo-se a eq. 2.83 na eq.

2.82, que conduz a
1
20\/1—=¢?

A equacao 2.84 indica que, a medida que ( tende a zero, a amplitude tende ao infinito, ou

M, = |F(jw)| = |F(je,)| = (2.84)

seja, um sistema nao amortecido, quando sujeito a vibragoes na sua frequéncia natural, tende a
oscilar com amplitudes cada vez maiores. Além disso, sistemas fracamente amortecidos, quando
excitados em frequéncia proximas a frequéncia de ressonancia, tendem a apresentar maiores
amplitudes de oscilacao.

As caracteristicas de resposta apresentadas acima permitem a obtencao de esbogos do di-
agrama de Bode para funcgoes genéricas, desde que devidamente decompostas em termos de

ordem inferior.

3 Estabilidade relativa utilizando diagramas de Bode

A estabilidade relativa de um sistema é determinada com base na suas margens de ganho e

fase, definidas como se segue.

e Margem de ganho: qualitativamente, determina a proximidade (ou nao) do lugar das
raizes com o eixo imaginario, ou seja, quando o ganho ¢é tal que os polos passam para o

semiplano direito do plano complexo, tornando o sistema instavel.

e Margem de fase: corresponde a diferenga entre o angulo de fase da FTMA e —180°.

A fig. 5 mostra as margens de ganho e fase nos diagramas de Bode, com suas respectivas

frequéncias de interesse.
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Figura 5: Margens de ganho e fase.
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