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Funcbes de transferéncia em malha aberta e malha fechada

- canal direto
Canal direto: E(s) — Y(s) B

Ng(s) © (),
Dg(s) entrada saida

G(s) = GC(S)Gp(S) =Kg

Malha aberta

B _ Ny(s)Ng(s) __ N(s) T(s): malha fechada
KO =HOGE) =KD bus) = D)

realimentagao

Sensibilidade: R(s) — E(s)
1 B D(s) _ D(s)
1+L(s) D(s)+KN(s) B(s)

S(s) =

Malha fechada: R(s) — Y(s)

KNG(s)Dr(s) _ A(s)

T(s) = G(s)S(s) = D(s) +KN(s)  B(s)
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Polos e zeros em malha aberta e malha fechada

Polos Zeros
Malha aberta D(s)=0 | N(s)=0
Malha fechada | B(s) =0 | A(s) =0

O ntimero complexo s é um polo emn malha fechada se, e somente se:

B(s)=0 < D(s)+KN(s)=0 & I%D(s)+N(s>=0

Se K — 0, os polos em malha aberta se tornam polos em malha fechada.
Se K — oo, 0s zeros em malha aberta se tornam polos em malha fechada.

Assim, um ntiimero complexo s s6 podera ser um polo em malha fechada
se existir um ntimero real 0 < K < oo tal que:
N(s) 1 N(s) 1
- __ =— e /N(s)- /D(s) =180°
D(s) K D(S) K w w
As condi¢des necessarias para que s seja um polo em malha fechada
podem ser verificadas a partir da fiuncio de transferéncia ent malha aberta.
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Lugar das raizes

N(s)
D(s)’

SejaL(s) =K K > 0, a fungdo de transferéncia em malha aberta.

O lugar das raizes é o conjunto das possiveis
posigoes de polos em malha fechada obtidos a
partir da selegdo de um valor para o ganho K, 4
ou seja, o lugar geométrico dos s € C tais que: ,

/L(s) = /N(s) — /D(s) = 180°
a=f © a-f=360°hparaalgumh € Z.

O exemplo ao lado ilustra o lugar das raizes da fungao
de transferéncia do tipo m = 1:

K(s+1) ~ K(s+1)
s(s—1)(s2+4s+16) st +3s3+12s2 — 16s
x polos de MA (n = 4) o zeros de MA (g =2)

L(s) =
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Funcéo de transferéncia em malha aberta

A funcdo de transferéncia em malha aberta de um sistema SISO do tipo m e de
ordem n, com n = m+r, pode ser escrita nas seguintes formas:

(T+118) ... (1 +1gs) (s—21)...(s = zq)

L) =K Gy A ns) NG =py) o = pr)

A relagdo entre as constantes K, e K pode ser obtida tomando o limite
de s™L(s) paras — 0:

(o) (29 CpD) (=)
Ry~ K= ) (2

Note que tanto K quanto K,,, podem ser escritas como um produto de constantes

Km

conhecidas de cada uma das fungées de transferéncia que compdem L(s) e uma
constante K a ser ajustada, vinda da fungdo G¢(s) do compensador.

Conforme vimos na aula 4.1, K,,, estd associada ao erro, em regime permanente,
de acompanhamento de referéncia do sistema em malha fechada.
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Avaliagdo geométrica de funcdes de transferéncia
Representando a FTMA do sistema na forma:

(s—2z1)...(s—2¢9)
s™(s =p1) ... (s = pr)

L(s) =

pode-se interpretar cada termo da forma (s — b) como um vetor posi¢ao

de s € C relativo a origem b € C. Representando em forma polar:

(s—b)=|s—bl/s—b

entende-se que |s — b| é o tamanho do vetor e /s — b 0 4ngulo formado

com o eixo real (medido no sentido anti-horério). Assim, para K > 0:
[s —z1]...]s = zq]

IsI™ls = pil...Is = prl

[L(s) =—mys +/s—z1+...+ /S =2 = [S=P1L—- =[S Pr

IL(s)| = K]
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Lugar das raizes — propriedades

© O diagrama € simétrico com respeito ao eixo real e o niimero total de ramos
observados é igual ao niimero n de polos de malha aberta.

@ Cada um dos n ramos parte de un polo de malha aberta, com K — 0.
Destes, g ramos terminam en um zero de malha aberta, com K — co e
outros (n — gq) ramos tendem ao infinito, seguindo assintotas retilinineas:

+...+ —zZ1—...— 2
® que se interceptam no ponto: ¢ = n pr—2z1 q
n-q
2k +1
® que formam com o eixo real &ngulos da forma: a = 180° —( )

n-q
com q sendo o niimero de zeros de malha aberta.
® Um ponto s sobre o eixo real pertence ao lugar das raizes se, e somente
se, o niimero total de polos e zeros reais a direita de s for impar. Pélos e zeros
repetidos devem ser contabilizados de acordo com sua multiplicidade
algébrica.
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Lugar das raizes — propriedades

Demonstragio ® — considerando s € R:
® se b e bsdoum par de polos ou zeros conjugados (nio-reais), a contribuigdo
liquida do par (s — b) e (s — b) para {L(s) énulapois /s —b=—/s — b;
® para um polo ou zero a € R, /s — a serd 180°,se s < a, ou0°, se s > a.
Assim, um ntimero total impar de polos e zeros a [
direita de s € R garante que /L(s) serd um mdiltiplo 4
impar de 180°, o que é a condicdo suficiente para s [
pertencer ao lugar das raizes.
O exemplo ao lado ilustra o lugar das raizes da
fungédo de transferéncia do tipo m = 2:
(s+1)(s+3.5)

L(s) = Ksz(s +2)(s+2.5) (s> +3s+3)

que tem n = 6 polos (x) e g = 2 zeros (e). Note que
como n - g = 4, o diagrama possui 4 assintotas que

formam angulos de + 45° e + 135° com o eixo real. -4-3-2-10 1 2
Re(s)
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Lugar das raizes — propriedades

O Os pontos de separagio sdo caracterizados pela chegada ou saida do
eixo real de dois ou mais ramos do diagrama, sempre formando um
angulo reto com o eixo real. Ocorrem quando, para algum valor de
K >0, s € R é uma raiz multipla de B(s) = D(s) + KN(s) = 0, ou seja:

D(s) +KN(s) =0 D’(s) N'(s) dL(s)
{ D'(s)+KN'(s)=0 < D(s)  N@s)  ds

© Os pontos de cruzamento com o eixo imaginario, se existirem,
p
podem ser determinados a partir da tabela de Routh.

=0

O O angulo ¢; (/i) que um ramo forma com a horizontal ao partir de um
g i
polo de malha aberta p; (chegar a wm zero de malha aberta z;) é dado por:

¢i = lem {s—pl—180 —mL+Z/p,—Zk—Z/PL i

1#i

Yi = lim g5 —z; = -180° + myz; — Z/zl—zk+2/zl 1

$—2z; pr
1
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Lugar das raizes — exemplo

O exemplo ao lado ilustra o lugar das raizes da
funcdo de transferéncia do tipo m = 1: 4 .
K(s+1) K(s+1)
Lis) = 2 T 44,33 2 2
s(s=1)(s*+4s+16) s*+3s%+12s% — 16s
n=4polos (x) empg=0,p; =1, pp3 = ~2+2V3] % 0
qg=1zero (¢) emz; = -1 - /_-
n — q = 3 assintotas formando + 60° e 180° com o eixo _2
real e se interceptando no ponto:
_ (1-2-2)-(-1) 2 4
o= —M8M—— = ——
3 3
Os pontos de separagdo sao as raizes reais de: s 72R;25> o
453 +9s2+24s - 16 1 s=-2.263
st 4353 +1252 — 165 s+1 s=0.448

O angulo que o ramo forma com a horizontal ao partir do polo py = —2+2V3 | é:
$2=180° = 1/po+ /p2 —z1 = /P2 = 1 — /P2 — P3
=180° - 120° + 106° - 131° — 90° = —-55°
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Lugar das raizes — exemplo

B(s) =s*+3s> + 1252 + (K - 16)s +K
4

s 1 12 K
s3 523 K-16

) -K

s 3 K

1| —-832+59K - K?

s 52-K

sO K

Para a estabilidade em malha fechada, deve-se ter:
52-K>0 = K<52

-832+59K - K2 >0 = 2332<K <3568

Im(s)

Aula 5.1 10/11
4
X
2
[0 e— — 7—1
-2
-4

432210 1 2
Re(s)

Em ambos os valores criticos, Kmin = 23.32 € Kmax = 35.68, a linha s! da tabela de
Routh se torna identicamente nula, ou seja, os pontos de cruzamento com o eixo

imaginario também séo raizes do polindmio auxiliar definido na linha s2:
52-K , 3K { s=+1.562] (Kmin = 23.32)

s+K=0 = s==]j K

s=+2562] (Kmax = 35.68)
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Lugar das raizes — efeito da adicao de polos e zeros

Heuristica: a presenca de um zero em L(s) “atrai” para si os ramos do
lugar das raizes; a presenca de um polo em L(s), “repele” tais ramos.

4 4 / 4
-\ \_,x
2 / 2 2
z { z z
:E/ 0 E 0 -—C}—q g 0 K@ t{—x
-2 -2 -2
—
-4 -4 \ -4
4301 2 432170 12 4320 12
Re(s) Re(s) Re(s)

Diagrama original (esquerda); com adigdo de um zero em s = —2 (centro); com
adi¢do de um polo em s = -2 (direita).
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