
6° Trabalho em Grupo – Comportamento dinâmico de sistemas de 2ª. ordem
Grupo: 7

Nomes: Aline Regina Suzigan 11799086

Julia Garavazo 11340212

Leonardo Augusto Velloso 11214357

Rafaela Caixeta Francisco 11798745

Vanessa Shin Huey Hu 113780557

Yasmin Greco Rajab 11930926

1) Uma mudança em degrau na pressão de um vaso de 15 para 24 psi resulta em uma resposta no
medidor de pressão de acordo com a Figura 1. Assuma dinâmica de segunda ordem, calcule todos os
parâmetros importantes e escreva a FT na forma:

Em que Rm→ instrumento de medida (mm); P → pressão (psi)

Figura 1: Resposta dinâmica do sistema de medida

RESOLUÇÃO

- Sobre elevação (Overshoot):

𝑂𝑆 = 𝐴
𝐵 = 𝑒𝑥𝑝 −π·ζ

1−ζ2( )
=𝑂𝑆 𝐴

𝐵 = (13,7−10,2)
(10,2−2,5) = 0, 4545 = 𝑒𝑥𝑝 −π·ζ

1−ζ2( )
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𝑙𝑛 0, 4545 =  −π·ζ

1−ζ2( )
ζ = 0, 2434

- Frequência natural de oscilação:

𝑇 · ω = 2π ω = 1−ζ2

τ𝑝

3, 5 · 1−0,24342

2π = τ

τ = 0, 5403

- Ganho estático do processo:

𝐾𝑝 = ∆𝑅𝑚
∆𝑃 = (10,2−2,5)

(24−15)

𝐾𝑝 = 0, 8556 𝑚𝑚/𝑝𝑠𝑖

- Fórmula final:

𝑅𝑚
(𝑠)

𝑃
(𝑠)

= 0,8556

0,2919·𝑆2+0,263·𝑆+1

2) Encontre a função de transferência, de um sistema composto por 2 tanques em série como

mostrado na Figura 2, que descreva o comportamento do sistema (h2(t)) frente a uma perturbação na

vazão de entrada (F0 (t)). → tanque de mistura/pulmão.

Figura 2: Tanques em série.

Considere: em que β é o termo associado às resistências𝐹
1

= β ℎ
1

− ℎ
2

𝐹
2

= β ℎ
2

aos fluxos volumétricos F1 e F2, respectivamente.



RESOLUÇÃO

Hipóteses: mistura completa, densidade constante e área de seção transversal (área) constante.

Balanço de massa pro tanque 1:

𝐹
0(𝑡)

· ρ
0

− 𝐹
1(𝑡)

· ρ
1

= 𝑑𝑀(𝑡)
𝑑𝑡 =

𝑑 ρ·𝐴·ℎ
1(𝑡)( )

𝑑𝑡 = ρ · 𝐴 ·
𝑑 ℎ

1 (𝑡)( )
𝑑𝑡

𝐹
0(𝑡)

− 𝐹
1

= 𝐴 ·
𝑑ℎ

1

𝑑𝑡

(1) EDO não-linear - Termo não linear, raiz quadrada.𝐹
0(𝑡)

− β ℎ
1(𝑡)

− ℎ
2(𝑡)

= 𝐴 ·
𝑑ℎ

1

𝑑𝑡

- Linearização por expansão de Taylor:

(2)ℎ
1(𝑡)

− ℎ
2(𝑡)

≈ ℎ
1𝑠𝑠

− ℎ
2𝑠𝑠

+ 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
1(𝑡)

− ℎ
1𝑠𝑠( ) − 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )

- Substituindo (2) na (1):

(3)𝐹
0(𝑡)

− β · ℎ
1𝑠𝑠

− ℎ
2𝑠𝑠

+ 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
1(𝑡)

− ℎ
1𝑠𝑠( ) − 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )( ) = 𝐴 ·

𝑑ℎ
1

𝑑𝑡

- Estado estacionário na OG:

(4)𝐹
0𝑠𝑠

− β ℎ
1𝑠𝑠

− ℎ
2𝑠𝑠

= 0

- Subtraindo (4) de (3):

𝐹
0(𝑡)

− 𝐹
0𝑠𝑠( ) − β · ℎ

1𝑠𝑠
− ℎ

2𝑠𝑠
+ 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
1(𝑡)

− ℎ
1𝑠𝑠( ) − 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )( ) + β ℎ

1𝑠𝑠
− ℎ

2𝑠𝑠
= 𝐴 ·

𝑑ℎ
1

𝑑𝑡

(5)𝐹
0(𝑡)

− 𝐹
0𝑠𝑠( ) − β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
1(𝑡)

− ℎ
1𝑠𝑠( ) − 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )( ) = 𝐴 ·

𝑑ℎ
1

𝑑𝑡

- Escrevendo na forma de variável desvio:

(6)𝐹'
0(𝑡)

− β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ'
1(𝑡)

− ℎ'
2(𝑡)( ) = 𝐴 ·

𝑑ℎ'
1

𝑑𝑡

- Aplicando o Teorema de Laplace:

𝐿 𝐹'
0(𝑡){ } − 𝐿 β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ'
1(𝑡)

⎰
⎱

⎱
⎰ + 𝐿 β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ'
2(𝑡)

⎰
⎱

⎱
⎰ = 𝐿 𝐴 ·

𝑑ℎ'
1

𝑑𝑡{ }
𝐹

0(𝑠)
− β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
1(𝑠)

+ β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)

= 𝐴 · ℎ
1

· 𝑆

𝐹
0(𝑠)

+ β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)

= 𝐴 · 𝑆 + β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( ) · ℎ
1(𝑠)

ℎ
1(𝑠)

= 1
𝐴·𝑆+β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· 𝐹
0(𝑠)

+
β

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

𝐴·𝑆+β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)

(7)ℎ
1(𝑠)

=
2· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β

2·𝐴· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

β ·𝑆+1
· 𝐹

0(𝑠)
+ 1

2·𝐴· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

β ·𝑆+1
· ℎ

2(𝑠)
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𝐾𝑝
1

=
2· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β τ
𝑝1

=
2·𝐴· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β

Balanço de massa pro tanque 2:

𝐹
1(𝑡)

· ρ
1

− 𝐹
2(𝑡)

· ρ
2

= 𝑑𝑀(𝑡)
𝑑𝑡 =

𝑑 ρ·𝐴·ℎ
2(𝑡)( )

𝑑𝑡 = ρ · 𝐴 ·
𝑑 ℎ

2 (𝑡)( )
𝑑𝑡

𝐹
1(𝑡)

− 𝐹
2(𝑡)

= 𝐴 ·
𝑑ℎ

2 (𝑡)

𝑑𝑡

(8) EDO não-linearβ ℎ
1(𝑡)

− ℎ
2(𝑡)

− β ℎ
2(𝑡)

= 𝐴 ·
𝑑ℎ

2 (𝑡)

𝑑𝑡

- Linearização

(9)ℎ
1(𝑡)

− ℎ
2(𝑡)

≈ ℎ
1𝑠𝑠

− ℎ
2𝑠𝑠

+ 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
1(𝑡)

− ℎ
1𝑠𝑠( ) − 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )

(10)ℎ
2(𝑡)

≈ ℎ
2𝑠𝑠

+ 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )

- Substituindo (9) e (10) na (8):

β · ℎ
1𝑠𝑠

− ℎ
2𝑠𝑠

+ 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
1(𝑡)

− ℎ
1𝑠𝑠( ) − 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )( ) − β · ℎ

2𝑠𝑠
+ 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )( ) = 𝐴 ·

𝑑ℎ
2(𝑡)

𝑑𝑡

(11)

- Estado estacionário:

(12)β ℎ
1𝑠𝑠

− ℎ
2𝑠𝑠

− β ℎ
2𝑠𝑠

= 0

- Subtraindo (12) da (11):

(13)β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
1(𝑡)

− ℎ
1𝑠𝑠( ) − 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )( ) − β · 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

ℎ
2(𝑡)

− ℎ
2𝑠𝑠( )( ) = 𝐴 ·

𝑑ℎ
2(𝑡)

𝑑𝑡

- Escrevendo na forma de variável desvio:

(14)β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ'
1(𝑡)

− 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ'
2(𝑡)( ) − β · 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ'
2(𝑡)( ) = 𝐴 ·

𝑑ℎ
2(𝑡)

𝑑𝑡

- Aplicando o Teorema de Laplace:

(15)β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
1(𝑠)

− 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)( ) − β · 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)( ) = 𝐴 · ℎ

2(𝑠)
· 𝑆

β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
1(𝑠)

− β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)

− β · 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)

= 𝐴 · ℎ
2(𝑠)

· 𝑆

β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
1(𝑠)

= 𝐴 · ℎ
2(𝑠)

· 𝑆 + β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)

+ β · 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2(𝑠)

ℎ
2(𝑠)

=
β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( )
𝐴·𝑆+β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

+β· 1

2 ℎ
2𝑠𝑠

( ) · ℎ
1(𝑠)
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ℎ
2(𝑠)

=
β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( )
𝐴·𝑆+β·

ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

2· ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( ) · ℎ
1(𝑠)

(16)ℎ
2(𝑠)

=
β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( )
2·𝐴· ℎ

2𝑠𝑠
· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β· ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( ) ·𝑆+1⎛

⎝

⎞

⎠

· ℎ
1(𝑠)

𝐾𝑝
2

= β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( ) τ
𝑝2

=
2·𝐴· ℎ

2𝑠𝑠
· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β· ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( )

- Relacionando (7) com a (16):

ℎ
2(𝑠)

=
𝐾𝑝

2

τ
𝑝2

·𝑆+1( ) ·
𝐾𝑝

1

τ
𝑝1

·𝑆+1 · 𝐹
0(𝑠)

+ 1
τ

𝑝1
·𝑆+1 · ℎ

2(𝑠)
⎡⎢⎣

⎤⎥⎦

ℎ
2(𝑠)

−
𝐾𝑝

2

τ
𝑝2

·𝑆+1( ) · 1
τ

𝑝1
·𝑆+1( ) · ℎ

2(𝑠)
=

𝐾𝑝
2

τ
𝑝2

·𝑆+1( ) ·
𝐾𝑝

1

τ
𝑝1

·𝑆+1( ) · 𝐹
0(𝑠)

ℎ
2(𝑠)

· 1 −
𝐾𝑝

2

τ
𝑝1

·τ
𝑝2

·𝑆2+ τ
𝑝2

+τ
𝑝1( )·𝑆+1

⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
=

𝐾𝑝
1
·𝐾𝑝

2

τ
𝑝1

·τ
𝑝2

·𝑆2+ τ
𝑝2

+τ
𝑝1( )·𝑆+1

· 𝐹
0(𝑠)

ℎ
2(𝑠)

·
τ

𝑝1
·τ

𝑝2
·𝑆2+ τ

𝑝2
+τ

𝑝1( )·𝑆+1( )−𝐾𝑝
2

τ
𝑝1

·τ
𝑝2

·𝑆2+ τ
𝑝2

+τ
𝑝1( )𝑆+1

⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
=

𝐾𝑝
1
·𝐾𝑝

2

τ
𝑝1

·τ
𝑝2

·𝑆2+ τ
𝑝2

+τ
𝑝1( )·𝑆+1

· 𝐹
0(𝑠)

ℎ
2(𝑠)

=
𝐾𝑝

1
·𝐾𝑝

2

τ
𝑝1

·τ
𝑝2

·𝑆2+ τ
𝑝2

+τ
𝑝1( )·𝑆+1( )−𝐾𝑝

2

· 𝐹
0(𝑠)

ℎ
2(𝑠)

=
𝐾𝑝

1
·𝐾𝑝

2
τ

𝑝1
·τ

𝑝2

1−𝐾𝑝
2

( )·𝑆2+
τ

𝑝1
+τ

𝑝2

1−𝐾𝑝
2

( )·𝑆+1
· 𝐹

0(𝑠)

𝐾𝑝
1

· 𝐾𝑝
2

=
2· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β( ) · β · 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( ) = 1

τ
𝑝1

·τ
𝑝2

1−𝐾𝑝
2

=

2·𝐴· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

β( )·
2·𝐴· ℎ

2𝑠𝑠
· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β· ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( )

⎛

⎝

⎞

⎠

1− β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( ) =

4·𝐴2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( )· ℎ

2𝑠𝑠

β2· ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( )

1− β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( )

τ
𝑝1

+τ
𝑝2

1−𝐾𝑝
2

=

2·𝐴· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

β( )+
2·𝐴· ℎ

2𝑠𝑠
· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β· ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( )

⎛

⎝

⎞

⎠

1− β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( ) =

2·𝐴· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

· ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( )+2·𝐴· ℎ

2𝑠𝑠
· ℎ

1𝑠𝑠
−ℎ

2𝑠𝑠

β· ℎ
2𝑠𝑠

+ ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠( )

⎛

⎝

⎞

⎠

1− β· 1

2· ℎ
1𝑠𝑠

−ℎ
2𝑠𝑠

( )
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- Aplicando Laplace Inversa para colocar a FT em função do tempo:
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