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Seguidor via controle linear-quadratico — horizonte de tempo finito

Um controlador que faca o estado x do sistema acompanhar um sinal de
referéncia prescrito x¢(t), t € [0, 1], pode ser obtido via minimizacio de um
indice de desempenho quadrdtico J para um horizonte de tempo finito:

5]
J(x,u) = /0 [(x - xr)TQ(x - Xr) + uTRu] de+ (x— xr)TQ1 (x —xr)
t=h
com Q e Q1 sendo matrizes simétricas e semi-definidas positivas e R sendo
uma matriz simétrica e definida positiva.
Uma vez que o sistema deve satisfazer a equacdo dinamica:

d
d—’;:Ax+Bu

tal condigdo deve ser tratada como uma restrigio do problema de
otimizag¢do. Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange,
pode-se transformar o problema de otimizagio restrita da fungdo J(x, u)
em um problema de otimizacio irrestrita de uma funcao J(x, u, ).
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Solugao via método dos multiplicadores de Lagrange
Defina-se a fungado objetivo estendida ]_(x, w A):
_ |
Jx,u)\) = / [(x —x) Q(x—x) +uT Ru+2)\7 (Ax +Bu- %)] dt
0

+ (x(t1) = xe(11) " Q1 (x(01) = Xt (1))
Para a minimizacdo de J(x, u, 1), verifica-se primeiramente sob quais
condigdes 8] = 0.
dx

- h
5] = 2/ [5xTQ(x —xr) +8u’ Ru+0\T (Ax+ Bu- a)
0

i dt +26x(t1) " Q1 (x(t1) — xr(t1))

Integrando por partes, verifica-se que:

t 4] 51 T
/ ATIX G e - / I sxar
0 dt 0 0 dt

+AT (A5x+B(5u - @)
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Solugao via método dos multiplicadores de Lagrange

Notando ainda que o estado inicial x(0) deve ser tratado como um
dado do problema e, assim, 6x(0) = 0, a condicdo 57 = 0 se torna:

51
0:/ {5XT
0

+OAT

Q(x—xr)+ATA+ % +6u’ [Ru+BT)|

Sendo as variagdes dx, Su, A e 5x(t1) independentes, decorre que:
dx dx

Q(x—xr)+ATX+E=O = ——Qx AT+ Qx
Ru+B™A=0 = u=-R'B")
ax+Bu-X_0 = ¥_ax_Br1BT
dt de

Q1(x(t1) = x (1)) —M1) =0 = A1) = Q1x(f7) — Q1x¢(t1)

Ax+ Bu - j ] } dt+5X(l’1)T [Ql(x(tl) —Xr(l’l) )L(tl)]
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Solugao via método dos multiplicadores de Lagrange
Buscando para A uma solucéo afim em termos do estado x do sistema:
Me) = P(t)x(t) = (1) ©

Da equacédo @, u(t) = -RI0OB® A1) e, portanto, a lei de controle
proposta adquire a forma:

u(t) = —-K(t)x(t) +ii(t) com K=R 'B"P e #i=R 'BTq

Tomando a derivada temporal de ® e utilizando ®, obtém-se:
dr» dP dx dn

TR TR TR T

C(lj—];+PA PBR'B"P|x- %+PBR_1BT|1

Por outro lado, substitindo ® em @, obtém-se:
da

il [-Q-ATP|x+ATn+Qx
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Solugao via método dos multiplicadores de Lagrange

dr .
As duas expressdes para — serdo equivalentes se, e somente se, Vx:

dt
[(11—1;+PA+ATP—PBR‘1BTP+Q X
dn T -1pT
- E+(A -PBR 'B")n+Qx|=0

Além disso, da equacdo @ também deve ser verdadeiro, qualquer seja o
valor de x(t7):
Mity) = P(1)x(t1) — () = Q1x(11) — Q1xr(t1)
Assim, é suficiente que P(t) e n(t) satisfacam as seguintes EDOs:
dpP
dr

d -
G =-(AT-PBRVBT)n-Qx com n(t)=Qix(n)

=—-PA-ATP+PBR 'B"P-Q com P()=Q,
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Seguidor via controle linear-quadratico — horizonte de tempo finito

Conclui-se que, no projeto de um seguidor via controle linear-quadratico, a
matriz P(t) deve satisfazer a mesma equagio diferencial de Riccati obtida
na sintese de um regulador linear-quadritico (LQR). Consequentemente:

A matriz de ganho K = R™' BT P do projeto de um seguidor deve
ser a mesma adotada no projeto do respectivo regulador.

A dindmica do segquidor em malha fechada é descrita pela equagdo ®:
% =(A-BR'BTP)x+ BR'BTn com x(0)=xp

Em particular, definindo a matriz de estados em malha fechada:

A=(A-BK)=(A-BR'B"P)

a equagdo ® simplifica-se para a forma:

dx

ar Zx+BR_1BTn com x(0) =xg
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Seguidor via controle linear-quadratico — horizonte de tempo finito

A equagao diferencial para a determinagdo de n(t) também pode ser
simplificada a partir da definicao de A:

(AT-PBR'B")=(A-BR'B"P)T =4

Assim:

dn

En =-A'n-Qx com n(f) = Qx(t)

*Nota — a solugdo do problema poderia alternativamente ser formulada
colocando as equagdes @ e @ na seguinte forma matricial:

N e ]

com condigdo inicial x(0) = xg e condigdo final A(t1) = Q1(x(¢1) — X (#1)), eq. ®@.

L]x
Q r

matriz Hamiltoniana H
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*Solugao explicita em malha fechada — seguidor LQ
Pode-se obter uma solucao explicita para n(t) por meio da equagéo:
n(t) =& (t,0n(0) - /Ot W (1, 7)Qx () dr
com W (t, ) satisfazendo a equacao diferencial:
%lf(t, 0)=-A (OF(t,r) com W(r,7)=1I, Vre[0]

O valor de n(0) consistente com a condicio final n(t1) = Q1xr(t1) é:

_ b
n(0) =w(0,1) [n(t1)+/0 ¥ (t,7)Qx(7) dr

— h_
= T0.0Qut) + [ T0.0Qx(r) dr
Note que foi utilizada a seguinte propriedade da matriz de transicao:

— — — — —1
Yt t)¥(t,t0) =P (2, t0) = W(ot1) =¥ (t1,%)
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*Solugao explicita em malha fechada — seguidor LQ

Substituindo a expressdo para n(0) na expressdo para n(t):

Ho t
n(t) =&t 11)Q1xr (1) + A 11P(t,f)Qx.-(T) dr—/o U (t,7)Qxc (1) dr

_ t
() = (1. 1)Quxe(t) + /t T(1,1)Qxe(r) dr

A dltima etapa da deducdo de uma expressdo explicita para n(t)
consiste em expressar a matriz de transigao W (t,1), associada a —ZT(t),
com a matriz de transicido (¢, ) do sistema em malha fechada, associada a
matriz A(t) e que, por sua vez, satisfaz a seguinte equacao diferencial:

%q‘ﬁ(t, = AWBB(tr) com B(rr) =T, Vre[0,]
Tomando a derivada parcial em ¢ da identidade &(1,0)B(r,t) = I:

R — a=
5450, )P(1,t) + D(t, r)asﬁ(r, t)=0




PME 3481 - Controle e Aplicagoes Renato Maia Matarazzo Orsino Aula 3.3 11/20

*Solugao explicita em malha fechada — seguidor LQ
Dessa forma:
%5(1, P =-(r, t)%?p(t, OB(r 1) = —B(r, ) A()B(t, 1) B(1, )
= %4‘5(1, 1) = -B(,)A(l) o %EST(T, H=-A (B (1.1
Ainda, como Q_ST(T, 7) =1, V7 € [0, 1], conclui-se que:

T(t,0)=D (1,1

Finalmente, para a dindmica do seguidor em malha fechada (supondo
realimentagdo de estados), obtém-se:

_ o
N0 =3 (1.0Qux(n) + /t 3 (1 )Qx (D) dA

x(t) = (1, ())x(0)+/t<15(t, 0)B(r)R™'BT (0)n(r) dr
0
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Lei de controle e diagrama de blocos — seguidor LQ
Pode-se definir o erro do seguidor como:
e(r) = x¢ (1) — x(1)

Considerando ainda que: K = R 1B P, aleide controle do seguidor
pode ser escrita como:

u(t)= K@e(t) + RIB@®)T (n(t) - P(t)x (1))

—————
realimentacao pré-alimentacao
controlador W(s) l

U(s)

X(s) _

planta
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas

Considere um sistema linear invariante no tempo:

dx(t)

dr

Assuma que tanto o sinal de referéncia x(t) quanto a perturbacgdo w(t)
sejam modelados como solugdes de equagdes diferenciais conhecidas:

dx(t)

Ax(t) + Bu(t) + Ew(t)

a Arxe(t)
dw(t)
T = AwW(t)

Definindo o erro de acompanhamento (erro do seguidor) como:
e(t) =xr(t) —x(t)
verifica-se que e(t) satisfaz a seguinte EDO:
de(t)
dt

= Ae(t) - (A - A;)x(t) - Bu(t) - Ew(t)
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas

Para simplificar a equagéo diferencial, defina-se a matriz F e o vetor de
varidveis exdgenas Xo(t):

xr(t)
F=[A-A | E| e "0(”‘[ w(t) ]
Assim:
dz(tf) = Ae(t) - Bu(t) - Fxo(t)

Proponha-se uma lei de controle da forma:

u(t) = Ke(t) — Gxo(t)

o que faz com que a dindmica do erro de acompanhamento em malha fechada
seja dada por:

? = (A-BK)e(t) - (F - BG)xo(t) = Ae(t) - (F - BG)xo(t)
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas
de(t)

Note que, em regime permanente, ou seja, com ar - 0, o valor do erro

de acompanhamento é:

Ae=(F-BG)xo = e=A '(F-BG)x

Seria ideal se fosse possivel tornar nulo o valor do erro em regime
permanente qualquer seja o valor em regime permanente das variaveis

, —-1

exdgenas, ou seja, escolher G tal que A (F - BG) = 0. No entanto,
em geral, isto ndo é possivel. Busquemos entdo uma matriz M que
torne, em regime permanente:

Me=0

Isto serd verdadeiro para todo x, se:

MA '(F-BG)=0 = MA BG=MA F
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Modelos assumidos para variaveis exdgenas

Para obter uma solugédo fechada para G é necessario que a matriz

M Z_lB seja invertivel. Isto requer, em primeiro lugar, que ela seja
quadrada, ou seja, M € R™". Em outras palavras, dispondo de r
atuadores é possivel seguir com erro nulo em regime permanente somente r
sinais de referéncia. Conclui-se, portanto, que:

G=NF com N = [MZ‘lB]_l MA

Assim, a lei de controle do seguidor se torna:

u(t) = Ke(t) - NFxo(t) = Ke(t) - N(A - Ar)x(t) - NEw(t)

e a dindmica do erro de acompanhamento se torna:
de(t)
dt

= Ae(t) - (I - BN)Fxo(t)

de(t)

Tl Ae(t) - (I- BN) [(A - A)x (1) + Ew(t)]
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*Acao integral em realimentagao

Admita que se queira propor uma lei de controle com ganho integral
em realimentagdo da forma:

u(t) = Ke(t) + Kjej(t) — Gxo(t)

com e;(t) sendo definida como a integral de uma combinagao linear de
componentes de e(t):
dei(t) _
Sdr
Neste caso, as variaveis e;(t) assim definidas constituem, juntamente a
x(t) um vetor de estados aumentado x5 (¢):

Cie(t) = Ci(x(t) - x(1))

19/20

i x(t) B A ‘ 0 x(t) . B a() + E ‘ 0 w(t)

dt| ey | | -cilo || e 0 0|1 || cx
— D —

Aa xa(t) Bj E, Wa(t)
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*Acao integral em realimentagao

Assim, pode-se escrever a equagdo diferencial do sistema na forma:
dxa(t)
dt
Pode-se entdo formular o problema de acompanhamento de referéncias para
esta planta aumentada tomando x(t) como referéncia para x(t) e zero
como referéncia para e;j(t). Para que o problema tenha solugdo, no
entanto, é necessario que o par (Aa, Ba) seja controlivel, o que limita as
possibilidades de escolha para a matriz C;.
A dindmica da planta aumentada em malha fechada é dada pela matriz

de estados Az = Az — BaK, em que a matriz de ganhos Kj é:
Ka=|K | -K|
ou seja, a lei de controle pode ser reescrita como:
u(t) = —Kaxa(t) + Kxc(t) — Gxo(1)

Neste caso, X (t) deve incluir tanto x;(t) quanto wa(t) (em vez de w(t)).

= Aaxa(t) + Bau(t) + Eawa(t)
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