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 Referenciais e Sistemas de Coordenadas o
O
» Cinemaética: estudo da descricao geomeétrica do movimento e -
independente das causas do movimento. w z

> Referencial: objeto rigido a partir do qual eventos fisicos (e.g.
movimento de uma particula no espaco) sdo observados,
“percebidos” ou descritos. Notacao: A, B, C, etc.

(Referencial

B movel)

Ny

» Sistema de Coordenadas: ferramenta analitica utilizada para
representar a descricdo de eventos fisicos (e.g. movimento

F
de uma particula no espaco) a partir de um dado referencial.
= Um dado sistema de coordenadas € fixo a um unico referencial
» Definicdo de sistema de coordenadas: e
o Origem (e.g., G); ponto pertencente a um dado referencial; P _
o Eixos coordenados (e.g., Gx, Gy, Gz); * vpe ,ap: velogldadee acelerac;Néo do ponto_P em relacdo a
i ] s e~ F, isto é, a velocidade e aceleracdo de P medidas por um
o Base de vetores alinhados aos eixos coordenados (e.g., {l, i k}); observador fixo ao referencial F.
o Notagdo: B = {G;1,j, k}

* Avelocidade e aceleracéo de um ponto em relagédo a um dado
referencial podem ser representadas (ou expressas) em um

> ReferenCial * SiStema de coordenadas sistema de coordenadas fixo a outro referencial.
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A Definicao de Corpo Rigido

» Solido continuo cujas distancias relativas entre quaisquer de suas
particulas sdo admitidas constantes sob condicbes especiais de
carregamentos. Admitiremos que particulas = pontos materiais.

» O conceito de corpo rigido é uma idealizacdo, uma vez que todos 0s
sélidos sdo deformaveis até certo ponto quando sujeitos a estimulos
externos (e.g. carregamentos termomecanicos).

» Se 0s movimentos associados com as deformacbes sdo pequenos
guando comparados com o movimento global do corpo, entdo a
hipdtese de rigidez € geralmente aceitavel.

» Exemplos:

= Vibracdo da asa de um avido: néao afeta a trajetoria do aviao como um todo,
mas influencia as tensdes locais, importantes para a resisténcia e
durabilidade da asa.

» Deformactes de dentes de engrenagens: ndo afetam o movimento global do
sistema de engrenamento, mas influenciam as tensdes locais, importantes
para a eficiéncia, resisténcia e durabilidade das engrenagens. Exemplos de sistemas em que a hipotese de corpo

rigido é aceitavel para a andlise dos movimentos
globais associados. Fonte [1].
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A Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos:

= Translacao Pura:

o Qualquer reta definida entre dois pontos do corpo mantém a
mesma direcao ao longo do movimento.

o O corpo possui 3 GLs de translacao no espaco, e seu movimento
pode ser especificado completamente pelo movimento de um Unico
ponto do corpo (todos 0s pontos possuem 0 mesmo movimento).

o Todos os pontos do corpo possuem a mesma velocidade e
aceleracao vetoriais;

o Todos os pontos do corpo descrevem a mesma trajetoria ao longo
do movimento.

— Translacéo retilinea: a trajetoria percorrida é retilinea

— Translacéo curvilinea: a trajetoria percorrida € curvilinea Translaggo curvilinea. Fonte [1,2].
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A Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos:

= Rotacao pura em torno de um eixo fixo:

©)

O corpo possui 1 GL de rotacao e sua velocidade angular ndo
varia em direcéo.

Todos o0s pontos do corpo pertencentes ao eixo de rotacao
possuem velocidades e aceleracdes nulas.

Se dois pontos do corpo possuem velocidades nulas, entdo a reta
gue liga tais pontos constitui 0 eixo de rotacao pura do corpo.

Todos os pontos do corpo fora do eixo de rotacdo se deslocam
em planos paralelos e ortogonais ao eixo, descrevendo trajetérias
circulares concéntricas.

Os modulos das velocidades e aceleracGes dos pontos fora do
eixo de rotacdo sao proporcionais a distancia perpendicular entre
0S pontos e o eixo de rotacéo.
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A Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos:

= Rotacao pura em torno de um ponto fixo:

o O corpo possui 3 GLs de rotacao e sua velocidade angular pode
variar em maodulo e direcéao.

o Adirecdo da velocidade angular instantanea do corpo e o ponto fixo
em torno do qual o movimento de rotacao ocorre determinam o
Eixo Instantaneo de Rotacé&o (EIR) do corpo.

o O ato de movimento do corpo consiste em um movimento de
rotacao pura em torno do EIR.

Exemplos de corpos em rotacdo pura em torno de
um ponto fixo. Fonte [3].
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A Tipos de Movimento de um Corpo Rigido

» Ato de movimento instantaneo: condicao de movimento de um
corpo rigido (CR) num dado instante de tempo (“foto do movimento”).

» O movimento de um CR pode ser classificado em trés tipos:

=  Movimento Geral (Translacdo + Rotacao):

o Em geral, um corpo rigido possui 6 GLs (3 de translacdo + 3 de
rotacdo). A aplicacéo de vinculos reduz o nimero de GLs do corpo.

o Teorema de Chasles: o movimento mais geral de um corpo rigido
em um dado instante é equivalente a translacdo de um ponto
arbitrario do corpo, mais uma rotacdo pura em torno de um eixo
gue contém este ponto.

Movimento plano Translacéo curvilinea

Exemplo de sistema mecénico com componentes
com diferentes tipos de movimento de corpo  Translacéo retilinea
rigido. Fonte: adaptado de [2].

. s Sistema pistéo-biela-manivela de um motor de
Rotacdo em torno de eixo fixo combustéo interna. Fonte [3].
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A Propriedade Fundamental da Cinematica de Corpos Rigidos

» Considere o corpo rigido B que se move arbitrariamente no espaco
em relacao a um referencial fixo F.

> Seja ¥,z = (B—A) o vetor que define a distancia relativa entre dois
pontos arbitrarios A e B do corpo. Pela propriedade de rigidez de
corpos rigidos, tem-se que ||74z|| = cte. Portanto:

|7 45l|> = T4p - Tap = cte. Derivando ambos os lados em relagdo ao tempo:

— — drAB drAB = d?AB =
dt . TAB + TAB . dt == 0 == dt . TAB == 0 o dt J_ TAB (1)

» Como visto na definicdo do versor tangente do Triedro de Frenet-Serret, um vetor de modulo
constante é sempre ortogonal a sua derivada. Sendo 7,5 = (B — A), tem-se:

d(B - dB d - =
M-(B—A)=<d—f—d—f>-(B—A)=(§B ~V,) (B-A=0:|Vp-(B=A)=s-(B—4) | @

dt

> As projecdes de v, e vz sobre a reta que liga os pontos A e B sdo iguais. Logo, as velocidades de dois
pontos arbitrarios de um CR nédo sao independentes, guardando entre si a relacéo expressa na Eq. 2.

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 22/04/2024



PVIE=

Departamento de Engenharia Mecanica

QUESTAO 1 (3,0 pontos). A peca ABC mostrada na figura é
formada por dois segmentos ortogonais de comprimento L. Em um
dado instante, sabe-se que as velocidades dos pontos 4, B e C sdo:

- L- - -wlL- - . -
VA=m—j . V3=mTj GVC=—Q)Lf+&)Lk

Para este instante:

(a) mostrar que as velocidades dos pontos A e C sdo compativeis
com a condi¢do de corpo rigido;

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

(b) calcular o vetor rotagdo da peca ABC neste instante.
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d Exercicio (P2—Q1-2014)

(a) mostrar que as velocidades dos pontos 4 e C sdo compativeis
com a condicdo de corpo rigido (C — 4) = —%T +Lj

Propriedade fundamental de corpos rigidos:

VeC—A)=V4(C-4) = (—mLE +mL§)[—%F+L }}z(—j}{——i +L j) (0,5)

mLz_mLz
2 2

—

(0,5)
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 Diferenciacao de Vetor e Referenciais

» Em geral, tanto o médulo quanto a orientacao (direcao e sentido) de um vetor podem variar no tempo.
» A derivada no tempo de um vetor depende do referencial a partir do qual a derivada é calculada.

» Essa dependéncia se deve a possibilidade de variacdo da orientacdo do vetor no tempo. Portanto, o
referencial a partir do qual a derivada € calculada influencia o valor da derivada.

» O exemplo a sequir ilustra a dependéncia do referencial no calculo da derivada de vetores no tempo.

- Sicdewo, Oxa Q(\m Mo rﬁvwe €\ Mlbczi'o a\b)nvl(wm.

Y .
4 O Lixe | prand D)
A X — Os vasus (X)) Nous g\m Qw r(;mb &({u;&p erb
& sashaee Oxy
_tu 4
0 .'i.- X

Pade - Avolie & NoroGEp W Q«W & vasn V1" ow NQ)J%
o ]ﬁvgplms o M..(-ufww J“Q\\M&D ‘\m oXy ¢ Oxﬂ_ :
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 Diferenciacao de Vetor e Referenciais

— Nesk Cavre &QM_}L twhCande w NLEQ.LL{\J:OA'! 5
| nsoxe, (35)
\l B 0y, (Ta)

e P\vo&;\mw&h, emwl"m&,‘ , O VAR aa Qm b M—(—«munfj Roe e el wvd“!wL,,
-\-C\M*H«-'
‘.Eé(.t- —h 0 :
o{-; =o//' : s i ame&m«meMvgﬁl&\,,mﬂutu i
wdo, ewa whtai, WV“\L\L:C&)L ox M& Mo WAV

...'_D-ec»wi\\aws& Ooqm‘ v s BNy )v\slmob oxY ({l‘x'e)‘,

L% A B A~
L= onBW T + swdiyT

- Devand o &X?Mss;:h DOAMEBA WA ul&n%o o mras 0lsengde {:\m Wﬂlé«uuu@f/k ‘
17

. o (vl pin ¥ o ¥ i
h&_'t; _%{W%‘.BI-\'WQH&L + m@-‘b%kgiw{.) T\ﬂ“ | = =
At £ 5 M)

U S (cawe T+ ovelY
2 (- st >7

= L'Eﬂe’l W“M-}@ n‘u{.i

ST Olwope clomundl g o deiud. e e
e W Rptde S i€ eu g o agoliadin

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 22/04/2024



@zt TSP Il —=

Departamento de Engenharia Mecanica

Conteudo

Motivacao e Objetivos

Referenciais e Sistemas de Coordenadas

Definicao de Corpo Rigido

Tipos de Movimentos de Corpo Rigido

Propriedade Fundamental da Cinematica de Corpos Rigidos
Diferenciacao de Vetor e Referenciais

Diferenciacéo de Vetor de Médulo Constante e Velocidade Angular
Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

© 0 N O Ok WDNPRE

Velocidade e Aceleracéo de Corpos Rigidos
10. Eixo Helicoidal Instantaneo
11. Movimento Plano

12. Composicao de Movimentos

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 22/04/2024



: [
.\ EscoLa P’V,E_
POLITECNICA —

/ DA USP Departamento de Engenharia Mecanica

A Diferenciacao de Vetor de Mddulo Constante e Velocidade Angular

» Seja um corpo rigido B que se move com rotacao pura em torno de um eixo fixo S B oo
em relacdo ao referencial F. Considere também um sistema de coordenadas ﬁ 3
B = {0; Lj, k} solidario a B, tal que k seja paralelo ao eixo de rotacdo do corpo.
il
W |
i

» Um ponto arbitrario P € B se desloca em um plano m, descrevendo uma trajetoria
circular. O vetor posicéo de P expresso em B é dado por 7, = (P — 0) = hk + ri

> Derivando o vetor ¥, no tempo em relacdo ao referencial fixo F, e admitindo que
0 eixo de rotacao e as distancias 0’0 e PO’ nao variam com o tempo, tem-se:

F — F .~ F e F ) _@
drp (th N dkh) N (dn , i ) di P .
= —_— — —Tr | = —T y N -
dt dt dt dt dt dt & \
N v ) Ly_/ // j \". Rotag&o pura em torno de um

Eixo de rotacdo e Distancia PO’ ndo K Oli o o Fonie adspiado de 2
distancia 0’0 néo varia com o tempo : 'a)
variam no tempo X
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F . F

> Utilizando os resultados do exemplo anterior, é possivel mostrar que: = =46j e =_4i.
Portanto:
Tar
P o @
— =0r (3)
a

> Alternativamente, a Eq. 3 pode ser escrita em funcéo de 7, como segue:

T
dﬂ— Orj = Or(kAQ) = (6k ATi) = Ok AT = Ok A (Fp — hK) = (k) AT

> Definindo Y@w®? 2 0k como sendo a velocidade angular instantanea de B em
relacdo a F, e admitindo que, em geral, a direcdo do eixo instantaneo de rotacao
de um corpo rigido varia com o tempo, tem-se:

= F

Tar
P _ F—B — 4
dt _ @ (t) A rP ( ) Rotacédo pura em torno de um
eixo fixo. Fonte: adaptado de [2].
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A Diferenciacao de Vetor de Mddulo Constante e Velocidade Angular

> A EQ. 4 permite calcular a derivada temporal de vetores fixos a um corpo rigido
B em relacao a um dado referencial F.

> Sendo 7p um vetor fixo a B, entéo:
« Tanto o médulo quanto a orientacdo de ¥, nédo variam em relacéo a B.

« Como o médulo de ¥, é constante, ele também ndo varia em relacdo a F.
Entretanto, a orientacdo de 7, pode variar em relacdo a F devido a possibilidade de
variacao da orientacao de B em relacao a F.

» A taxa de variacdo da orientacdao de B em relacdo a F € dada pelo vetor

velocidade angular instantanea “@? :
« TP é um vetor livre (ndo possui ponto de aplicacdo), e é tnico para um dado par de
referenciais (e.g. referencial fixo F + corpo rigido B).

- Fw? é uma grandeza definida, ou seja, ela n&o é obtida a partir da diferenciacdo de

outra grandeza vetorial (ndo se define vetor deslocamento angular finito).
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Rotac&o pura em torno de um
eixo fixo. Fonte: adaptado de [2].
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A Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

» Considere dois referenciais F e B que se movem arbitrariamente no
espaco com velocidade angular instantanea “@? . O referencial B pode

ser um corpo rigido. B
: - : : , : ~ —o Fw?
» Seja um vetor u(t) qualquer livre no espaco, cujo modulo e orientacéo U./'
podem variar no tempo. Representando esse vetor em um sistema de '
1

coordenadas B = {B; b, b,, b5} solidario B, tem-se:

Uu(t) = uy ()b + uy (O)by+ uz(t)b3

> A derivada temporal de u(t) em relacéo ao referencial F é dada por: % j:
P : : :
. N T’\ . — :]:'A . —~ T/\
& Uy (£)bq + uy () by + Uy (£)by + uy(t) " by +U3(t)bs + us(t) " by
—~ —~ —~ N = = (.
: : : F F F = B
= (1, (O)by + 4y ()b, + 5 () b3) + (ul(t) b, + uy(t) " b, + us(t) b3) Como §, séo b, = Tw® A D,
N\ v )\ v vet.o'reS fixos a B, ) g:i; _ F—B B
Variagdo de u em relagdo a B. Variacdo da orientac&o de u em relacdo a utilizando Eq. 4 2 W~ A Dby
Apenas a derivada temporal das F. Apenas a derivada temporal dos T’B — TBB A ’B
componentes u; € considerada. versores b; é considerada. \ 3 3
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A Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

> Finalmente, a derivada temporal de u(t) em relacdo ao referencial F é dada por:

F.. B., B

du du Fsp

= — o> Au | 5 _,
I

Variac&o de u(t) - Variagdo de ﬁ_’(t)~em relacéo a B. - Variacéo da orientacéo de u(t) em relacéo
em relacdo a F Apenas a variacdo temporal das a F devido a rotacdo de B (arrastamento).
componentes u;(t) é considerada:

B

- As derivadas dos versores b; em relagéo a F

du - ~ -~ sdo consideradas implicitamente:
= ulbl + u2b2+ 'L.l,3b3 p

dt .
Fh FoB A
— . - b, = "w” Ab
- Variagao relativa de u(t) em " R . 1 b4 s
5 b, =T@® Ab, > {%b,=F&G® AD
relacéo a B. i i 2="w Ab, j:'

Tb3 = TBB /\b3

- Os versores b; s&o vetores fixos a B.

> Aderivada temporal de um vetor u(t) depende do referencial a partir do qual a derivada é calculada.
> AEQqQ.5 é valida apenas para u(t) expresso em um sistema de coordenadas solidario a B.

> O vetor u(t) pode representar qualquer grandeza fisica (posicéo, velocidade, quantidade de movimento,
quantidade de movimento angular, etc.)
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Considere um corpo rigido B que se move arbitrariamente no espaco com
velocidade angular “@® e aceleracdo angular *&® em relacdo a um

referencial fixo F.

> Seja os sistemas de coordenadas F = {Q;1,J,K} e B = {B;1,], k} solidarios
aos referenciais F e B, respectivamente, e um ponto O € B arbitrario.

» O vetor posicdo de um ponto material qualquer P € B pode ser escrito
Como segue:

Tp=To+Tpy (6

Tp = vetor posicdo de P € B expresso em F
T, = vetor posicdo de O € F expresso em F
Tpo = Vvetor posicdo de P em relagdo O expresso em B
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Velocidades

- ~ : F—=B
= Derivando a Eg. 6 no tempo com relagao ao referencial F, tem-se: e ® %
N -
drp drg drpo Fes + drpg Como 7p e 7, sdo expressos em F, entdo: % \)ﬁ
_— = =P F o F
dt dt dt 0 dt e — 75,0 Lo = 75, %
! T
-5, =7B, 0
fa
= Como 7p, € expresso em B, o segundo termo da direita da equacdo acima pode —
ser calculado utilizando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eg. 5): N B
F o= B ;= Como Tpo & um vetor fixo a B ‘2
drpo _ dfpo  rp _ F=B 3 " Batpo _ = @
dt  dt + "W” ATpg = "W ATpp  (corporigido), ento: —2=0. > q -
Ha_j y s F
=0 Y.

= Finalmente:

Fo  Fo  FoB . o F= F= F—B Dados "%, e “®”, a Eq. 7 permite calcular
Vp="Vp+ "W Arpy = Vp= "Vp+ w AP -0 7 9 ’
P 0 PO P 0 ( ) | (™) a velocidade de qualquer ponto P € B.
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Velocidades

o="B,+ @B AP-0) | ()

Tﬁp/o = TZ))B /\(P _0)

B
T"_jo
Trajetéria
Traietori / de P
rajetoria A Fonte: adaptado de [1].
_@ de 0 f
P :F'
Movimento plano = Translacdo com O + Rotag&o em torno de O
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d Exercicio (P2—Q1-2018)

Questao 1 (3,0 pontos). A figura ao lado representa, de maneira Y

simplificada, parte do mecanismo de acionamento da pa de um tra- L L
tor/escavadeira, em que as articulacoes fixas A e D servem de vinculos
para duas hastes rigidas AB e C'D, ligadas através de articulagoes em
B e C' a pa. No instante mostrado, sao conhecidas a velocidade angular
da barra AB, @ = —wE, a velocidade angular da pa, %E e as dimen-
soes da barra AB e do segmento BC' em funcao do parametro L. Com
base nestas informacoes e utilizando o sistema de coordenadas Axyz,

determine: |

a) a velocidade do ponto B, vp; b

b) a velocidade do ponto C', v¢; D

c) a relacao entre as cotas a e b de modo a garantir a condigao de corpo ¥ a

rigido para a barra C'D. a -
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d Exercicio (P2—Q1-2018)

a) Da equacgao fundamental da cinematica do corpo rigido (campo de velocidades) para a barra AB:
Up =UA+@A(B—A) =0-—wkA (L7) = —wL] (1,0)

b) Lembrando que o vetor rotagao instanténea da pa foi dado:

— — W s

Uc = U + gk/\(C—B)

W =

o = —wL7+ §k A (LY — L7)

ic = 41— —7J (1,0)
c) A condigao de corpo rigido é satisfeita quando as projecoes das velocidades de dois pontos quaisquer de um corpo

rigido na direcao do segmento de reta que os une é idéntica. Portanto, para os pontos C' e D, pertencentes a barra
CD, tem-se:

7o -(C = D) =p-(C—D)

L 2wl .
(%z’— %5) (at+b7) =0 - (a7’ + b7)
wl 2wl
YT
73 3
- a=2b (1,0)
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QUESTAO 1 (3,0 pontos). A peca ABC mostrada na figura é
formada por dois segmentos ortogonais de comprimento L. Em um
dado instante, sabe-se que as velocidades dos pontos 4, B e C sdo:

- L- - -wlL- - . -
VA=m—j . V3=mTj GVC=—Q)Lf+&)Lk

Para este instante:

(a) mostrar que as velocidades dos pontos A e C sdo compativeis
com a condi¢do de corpo rigido;

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

(b) calcular o vetor rotagdo da peca ABC neste instante.
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d Exercicio (P2—Q1-2014)

(b) calcular o vetor rotagdo Q= Q. i+ Q, _; +Q k da peca ABC neste instante: condi¢do de corpo rigido

para pontos 4 e B:
V,=V,+QA(4-B) :>%}:—%L}+(QxF+QJ,E+Q:E)A(LE)
Swlji=-QLk+QL =|Q. =0 |Q =0 (1,0)

¥

Condigao de corpo rigido para pontos 4 e C:

L. - ~ L - - - —~ L. -
Ve =Vi+an(C—A) ﬁ—(z)Li+mLk=%j+(Qxf+Q},j+§2:k)/\(—5i+Lj)

- wL- - . L~ _L- -
:>—a)L1'—%j-l—a)Lk=Qka+Q},Ek—Q:Ej—Q:Lf

—wl=-QL=0.=w OK
:—%L=—%:>Q:=a) OK

ol =Q L+Q,£
x Al 2

Como Q}, =0, entdo da ultima equacdo tem-se que |QQ = @

Portanto|Q=Q i +Q_ k=wi+ok (1,0)
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Aceleracodes
= Derivando a Eg. 7 no tempo com relagao ao referencial F, tem-se:

F F F
d d d como ¥, e ¥¥, sdo expressos em F
F— _ F— F—B — P 0 ’

% vp) = a( vo) + a( w ArPO) F

:F
entao: %(?vp) =Tdp e %(Tvo) = Td,.

= Fap = %d,
= Desenvolvendo o segundo termo da direita da equacao acima, tem-se:

F g Td F

— — — — — d —>
a(TwB /\Tpo) = E(TwB)/\TPO + ?wB N a(?‘po) %

= Aplicando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eq. 5) as
derivadas remanescentes, tem-se:

Td(? B) Bd(? B) + F&® A T@P = FaP Td
—("w’ )= —(Tw )+ wANT®w =T — (Fpp) = T® AT
dt \dt R ) dt © PO PO
;LB Yﬁ (calculado no slide anterior)
= a =
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Aceleracodes
= Rearranjando os termos das equag¢des anteriores, obtém-se finalmente:

Tap == Tao + TRB A?PO + :FZ))B N\ [TZ))B /\?po]

U

Fap = Tdp+ 7@ A(P=0)+ "&® A["@" A(P-0)] | ©®

» Observacgoes:

» As Eq. (7-8) sao equacdes vetoriais, e, como tal, invariantes com
0 sistema de coordenadas utilizado para expressar
algebricamente os vetores envolvidos.

» Dessa forma, para efeito de calculo, os vetores presentes nessas

equacOfes podem ser expressos em qualquer sistema de Dados “d,, T&®

w® e Ta®?, a Eq. 8 permite
coordenadas conveniente. calcular a velocidade de qualquer ponto P € B.
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A Velocidade e Aceleracao de Corpos Rigidos

» Campo de Aceleracodes

Tdp="do+ 7@’ AN(P—0)+ T&® A[T&® A(P-0)] | (8)

- / N _/

F— . ~ . F— . ~ s
( ap/o)t.aceleragao tangencial ( ap/o)n. aceleracéo normal (centripeta)

("dr/0),,

, Trajetéria @ Fonte: adaptado de [1].
P Trajetéria de P
; de 0 '
- F Movimento plano = Translagdo com O + Rotag&o em torno de O

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 22/04/2024



(S
EscoLA PVIE—
POLITECNICA e

J/ DA USP

Departamento de Engenharia Mecanica

d Exercicio (P2—Q1-2018)

Questao 1 (3,0 pontos). A figura ao lado representa, de maneira Y

simplificada, parte do mecanismo de acionamento da pa de um tra- L L
tor/escavadeira, em que as articulacoes fixas A e D servem de vinculos
para duas hastes rigidas AB e C'D, ligadas através de articulagoes em
B e C' a pa. No instante mostrado, sao conhecidas a velocidade angular
da barra AB, @ = —wE, a velocidade angular da pa, %E e as dimen-
soes da barra AB e do segmento BC' em funcao do parametro L. Com
base nestas informacoes e utilizando o sistema de coordenadas Axyz,

determine: |

a) a velocidade do ponto B, vp; b

b) a velocidade do ponto C', v¢; D

c) a relacao entre as cotas a e b de modo a garantir a condigao de corpo ¥ a

rigido para a barra C'D. a -

Calcular ag e a,

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 22/04/2024



> )roteenn m P MEE

Departamento de Engenharia Mecanica

Conteudo

Motivacao e Objetivos

Referenciais e Sistemas de Coordenadas

Definicao de Corpo Rigido

Tipos de Movimentos de Corpo Rigido

Propriedade Fundamental da Cinematica de Corpos Rigidos
Diferenciacao de Vetor e Referenciais

Diferenciacao de Vetor de Modulo Constante e Velocidade Angular
Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

© 0 N o bk wWDdhPRE

Velocidade e Aceleracéo de Corpos Rigidos
10. Eixo Helicoidal Instantaneo
11. Movimento Plano

12. Composicao de Movimentos

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 22/04/2024



: (.
.\ EscoLa P’V’E_
POLITECNICA —
/ DA USP

Departamento de Engenharia Mecanica

] Eixo Helicoidal Instantaneo

» O Eixo Helicoidal Instantaneo (EHI) corresponde ao lugar geométrico dos pontos
de um corpo rigido com velocidade minima num dado instante de tempo.

» Considere um corpo rigido B que se move arbitrariamente no espaco com
velocidade angular “@® em relacdo a um referencial fixo F.

» A determinacéo do EHI pode ser realizada por analogia com a definicao de Eixo
Central, considerando a similaridade algébrica entre a formula de mudanca de
polo e a expressdo do campo de velocidades de um corpo rigido.

Mp =My + RA(P—0) M o v .
= -(L,, S Planjcgi:ief;nfgo
Fop =T+ @B A(P-0) R o & o por(To7a")
. ~ . / 1&
» Por analogia com as expressodes do eixo central, para E € EHI : (e.$/€
0 /
o Agp
F= | F=B\ F=B FoB A Fy AR e 53
Vo w w w A 170 WA% /E AU‘)
Fopo = Fpl = Fp = [0 E=0+ +A17&® 1LER \ak / /
VE= Vg = Vnmin = < F B > F—>B F—B (12 w, /
[Fa®] /1 "a"| |7&” | /
RV
(9) (10)
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] Eixo Helicoidal Instantaneo

» Fisicamente, em cada instante de tempo (ato de movimento instantaneo), os
diferentes pontos de um corpo rigido executam 0s seguintes movimentos:

= P € EHI: movimento de translacdo pura igual a ¥ v,,;, na direcdo do EHI;

= P ¢ EHI: movimento de translacao na direcdo do EHI + rotacdo em torno
do EHI

Ato de movimento helicoidal instantaneo. ERNT

Fs _ Fz F —>B _ R F=B
UVp = "VUnpint+  ® /\(P E), E € EHI | (11) Se adirecéo de *@” permanece constante, _\1” <

Plano definido

o CR realiza movimento de hélice. - Fe Fp
V. por (¥vo, 7&”)

» O EHI é paralelo a @2, logo sua direcédo em geral varia no tempo. o
(&9 A€
Z . ~ - . o f’/ /
» Em geral, tanto 0 médulo quanto a orientacdo de *,,;, variam no tempo. oy /;035
k@t /
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A Exercicio (P2—Q1-2012)

QUESTAO 1 (3,5 pontos) — No instante mostrado na figura, a
posicdo do cubo de aresta L é tal que OD ¢é paraleloa i , ON

é paralelo a j e OE é paralelo a k . Nesse mesmo instante

sdo conhecidas as velocidades dos vértices D, E e N (ver

—

quadro ao lado da figura). Os versores i , j , k sdo fixos.

Para o instante mostrado na figura:
a) Usando somente a propriedade fundamental da cinematica

do corpo rigido, determine a velocidade v, do ponto O.

b) Determine o vetor de rotagdo ® do cubo.
c) Localize graficamente o eixo helicoidal instantaneo e diga

~.
~.l

PVIE=

Departamento de Engenharia Mecanica

vp =+ —vk
Vp =4Vvi —Vf

Vy =—Vi +vk

qual é o ato de movimento do cubo.

22/04/2024
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a)

7y (D=0) =7y (D= 0)= i +v ] +vot | LT =43 —vk - LT = v, =0
iy (N=0) =y -(N=0)= v +vo j +vok ) Lj = (v +vE)-Lj = v, =0
5o -(E—0) =75 -(E=0)= (v +vgyJ +v0k | LK = (+3i —vj ) Lk = v, =0

Portanto: |7, =0](1.0)

b)
vy, =V, +@A(D-0)= [+ vj —1-,-’;]: 0+ (a;gj+ a;J_}" + a;__f;)n Li =) —vk = —a)_,,LI_E+ w.Lj
Portanto:
1}
o= (0.5)
"l.'
@ =—

i, =V, +@oA(N-0)= (—1rf+1-§): 6+(@7F+%}+%E]AL} = i +vk = Lk —vi = o, :% (0,5)

1?

Resultando em: E)=E(T+}+§) (0.5)

c)

Como a velocidade do ponto O € nula nesse instante, ele pertence ao eixo helicoidal instantdneo. Como esse eixo &
paralelo ao vetor de rotagdo, observa-se que o eixo helicoidal instantaneo passa pelos pontos O e B (reta azul desenhada
na figura). Observa-se também que o cubo tem ato de movimento de rotacdo. (0.5 - localizacdo grafica)

+ (0,5 - ato de movimento)
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J Movimento Plano

» Considere um corpo rigido B cujos pontos se movem em planos
paralelos a um plano fixo , com velocidade angular *@? e aceleracéo
angular *@® em relacdo a um referencial fixo F.

» Como cada ponto (A’) do corpo possui um movimento idéntico ao
ponto correspondente (A) no plano m, entdo a cinematica do corpo pode
ser analisada a partir do movimento dos pontos no plano .

» Caracteristicas do movimento plano:

=  7%P = wk (outras componentes removeriam o corpo do plano).

Movimento plano geral de um corpo rigido.

= EHI é sempre ortogonal ao plano do movimento, pois *@? || EHI. Fonte: adaptado de [1]

“]:'

vg = 0 para E € EHI, caso contrario o ponto ndo permaneceria no plano.

= 0, pois, no movimento plano, vy L *&@? para

A todos os pontos do corpo (¥vg Il 7)
. <T130.T58> TaB _6
S\ FEE 1TeR)
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J Movimento Plano

» Portanto, o ponto de interseccao do EHI com o plano do movimento possui velocidade instantanea
nula, e recebe o nome de “Centro Instantaneo de Rotagdo” (CIR), i.e. *¥cr = 0.

» O CIR corresponde a um ponto do plano do movimento em torno do qual todos os pontos do corpo
realizam movimento de rotacé&o pura em um dado instante (ato de movimento instantaneo).

» Em um dado instante de tempo (ato de movimento instantaneo), todos
0S pontos do corpo realizam movimento de rotacao pura em torno do

CIR com velocidade angular ¥&@? = wk.

» Propriedades do CIR:
Movimento plano geral de um corpo rigido.

= Nao coincide, necessariamente, com algum ponto do corpo (o CIR néo é Fonte: adaptado de [1].
um ponto material);

= Sua velocidade é sempre nula, i.e. ¥R = 0;

» Sua aceleracdo nao €, necessariamente, nula;

= Em geral, sua posi¢do no plano varia com o tempo;

» Definido apenas para movimento plano (2D) com rotacéo.
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J Movimento Plano

» Determinacéao do CIR (método analitico)

= O CIR pode ser determinado analiticamente através da aplicacdo direta da equacédo do campo de velocidades
de um corpo rigido: :

=0, pela definicdo de CIR

F> F> F B
Vp= "Vcr+ "w- A(P—CIR .
P CIR ( ) Fp L (P — CIR)

F - F—-B - . a~ . ,
vp="w A(P—CIR) | “¥p|| o distancia de P até 0 CIR = #_s &

Rotacédo pura em torno do CIR

= Portanto, conhecendo-se (7 #p, 7@” ) ou (¥p,, TP, ), é possivel determinar
algebricamente a posicéo do CIR.

= Entretanto, o CIR pode ser determinado mais facilimente através de métodos  Determinacio analitica do CIR € llusiracdo de que

L. todos os pontos do corpo realizam movimento de
geometricos. rotacdo pura com velocidade angular “w? em

torno do CIR. Fonte: adaptado de [2].
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» Determinacéao do CIR (método geomeétrico)

CIR Apenas as direcoes das CIR As diregbes e magnitudes das
velocidades sao suficientes velocidades s&o necessarias

Casos de determinacao geométrica do CIR. Fonte: [1].
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J Movimento Plano

» Determinacéao do CIR (método geomeétrico) (i pelloe o i)
¥ L .

L . 1 e '
cR !

!

————— o

|
1
: i

! ""r""""’/J'.-"'r‘"f’-"'}—"’""-"/..-'.-rzf.-'

\ ey
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A Exercicio (P2—Q1-2006)

1* Questdo (3,0 pontos) O disco de raio R gira em torno de
seu centro fixo O, com velocidade angular o constante. A
barra esta articulada ao disco em A. No ponto B existe um N
cursor pivotado que envolve a barra. Para o instante R
representado na figura: E
a) determine, graficamente, o centro instantaneo de rotagdo da j{

barra;
b) calcule a velocidade e a aceleracio vetoriais do ponto 4;

¢) determine o vetor de rotacio Q da barra.

~.)

3R
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A Exercicio (P2—Q1-2006)
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Solucio: B
a) Notar que, devido ao cursor, a velocidade - _
do ponto da barra em B € na direcdo do : AV
eixo da barra. Considerando a direcdo da R b
velocidade do ponto A, observa-se que o
ponto C é o CIR da barra. (1,0) C D

b) Calculo da velocidade do ponto A4:
V,=V,+on(A4-0)=v,=0+wk ARI =V, =0R ]| (0.5
Calculo da aceleraco do ponto A:
d,=d,+oA(A4-0)+aA(@A(4-0)=a, :6+6AR1?+mEA(mI?AR§)
a,=—w Ri| (0.5)

c¢) O ponto A também pertence a barra, e usando o CIR temos:
v,=Qd=wR,onde d=a+3R

Pela semelhanca entre os triangulos ABD e BCD, temos que % = % =a= % , logo:

Q[%-F&RJ:(DR 39:%@, e, observando a figura, |Q=—w k[(1.0)

22/04/2024
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A Exercicio (P2—Q2-2008)

Considere o mecanismo mostrado na figura. A barra BC est4 articulada em C. A barra AB esta articulada
a barra BC no ponto B e possui um rasgo por onde pode deslizar sobre o pino fixo D. O vetor de rotacdo

da barra BC é &=k , com @, constante. No instante mostrado na figura, determine:

(a) O CIR da barra AB, usando o ; W
método gréfico. B D_ A
(b) O vetor de rotacao @, da barra AB ‘ """"" ¢ """""""""""""" O)C————— -‘ -]
e a velocidade v, do ponto A. L R L I .
> > < >

(c) A aceleracao ay do ponto B.
Em um instante posterior ao mostrado na figura, onde o vetor de rotacio @, da barra AB € nulo,

determine:
(d) O angulo ¢ formado entre o segmento AB e a horizontal. Desenhe 0 mecanismo nesta posi¢ao.
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Como na posic¢do indicada a velocidade de B € perpendicular (1,0)
a barra AB e a velocidade do ponto da barra que coincide

. . . o . CIR da barra AB=D
com o pino deveria ter a direcao da propria barra, pois esta

desliza sobre o pino, a tinica condi¢do que ndo c N B D_ A

viola a propriedade fundamental de corpo ] o) T >

rigido da barra é que a velocidade do ponto da 4 b NG

barra que coincide com o pino, na posicdo mostrada na figura, deve ser nula e assim este ¢ CIR da barra.
— ~ = = < R . R -~
v,=®,A(B-D) = oRj=wkal-Li) = W, =-0,=  =b,=-0 k| 0.5

—_

VA=E)2A(A—D)=—(O1%EA(LI) —~ [v. =-oRj| ©5)

i, =d. +® AB-C)+ 0k Ak A(B-C)|=0+0+0kakaRi|] = [@, =-0’Ri| (0.5

—

Quando ®, -0 = Vyz =Vp. Sabendo conforme acima que v, L CB e que v /f BA, graficamente:

¢ = arcsen (0,5)
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J Movimento Plano

> Rolamento sem escorregamento (ou rolamento puro)

= Dois corpos rigidos B; e B, rolam entre si quando uma sequéncia
continua de pontos de um corpo esta em contato permanente com
uma sequéncia continua de pontos do outro corpo.

» Nestas condicbes, a cada instante de tempo, um ponto P, da
superficie de B; esta em contato com um dado ponto P, da superficie

de B,.

= Condicao de rolamento puro:

F >

Upz =

:F’

1_7>p1 —

F >
VUrel

=0 | (12

= Em geral, a aceleracéo relativa entre os pontos em contato néo é
nula. Como o0s pontos em contato variam continuamente, a
aceleracao relativa entre eles deve ser nao nula para que tal variagcao

seja possivel.

Tangente comum (t)

Normal comum (n)
Iy

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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J Movimento Plano y

> Rolamento sem escorregamento (ou rolamento puro)

= Um caso especial de rolamento puro € o de um disco/cilindro que rola
sem escorregar sobre uma superficie horizontal fixa.

= De acordo com a condi¢ao de rolamento puro, € possivel afirmar que o
CIR do disco/cilindro coincide com o ponto de contato do mesmo com
a superficie horizontal fixa:

- Condicdo valida para cada instante do movimento

Vpp, = Vpg = 0 ~ Pp=CIR | O CIR do disco varia com o movimento

» Fisicamente, a cada instante, todos os pontos do disco/cilindro realizam
movimento de rotac&o pura em torno do ponto de contato (CIR).

= Em outras palavras, € como se o disco/cilindro “instantaneamente tombasse”
em torno do ponto de contato.

= Portanto, o que permite o rolamento puro € a existéncia de uma forca de atrito
estatico entre o disco/cilindro e a superficie na interface de contato que
iImpede a ocorréncia do deslizamento.

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 22/04/2024



PVIE=

Departamento de Engenharia Mecanica

J Movimento Plano

> Rolamento sem escorregamento (ou rolamento puro)

= A velocidade do centro do disco/cilindro é obtida diretamente pela
expressao do campo de velocidades de corpo rigido:

Centro instantaneo de rotacdo de campo de

_ 6 pela definigdo de CIR velocidades de uma roda de bicicleta. Fonte: [2]

TT})O = TT})CIR + TBD N (O - CIR) = —Cl)R/\RI o :F'l_}o — O)RT (13)

» A aceleracdo do centro do disco/cilindro € obtida derivando no tempo a
equacao acima, e considerando que o versor i nao muda de direcao:

F ;>
dU ~ N . i
Tao = d_to = wRi -~ :Fao = wRI (14)

= Porfim, a aceleracdo do CIR do disco/cilindro é obtida pela expressdo do campo de aceleracdes de corpo rigido:

~
0

Fdcir = @RI + (—ok A —R]) — wk A [-wk A —R]] = @RI — @RI + w?R] FGcr = w?R] | (15) | Tder #
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Figura 3: Sistema composto de uma barra AB e dois discos

Os discos de raios R, e R> rolam sem escorregar e o disco de raio R; estd sempre em
contato com a parede. E conhecida a velocidade angular wy (constante) do disco de raio
R,. Em funcao de w,. #, L, R, e Rs, calcule:

a) A velocidade v do ponto B.
b) A velocidade angular wg. da barra BC' e a velocidade 9. do ponto C.
c¢) A velocidade angular ws e a aceleracao angular @, do disco de raio R,.

d) As aceleracoes a. do ponto C' e dg;x do CIR do disco de raio Rs.
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b) Barra AB

Ue =Us+Wpc A (C—B) = Uc} = wlRlz?—{— wgch L (0059;—{— sin 6'5)

0=w1 Rl —wgcLsinf w1 Ry -
:’k’ LL‘JBC“ —_ (ﬂ.'\))
Ve = wpeL cos Lsinf
Figura 4: Movimento dos trés sélidos
a) Disco B
w1 Ry cosé -
'UC — " (ﬂ tJ)
Ta=Tu+ G AB-4) = Ty =w Ry (0,5) sin f
6 —wlz le"
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A Exercicio (P2—Q2-2004) ) Dico €

- - . wy Ry cos@ -
= + ANC-D) = = 0.5
c \E_f-‘ ‘&E’_ \—-v-—-f( ) wa Rysinf (0.5)
0 —wo k —Rz?
o dr’.dg _ —CtJlRlé
“2ZT0 T Rysintd
como
: —wWIR?
0 =w > = by = — L 0,5
e “2 RyLsin® 6 (0.5)
d) Disco C
dv, —wiRi- -
q. = — = 0.{_]
‘= L0’ (0.5)
e
@p =i+ @ A(D—C)+ T A&y A (D —C)
2 2 2 12
_ —wi Ry~ wiRi - + w1 Ry cosf~ |w Ry cosé ~ -
= kA kAR
ap LsingﬁjI R,Lsin®0 ftai + Rysinf Rysind A Jtt
2p2 2
_ _ wiRjcos"t. 05
a0 = Ry sin? 0 ! (0.5)
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d Exercicio (P2—Q1-2000)

(3,0 pontos) Questio 1 - O vagonete da figura tem velocidade vi e aceleragdo a i, e é sustentado por trés discos

de raio . O disco B estd em contato com o chido e o vagonete. Todos os discos rodam sem escorregar sobre as
respectivas superficies de contato. Determinar:

a) O CIR dos discosA,Be C. L}
b) Os vetores de rota¢do dos discos g
A,BeC. —>p
c) Os vetores aceleragdes angulares 3
dos discos A,Be C. —- —- — — AV A i
d) As aceleracdes dos pontos 4, Be ; /~1-4 i

C, que sdo os centros geométricos
dos discos A, Be C.
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d Exercicio (P2—Q1-2000)

Disco A
a)
b)| - ~ -
) v, =vi Vp = Vi Vg =Vi
_ _ (= _ B (= _ B (=
vV, =0, kxrj=—o,ri V, =0 kx2rj=—w,2ri Ve =0 kX1 j=—w ri
- V- - vV - ~ V-
o, =——k W, =——%k O.=—k
r 2r r
o _ V- _ v - - V-
w,=—k= W, =——k= O, =——k =
r 2r r
- a- ., a - - a -
=k g = ——Kk 0. =——k
r 2r r
vV, =vi= Vo=, hxr i =2i=| Ve 0 (constante) =
— - 2r 2 _ —
a,=ai HCZO
— a—
ag=—i
2
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d Exercicio (P2—-Q3-2014)

QUESTAO 3 (3,5 pontos). A barra AB ¢
articulada em 4 € o ponto B escorrega sobre o
plano. O disco de centro O e raio R rola sem
escorregar sobre o plano, com velocidade angular

[

@ = —m k constante. Pede-se determinar:

a) graficamente o CIR do disco e o da barra;
b) a relacio entre os angulos @ e 6,

¢) o vetor de rotacdo 2 da barra;
d) a velocidade vetorial do ponto B; /
¢) a aceleragdo vetorial do ponto A;

f) os valores de @ para os quais a barra tem um ato de movimento de translacao.

— —

Obs.: utilize os versores i, j,k indicados.
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1C1 —_ —_— a) graficamente o CIR do disco e o da barra: (0,5 ponto para cada CIR)
D ExerC ICIO (P2 Q3 2014) O ponto C da figura abaixo indica o CIR da barra.

O CIR do disco é o ponto de contato K.

(0,5 +0,5)

b) a relacdo entre os dngulos @e 6:
A relacdo entre sin@ e cosB é encontrada por inspecdo da figura.

Lsing@ = R + RcosB | (0.5)
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d Exercicio (P2—-Q3-2014)

c) o vetor de rotacgdo Q) da barra:

Pela figura, d=-0k- (pE. Derivamos a relagcdo geométrica obtida no item b, para obter

Lpcos@ = —ORsind

: . —wRsinB = —wRsin0d 7
Também da figura, ® = +0. Dai: |[(p = L—,ﬂ = L—k (0,5)
COS( COS{

d) a velocidade vetorial do ponto B:
A velocidade do ponto B (vg = VB.i.) pode ser encontrada usando-se a propriedade fundamental dos
solidos. Note que a direcdo e sentido do vetor A — B é (coscp-i’ + sian).
Vo (Cosq)-f + sin(pf) = VBfo (cosq)-f + sin(pf) (1)

A velocidade do ponto A é calculada pela Formula Fundamental da Cinematica (Poisson):

U, =—-wkA(A—K) => T, = —Rwsin0] + Ro(1 + cos0)? (2)
De (1) e (2), obtemos:

vg = R(1 + cosB)w — RwsinBtang

Dai: [75 = Ro[(1 + cosB) — sinBtanoli | (0.5)
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d Exercicio (P2—-Q3-2014)

e) a aceleracdo vetorial do ponto A;
Como a aceleracdo do ponto O é nula e a velocidade angular do disco € constante, a aceleracao do
ponto A ¢é obtida simplesmente por

2, = B A[BA (A= 0)] = —w?R(sindi + cosdj) | (0,5)

f) os valores de ¢ para os quais a barra tem um ato de movimento de translacio.
Para translagdo, basta encontrar 0 € [0,2m[ que satisfaz v, = vg.

Imediatamente vemos que |0 = 0ou B =m. | (0.5)
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Conteudo

Motivacao e Objetivos

Referenciais e Sistemas de Coordenadas

Definicao de Corpo Rigido

Tipos de Movimentos de Corpo Rigido

Propriedade Fundamental da Cinematica de Corpos Rigidos
Diferenciacao de Vetor e Referenciais

Diferenciacao de Vetor de Modulo Constante e Velocidade Angular
Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial

© 0 N o bk wWDdhPRE

Velocidade e Aceleracéo de Corpos Rigidos
10. Eixo Helicoidal Instantaneo

11. Movimento Plano

12. Composicao de Movimentos
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d Composicao de Movimentos

» Motivacao

»= |nicialmente, o suporte § e o0 disco D constituem um !
unico corpo rigido que se move em relacao a F. Ou
seja, D nao rotaciona em relacao a S.

= O sistemade coordenadas Oxyz é solidario a S.

= A velocidade e aceleragao do ponto P € D em relacéo
a F podem ser calculadas diretamente utilizando as
expressdes dos campos de velocidade de aceleracao
de corpo rigido (Egs. 7-8).

= Se o disco passa a rotacionar em relacdo a §,
como a velocidade e aceleracdo do ponto P € D em
relacdo a F podem ser calculadas?
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d Composicao de Movimentos

» Considere um corpo rigido B que se move arbitrariamente no rp TP
espaco com velocidade angular Fw? e aceleracao angular FaP ) @ 5\
em relagéo a um referencial fixo F. el o !\, W\
3 ?"5 %“'
> Seja os sistemas de coordenadas F = {Q;1,J,K} e B = {B;1,], k} 7 >‘n L /
solidarios aos referenciais F e B, respectivamente, e um ponto ~ \\,._____,,—"’Z

O € B arbitrario.

2 | -’
B
& T
» O vetor posicao de uma particula P(t) que se move no espaco, \ ﬁ'@ j:* <
independentemente de F e B, pode ser escrito como segue: < v
e sa
?p - ?0 + ?po (16)
Tp vetor posicao de P(t) expresso em [F

vetor posicao de O € F expresso em F
vetor posicao de P(t) em relacdo O expresso em B

=
Q
(I V|
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d Composicao de Movimentos

» Composicao de Velocidades

F—B
_ F=B W
= Derivando a Eg. 16 no tempo em relacdo ao referencial F, tem-se: Py ¥ @ ._
i -t — .i-,"‘:_
Foo  Foo F oo F oo Mo T R N
drp dr, dTpo Fo + drpp Como 7p e T, s80 expressos em F, entdo: 3 ?1-5 '\
— = =P F o~ F o
dt dt dt 0 dt @ _ Fg, e Fo_ g
\ ) dat dat
== Tl_;p == Tl_;o

= Como Tpp é expresso em B, o segundo termo da direita pode ser calculado
utilizando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eg. 5):

Tdtp,  Cdr
= + T ATpp = BUp + Tw® ATp, (17)
dt dt
B— Bd?PO P . e 3
= “vp — * 0, pois a particula P(t) pode se mover em relacéo a B.

=  Finalmente;

F— B— F= F—B - — — — — >
Vp= "Vp+t ' Vot+ @ ATpg =20, 4+ "0, + TR A(P-0) | (18)
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d Composicao de Movimentos

» Composicao de Velocidades

:FBP o Bﬁ)p +|T7_7)0 + TZ))B N (P - 0)| (18)

: | v

Velocidade de Arrastamento

Velocidade Absoluta Velocidade Relativa _ N
Velocidade de P(t) em relacéo a Velocidade de P(t) em relacdo a Velocidade de P.(t,) em relagdo a um
um observador solidario a F um observador solidarioa B observador solidario a ¥, como se

: ' P(t) estivesse rigidamente fixo a B.
— — —
= v
vP abs Prel + Parr
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» Exercicio = Disco D rotaciona com velocidade e aceleracéo angulares w e «

2] em relacao ao referencial fixo F.
= Particula P se move com velocidade vi em relacéo ao disco D.

» Calcule a velocidade e aceleracao absolutas de P.

—

v

Referenciais: Fixo (F) e disco (D)

Sistemas de coordenadas: F = {0;1,J}, solidario a F
B = {0;1,j}, solidario a D
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d Composicao de Movimentos

» Composicao de Aceleracbes

= Derivando a Eg. 18 no tempo em relacdo ao referencial F, tem-se:

Td Td Td Td
w9 = B+ OB+ GG aT) (9
Y Y \ Y /
= Yap (1) = ", (1)
T 7o e TdoFs Fr o F=3 F= o
= ("Vp)="dpe _-("Yp) = "dp, pois "Vp e "V, sdo expressos em F.

= Aplicando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eq. 5) ao termo (I), tem-se:

F B
d — d — — — — — —
(1 dt "p) = E(va) +7@” A PVp = Pdp + Tw” A PUp (20)
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» Composicao de Aceleracbes

= Desenvolvendo o termo (Il), tem-se:

F 4 F

d Td
) —(T@® A¥py)= —(T@®)ATpy + T@2 A —(F
( ) dt( PO) dt( ) PO dt( PO) ‘
= Aplicando o Teorema de Transporte da Cinematica Vetorial (Eq. 5) N\ 3 ’% S
as derivadas remanescentes, tem-se: N F
—(TE)B) — —(TZ))B) + TZ))B A TZ))B — TRB _(?PO) — 731—)>P + TwB /\?PO (ver Eq. 17)
dt dt i J dt
Y Y
— Tc—iB — (—)’

Substituindo as derivadas acima no termo (ll), obtém-se:
E(TE’B ATpo) = Tad® APpo+ Ta® A[PVp + T@® ATpo| = Ta® ATpo+ T@® A PBp + Tw® A[TW® ATpo]

=Td" APpo+ Tw® APV + T@® A [TR® ATp| (21)
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d Composicao de Movimentos

» Composicao de Aceleracbes

A
» Finalmente, substituindo as equacdes (20) e (21) em (19), tem-se:
Tdp = Pdp+ Tdyg + Tad® ATpp + Ta® A[Ta® ATpo] +2(T@® A PTp)

Tdp=Pdp+ Tdp+ Td° A(P-0) + T&® A[T@® A (P-0)]+2(T@” A PTp)

» Observacoes:

= As Eqg. (18-22) sao equacOes vetoriais, e, como tal, invariantes com a base de vetores utilizada para
expressar algebricamente os vetores envolvidos.

» Dessa forma, para efeito de calculo, os vetores que compdem essas equacdes podem ser expressos em
qualquer base vetorial conveniente.

» A velocidade e aceleracdo de um ponto com relacdo a um dado referencial podem ser representadas (ou
expressas) em uma base vetorial fixa em outro referencial.
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Fdp = Bdp + Ta’0+ Ta° A(P-0)+ Ta® A[T@® /\(P—O)]|+|2(TESB A Bﬁp)l (22)

A\ 4

.

3

3

Aceleracao Absoluta

Aceleragdo de P(t) em
relacdo a um observador
solidarioa F

Aceleracdo Relativa

Aceleragdo de P(t) em
relacdo a um observador
solidarioa B

Aceleracao de Arrastamento

Aceleragdo de P(t) em relagdo a um
observador solidario a ¥, como se
P(t) estivesse rigidamente fixo a B

Aceleracao de Coriolis

Componente da aceleracéo de P(t) associada a variagao
da magnitude e direcdo de (P — 0) em relagdo a F.

ﬁ
aP abs
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d Composicao de Movimentos

» Exercicio = Disco D rotaciona com velocidade e aceleracéo angulares w e «

2] em relacao ao referencial fixo F.
= Particula P se move com velocidade vi em relacéo ao disco D.

= Calcule a velocidade e aceleracao absolutas de P.

—

v

Referenciais: Fixo (F) e disco (D)

Sistemas de coordenadas: F = {0;1,J}, solidario a F
B = {0;1,j}, solidario a D
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A Exercicio (P2—Q3-2012Reof)

QUESTAO 3 (3,0 pontos): Uma peca rigida ¢ formada pelas barras
AB, EO e OM, sendo sustentada por mancais em A ¢
B. No instante mostrado, € conhecido o mddulo da
velocidade angular, @ (constante), e sua orientagao
espacial, conforme a figura. No mesmo instante, a
luva F desliza em relagdio a barra OM com
velocidade de mddulo constante V. S3do conhecidas
todas as dimensdes indicadas. Utilizando o sistema
de coordenadas Oxyz solidario a peca pedem-se, para
este instante:

(a) expressar o vetor velocidade angular, @, em
funcdo dos parametros fornecidos;

(b) as velocidades absoluta, relativa e de
arrastamento de F;

(c) as aceleragdes relativa, de arrastamento e de
Coriolis de F.
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(a) 0,5 pontos
De acordo com a figura,

(b) 1 ponto
1T;F = {;F,r + 1:;F.z;r

17;F.r' :VF;
r =Tg + @A (F ~E) =0+ 03] ~4F) A o - 3]

e =127 +4] +3k
o a5

VEa =

(c) 1,5 pontos

- - - - 2 — - -
ar, :§d3j—4k)n[—%(l2i +4] +3k)]:%[—25r‘ +487 + 36K

dpc=20AVp, = 2§m(3}—41}') AVI

— 2oV —- =
a’F,C :?(—‘4] —3k)



d Composicao de Movimentos

» Composicao envolvendo dois corpos rigidos

Y H

Considere agora que P € um ponto rigidamente fixo a um outro corpo rigido
C que se move arbitrariamente no espaco com velocidade angular Zw® e

aceleracdo angular Za® em relagdo ao corpo rigido B.

O corpo rigido B, por sua vez, se move arbitrariamente no espago com

velocidade angular *w? e aceleracédo angular *@® em relacdo ao referencial
fixo F.

O vetor ¥pp = (P — 0) é um vetor fixo a €, sendo que o ponto 0 nao precisa,
necessariamente, pertencer a ambos os corpos. Note que, em geral, “@¢ e
F=C

a- n&o sao conhecidos a priori.

Nestas condicdes, o corpo rigido B é denominado referencial moével (ou
intermediario) e, em geral, todas as grandezas vetoriais S8o expressas no

sistema de referéncia B = {B;1,j,k} solidario a B.

Os campos de velocidades e aceleracbes podem ser calculados utilizando as
Egs. (18) e (22), com atencéo especial para as definicdes de movimento
relativo e de arrastamento.
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d Composicao de Movimentos

» Composicao envolvendo dois corpos rigidos
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Movimento relativo: movimento de P em relacao a B.

Vpo = Vp= B, + Ba“ A(P-0") |0 €c

dp., = "dp = Pdy + Pa® A(P—0")+ P& A[P&C A(P-0")]

Movimento de arrastamento: movimento de P em relacdao a F, comose Be C
fossem um corpo rigido unico que se movimentasse em relacdo a F.

— F—

=79, + Tw®? A (P -0)

Parr 0 E B
— — — —> — —n -0
aParr= TaO+TaBA(P_O)-I_TwBA[TwBA(P—O)] TV E-UF
f__‘\ﬁ
No caso de 0 = 0’ P\ BP_ C
. = . — — — [ ~ F- -
“Acoplamento” dos movimentos: a;‘ingao Sje- UPabs = VPrei + YParr MoV MON.
a =2 Fo? By =2 w FY) R apabs = aprel + aparr + aPCor — —
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7—"68 — BZ;C + :FZ;B (24)
Waps = Wype T Wepy

Composicao de aceleracdes angulares
Td

Fd

“]:'
d
Foe F—C BC F—B
a = —\w )= (o )+ ~(w
B B d
= | (%) + Ta® A T |+ E(%ﬂ)ﬁwﬂ/\%ﬂl NG
\ ) \ ) \ )
B—C Ve g - T
= "a ="a =0 p\ B C
| o e
"d¢ = Pa° +7d” + Tw® A PaC | (25) Mov. | MOV
! ! ! ¥ ARRNSTAMENTD  RELATWO
Aaps Opep + Agpyr  + -

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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d Exercicio (P2—Q3-2012)

QUESTAO 3 (3,0 pontos) — No mecanismo mostrado na
figura, o segmento 04 ¢ fixo, e a barra OC, de comprimento
L e perpendicular a O4 , possui vetor de rotagio @ =@k
(constante) em relag@o a um referencial fixo no solo. O disco,
de centro C e raio R, contido no plano Oyz, possui um vetor
de rotagio @, =@,i em relacio a barra OC, sendo w,
constante. O sistema de coordenadas Oxyz € fixo na barra OC.
Considerando a barra OC como referencial moével, e o
instante mostrado na figura, quando CP ¢ paralelo ao eixo
Oz, determine:

a) as velocidades relativa (vp ), de arrastamento (Vvp . ) €

absoluta (vp ) do ponto P.

b) as aceleragdes relativa (ap,,, ), de arrastamento (dap,, ) €

absoluta (ap 4, ) do ponto P.
¢) o vetor de rotagdo absoluto ( @y, ., ) € o vetor aceleragdo

angular absoluto (&, ) do disco.
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a)

v

P,J'e! i'eJ' i'\e! A (P C) 0+ GJ,I N ‘Rk = aP.J"\';." = _a)ZRJ
B B - (0,5)
1Par: 1'O+ ar:A(P_O):0+a‘?lkA(L}+Rk) _me'r_ (ulLI
{;P.abs = {;P_ref + {;P,an

= V.. =—0iLi —@Rj| (0.5
b) \
p oy =0c g+ 0y AN(P=C)+ @, A|@,, A (P— C)]
a :—+6+axz?AlaJ:fAR};I:> Ap,g = —w:Rk
Ap gy = Ao + Oy AN(P—0)+ @, Ala, A(P-0)] ¢ 03
L =0+0+ak A lqu(L}+ﬁ)J: ap, =—a'Lj
aP,abs = aP,i'ef + aP,ari' + aP Cor

J

Ap o = 2. AV

e N Ve, f_zqk’\( (02}6)

PCm ZQ(LJ,RF (055)

= aP,abs = 20‘]1'(02}2; - a}ljj‘r‘} - Q‘IZIRE
c)
EJD,abs = a_}D,mF + EJD,{:W = EJD.abs = a‘lk + ED_’I (0-5)
6_évj‘_')'.r.rb.s =a o
Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

aD rel + aD,m'ﬂ + mD.an' A mD,mJ' = 0+ 0+ (u_lk A (z.Lz =

aD,abs = a)l wZI (0-5)
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A Exercicio (P2—Q3-2006)

3 Questao (4,0 pontos) No mecanismo mostrado na figura, o

ponto O ¢ fixo, e a barra OD, de comprimento L, possui vetor de zA 7
rotagio @ = o k (constante) em relagdo a um referencial fixo. O \>
disco de centro A e raio R possui vetor de rotagio & =,k e y @

vetor aceleracdo angular o, =a,k em relagdo a barra OD. O

ponto A possui velocidade v =vk (constante) em relacdo a barra

OD. O sistema de coordenadas Oxyz ¢ fixo na barra OD e o vetor
(P—A) ¢ paralelo ao eixo Oy. Considerando a barra OD como

referencial movel, determine, para o instante da figura,

Qy [

(0]

a) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do ponto P;
b) as aceleracgoes relativa, de arrastamento ¢ absoluta do ponto P; é&
c¢) o vetor de rotagdo absoluto e o vetor aceleracdo angular

absoluto do disco de centro A.
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;s = Solucao:
EI ExerC IC I O (P2—Q3—2006) a) Velocidade relativa do ponto P: v, =v, +, A(P—4) ,onde v, — vk

v, =,Ri wvk| (0.5)

=V

Velocidade de arrastamento do ponto P:
Definindo (4 — D)= zk , e observando que zk // @, ,
Vp, =V, +@ A(P-0),ondev, =0e(P-0)=Li-Rj+zk =},

A

_=wRi +®,Lj| (0,5)

Velocidade absoluta do ponto P: v, =v, +v, =, =(0+0,)Ri +oLj + vk (0.5)

b) Aceleragdo relativa do ponto P: G, =a, +@, A(P—A)+d, A(&, A(P—4)) .

onde d, =0 e d,=ak =i, =a,Ri+oRi|(0.5)

Aceleracao de arrastamento do ponto P:

Ep_h = ao_;n- +c31 /\(P—O)Jr(f)l Ao, A(P—O)), onde 50_{,,. =0e 031 =0

b = —o]Li +oRj|(0,5)

—|a

Aceleracao absoluta do ponto P:
dp, =ap, +ap, +d, ,onde a, =26, AV, =20k (cozRf+ vk): 20,0,Rj

—|a,, = (R - L} +(0R+o;R +20,0,R)j| (0.5)

¢) Vetor de rotacdo absoluto do disco com centro em A:

a)Abs = mre}' +a).-4rr = a)Abs = (a)l + mz )k (0"5)

Vetor aceleragao angular absoluto do disco com centro em A:

mAbs = mre}' + mArr + mﬁ t] Onde mR = mAr'r A mre}' =0 = mAbs = mr'e? = a2k (0"5)
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 Exercicio (P2—Q2-2009)

2* Questio (3.5 pontos) A placa RSTW gira
em torno do eixo RW com vetor de rotagdo ®,

de modulo constante. Sustentado por mancais
solidarios a placa em C e D, o eixo CED possui
vetor de rotagdo ®, de modulo constante em

relagdo a placa. A barra EH € soldada ao eixo
CED e sustenta, em /1, um tubo paralelo ao eixo
CED. No interior do tubo o émbolo F' de um
cilindro hidraulico desloca-se com velocidade de
modulo 7, constante em relagdo ao tubo.
Determinar, para o instante mostrado na figura e
representando os vetores na base vetorial
solidaria a placa RSTW:

@2
%

a) O vetor rotacdo absoluta Q da peca CDEM,;

b) O vetor aceleracao rotacional absoluta Q da peca CDEH,
c) O vetor velocidade absoluta do ponto ' do émbolo;
d) O vetor aceleracdo absoluta do ponto ¥ do émbolo;

Dados: ME =5a; EH =3a; (F-H)=ai
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Resolucao da 2? Questao

Utilizando composicdo de movimento, sendo a
placa o referencial movel:

Q=0,_+0,
Q=a,k+wi (0,5)
Q=0_+0 +0,_ A,

=0+0+0krmi = [Q=00,j| (10

olt

Utilizando composicdo de movimento, sendo a
peca CEDH o referencial movel:

|€'F =(v—3aw, )i +6an, j + 3a03112| (1,0)

i, =d, +QA[F-M)+QAlQA(F-M)|
A _6+c01(02];\(6af+3a]) (w1}+w2§)Al(mlf+m317:)/\(6a}+3aj)]

g = —0aW0), k+loi+o k) (3am12+6am i—3a0, I)J
g, =—06am 0 k+( 3am? j + 6am,0,k — 6aw’i —3am’ _])
ap,, =—6aw, i-3a(w’ )

-5

A = 2((0 i+o k)/\ vi =2wm,vj

|5F =—6aw’i + (2(02\7— 3aw; —3aw; )] | 1,0)
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