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❑ Objetivos

➢ Iniciar a formalização vetorial da Mecânica Newtoniana. Importante para a solução de problemas 3D.

➢ Definir os vetores força, momento de força e momento em relação a um eixo.

➢ Aplicar de forma sistemática conceitos de Álgebra Vetorial para o estudo de corpos submetidos a um

conjunto arbitrário de esforços (forças e momentos binários). Importante para a construção de

diagramas de corpo livre necessários para a solução de problemas de estática e dinâmica.

➢ Apresentar os conceitos de sistemas de esforços equivalentes e redução de sistemas.

➢ Apresentar os conceitos de momento mínimo e eixo central.
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❑ Força

➢ O que é força, no sentido físico mais fundamental?

➢ Possível definição de força: medida quantitativa associada a interação

mecânica entre corpos materiais.

➢ Na Mecânica Clássica, os sistemas são submetidos a duas categorias

fundamentais de forças:

▪ Forças de contato:

o relacionadas com a interação mecânica direta entre os corpos;

o transmissão através das superfícies dos corpos;

o Ex.: forças hidrostática, hidrodinâmica (lubrificação), aerodinâmica, etc.

▪ Forças de campo:

o relacionadas com a ação à distância entre os corpos;

o transmissão através do volume/estrutura dos corpos;

o Ex.: forças gravitacional e eletromagnética.

𝑭, 𝑃

Notação

Ponto de 

aplicação

Módulo, direção 

e sentido

[N]

Conceito de difícil definição...

➢ A grandeza força é representada por um vetor vinculado aplicado em um ponto

específico do corpo ao qual atua (módulo, direção, sentido e ponto de aplicação).

Forças (vetores vinculados) atuantes no corpo ℬ.
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❑ Força

➢ Linha de ação de uma força:

➢ Princípio da Transmissibilidade: em um corpo rígido, o vetor força

pode ser admitido com sendo um vetor deslizante, ou seja, 𝑭 pode

deslizar ao longo de sua linha de ação sem alterar seu efeito físico

sobre o corpo.

➢ Na realidade, forças não são aplicadas em pontos específicos de um

corpo, o que seria fisicamente impossível (pressão infinita).

➢ Uma força concentrada é resultante da pressão de contato

distribuída em uma área muito reduzida (em relação às dimensões do

corpo) em torno do “ponto” admitido para a aplicação da força.

𝑟: 𝑄 = 𝑃 + 𝜆𝑭, 𝜆 ∈ ℝ

Direção da 

linha de ação

Pontos da 

linha de ação

Ponto de referência

(aplicação da força)

Distribuição de pressão da contato em torno do ponto 

de aplicação de uma força concentrada. Fonte [1].

𝑃

𝑭, 𝑃

Forças (vetores vinculados) atuantes no corpo ℬ.
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❑ Momento de Força

➢ Momento de força é definido como a medida quantitativa da tendência de

rotação de um corpo em torno de um ponto devido à ação de uma força.

Matematicamente:

𝑴𝑂 ≜ 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭
Vetor força aplicado 

no ponto P
Vetor momento de 

força com respeito ao 

polo O Vetor posição entre o ponto de 

aplicação da força e o polo do 

momento

𝑴𝑂 = 𝑭 𝑑
𝑴𝑂 = 𝑃 − 𝑂 𝑭 sinα

𝑑 = 𝑃 − 𝑂 sinα

➢ A magnitude do momento é dada por:

[N.m]

▪ 𝑑: braço do momento (distância entre a linha de ação

da força e o polo do momento);

▪ quanto maior 𝑑, maior a tendência de giro do corpo.
Tendência de rotação de um corpo devido ao 

momento gerado pela força 𝑭, 𝑃 . Fonte [2].

𝑃

𝑟

𝑃′

Momento aplicado por uma chave inglesa 

a um tubo vertical. Fonte: adaptado de [2].

𝑂
𝑃 − 𝑂

𝑂

𝑃

𝑃
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❑ Momento de Força

➢ Propriedades de 𝑴𝑂:

▪ É um vetor vinculado ao polo do momento;

▪ É uma grandeza relativa, ou seja, para uma mesma força 𝑭, o momento em

geral varia com o polo escolhido;

▪ Não é alterado quando 𝑭 desliza ao longo de sua linha de ação.

Prova: para 𝑃′ ∈ 𝑟 (linha de ação de 𝑭),

𝑴𝑂 = 𝑃′ − 𝑂 ∧ 𝑭 = 𝑃 − 𝑂 + 𝑃′ − 𝑃 ∧ 𝑭

= 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 + 𝑃′ − 𝑃 ∧ 𝑭 = 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 = 𝑴𝑂

= 𝟎, 

pois 𝑃′ − 𝑃 ∥ 𝑭 Invariância de 𝑴𝑂 com o deslizamento de 𝑭 ao 

longo de sua linha de ação. Fonte: adaptado de [3].

𝑭

𝑴𝑂

𝑃′ − 𝑂

Tendência de rotação de um corpo devido ao 

momento gerado pela força 𝑭, 𝑃 . Fonte [2].

𝑃

𝑟

𝑃′

➢ 𝑴𝑂 pode ser interpretado como a medida quantitativa da tendência de

rotação do corpo em torno do eixo que passa por 𝑂 e é ortogonal ao

plano definido por 𝑂 e 𝑭.
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❑ Momento em Relação a um Eixo (Torque)

➢ Dado 𝑴𝑂 e um eixo que passa por 𝑶 orientado pelo versor 𝒖, o respectivo

momento em relação ao eixo 𝑂𝒖 é dado por:

𝑀𝑂𝑢 = 𝑴𝑂 ∙ 𝒖 ⟹ 𝑴𝑂𝑢 = 𝑴𝑂 ∙ 𝒖 𝒖

➢ Propriedades de 𝑀𝑂𝑢:

▪ Também denominado torque;

▪ Representa a tendência de giro em torno do eixo 𝑂𝒖;

▪ É a projeção de 𝑴𝑂 no eixo 𝑂𝒖.

▪ Não é alterado caso outro polo 𝑂′ ∈ 𝑂𝒖 seja considerado como referência:

𝑭

𝑴𝑂

𝑴𝑂𝑢

𝒖

ℎ

Momento em relação a um eixo. Fonte: adaptado de [3]

𝑀𝑂′𝑢 = 𝑴𝑂′ ∙ 𝒖 = 𝑃 − 𝑂′ ∧ 𝑭 ∙ 𝒖 = 𝑂 − 𝑂′ + 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 ∙ 𝒖

= 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭 + 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 ∙ 𝒖 = 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭 ∙ 𝒖 + 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 ∙ 𝒖

= 𝟎, pois 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭 ⊥ 𝒖= 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 ∙ 𝒖 = 𝑴𝑂 ∙ 𝒖 = 𝑀𝑂𝑢

[N.m]



Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 03/04/2024 8

❑ Momento em Relação a um Eixo (Torque)

➢ Casos particulares:

Para 𝑭 ∥ 𝒖, 𝑭 = 𝜆𝒖, 𝜆 ∈ ℝ: 

𝑴𝑂 = 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 = 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝜆𝒖 = 𝜆 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝒖

= 𝟎, pois 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝒖 ⊥ 𝒖

𝑀𝑂𝑢 = 𝑴𝑂 ∙ 𝒖 = 𝜆 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝒖 ∙ 𝒖 = 0

▪ Caso 2: Se a linha de ação de 𝑭 intercepta o eixo 𝑂𝒖, então 𝑀𝑂𝑢 = 0

Para 𝑭 ∤ 𝒖, 𝑭 = 𝜆 𝑃 − 𝑂′ , 𝑂′ ∈ 𝑂𝒖, 𝜆 ∈ ℝ: 

𝑴𝑂′ = 𝑃 − 𝑂′ ∧ 𝑭 = 0,  pois  𝑃 − 𝑂′ ∥ 𝑭

𝑀𝑂′𝑢 = 𝑴𝑂′ ∙ 𝒖 = 0 ⟹ 𝑃 − 𝑂′ ∧ 𝑭 ∙ 𝒖 = 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭 ∙ 𝒖

= 𝑴𝑂 ∙ 𝒖 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭 ∙ 𝒖 = 𝑀𝑂 = 0

= 0, pois 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭 ⊥ 𝒖= 𝑀𝑂

= 𝑴𝑂

Casos particulares de momento em relação ao eixo  

Fonte: adaptado de [4]

▪ Caso 1: Se a linha de ação de 𝑭 for paralela ao eixo 𝑂𝒖, então 𝑀𝑂𝑢 = 0
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❑ Exercício 1 ➢ Considere uma porta que abre e fecha em relação ao eixo 𝑂𝑧 .

Intuitivamente, qual componente de 𝑭 é responsável pela rotação da

porta? Pede-se:

a) Calcule o momento de 𝑭 com respeito ao ponto 𝑂?

b) Calcule o momento resultante em relação ao eixo 𝑂𝑧?

Solução

𝑴𝑂 = 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭 = 𝑎መj + 𝑏෠k ∧ 𝐹𝑥
መi + 𝐹𝑦

መj + 𝐹𝑧
෠k

= 𝑎𝐹𝑥
መj ∧ መi + 𝑎𝐹𝑦

መj ∧ መj + 𝑎𝐹𝑧
መj ∧ ෠k + 𝑏𝐹𝑥

෠k ∧ መi + 𝑏𝐹𝑦
෠k ∧ መj + 𝑏𝐹𝑧

෠k ∧ ෠k

𝑀𝑂𝑧 = 𝑴𝑂 ⋅ ෠k = −𝑎𝐹𝑥

a) Cálculo de 𝑴𝑂:

𝑴𝑂 = 𝑎𝐹𝑧 − 𝑏𝐹𝑦
መi + 𝑏𝐹𝑥

መj − 𝑎𝐹𝑥
෠k

b) Cálculo de 𝑀𝑂𝑧:
- 𝑀𝑂𝑧 é medida da tendência de rotação da porta em torno do eixo 𝑂𝑧.

- 𝐹𝑥 é a componente da força responsável pela rotação da porta.

𝑥

𝑦

𝑧

𝑎

𝑏

𝐹𝑥

𝐹𝑦

𝐹𝑧

𝑂

𝑃

መi መj

෠k
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❑ Sistema de Esforços

➢ Esforços = forças e momentos binários.

➢ O conjunto de forças e momentos binários aplicados em um dado

corpo recebe o nome de sistema de esforços.

➢ Um sistema de esforços atuante em um corpo genérico ℬ é

representado por:

𝕊 = ቐ
𝑭𝑖 , 𝑃𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝑴𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑚

▪ 𝑭𝑖 , 𝑃𝑖 : forças 𝑭𝑖 aplicadas nos pontos 𝑃𝑖 ∈ ℬ;

▪ 𝑴𝑗: momentos binários (momentos aplicados diretamente ao

corpo).

➢ Sistema de esforços são caracterizados por dois

vetores resultantes: 𝑹 𝕊 e 𝑴𝑂 𝕊 .
Sistema de esforços atuantes no corpo ℬ.
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❑ Sistema de Esforços

➢ Força Resultante: soma vetorial de todas as forças 𝑭𝑖 , 𝑃𝑖 atuantes em ℬ:

𝑹 𝕊 = 𝑹 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑭𝑖 ⟹  𝑹 = 𝑅𝑥
መi + 𝑅𝑦

መj + 𝑅𝑧
෠k, 𝑅𝑥 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝐹𝑥𝑖
, 𝑅𝑦 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝐹𝑦𝑖
, 𝑅𝑧 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝐹𝑧𝑖

▪ A força resultante 𝑹 é um vetor livre (não possui ponto de aplicação ou reta suporte);

▪ Não se define momento da força resultante.

➢ Momento Resultante: soma vetorial dos momentos de todas as forças 𝑭𝑖 , 𝑃𝑖 com respeito ao

mesmo polo 𝑂, mais os momentos binários aplicados diretamente a ℬ:

𝑴𝑂 𝕊 = 𝑴𝑂 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑭𝑖 + ෍

𝑗=1

𝑚

𝑴𝑗

▪ O momento resultante 𝑴𝑂 é um vetor vinculado ao polo 𝑂;

▪ Os momentos binários são momentos independentes do polo.
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❑ Teorema de Varignon (Forças Concorrentes)

➢ Considere um sistema de esforços 𝕊 composto somente por forças

concorrentes no ponto 𝑃.

➢ É possível deslizar todas as forças de 𝕊 de modo que coincidam no

ponto de convergência 𝑃.

➢ Nesse caso, o momento resultante de 𝕊 com respeito a um polo

arbitrário 𝑂 é dado por:

𝑴𝑂 = 𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑹

𝑴𝑂 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑭𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑃 − 𝑂 ∧ 𝑭𝑖 = 𝑃 − 𝑂 ∧ ෍

𝑖=1

𝑛

𝑭𝑖

= 𝑹

➢ A expressão acima é válida somente para sistemas de esforços compostos por forças

concorrentes (e.g. forças atuantes em uma partícula).

Sistema de forças concorrentes no ponto 𝑃.
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❑ Teorema de Transporte de Momentos

➢ Dado um sistema de esforços 𝕊 caracterizado pelos vetores resultantes 𝑹 e 𝑴𝑂, o

momento resultante de 𝕊 com respeito a outro polo arbitrário 𝑂’ pode ser obtido

diretamente através da Fórmula de Mudança de Polo.

➢ Considere o momento resultante de 𝕊 com respeito ao polo arbitrário 𝑂’:

𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑹

𝑴𝑂′ = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑃𝑖 − 𝑂′ ∧ 𝑭𝑖 + ෍

𝑗=1

𝑚

𝑴𝑗 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑃𝑖 − 𝑂 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭𝑖 + ෍

𝑗=1

𝑚

𝑴𝑗

= 𝑴𝑂

➢ Portanto, conhecendo-se 𝑹 e 𝑴𝑂, 𝑴𝑂′ pode ser determinado sem a necessidade de se calcular os

momentos de cada força 𝑭𝑖 , 𝑃𝑖 ∈ 𝕊 com respeito a 𝑂’.

= ෍

𝑖=1

𝑛

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑭𝑖 + ෍

𝑗=1

𝑚

𝑴𝑗 + ෍

𝑖=1

𝑛

𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑭𝑖 = 𝑴𝑂 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ ෍

𝑖=1

𝑛

𝑭𝑖

= 𝑹

se   𝑹 = 𝟎 ⟹ 𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂

se  𝑂 − 𝑂′ ∥ 𝑹, ∀𝑂′ ⟹ 𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂

(condições de independência do 

momento com o polo)

Composição vetorial para a dedução do Teorema de 

Transporte de Momentos.
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❑ Momento Binário (ou Binário de Forças)

➢ Considere um sistema de esforços 𝕊 composto por um par forças de mesmo

módulo e direção, porém com sentidos opostos e linhas de ação distintas:

𝕊 =
𝑭1, 𝑃1 ∶ 𝑭1 = −𝐹መj , 𝑃1 =

𝑑

2
መi

𝑭2, 𝑃2 ∶ 𝑭2 = 𝐹መj , 𝑃2 = −
𝑑

2
መi 𝑹 = 𝑭1 + 𝑭2 ⟹ 𝑹 = 𝟎

𝑴𝑂 = ෍

𝑖=1

2

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑭𝑖 = 𝑃1 − 𝑂 ∧ 𝑭1 + 𝑃2 − 𝑂 ∧ 𝑭2 =
𝑑

2
መi ∧ −𝐹መj −

𝑑

2
መi ∧ 𝐹መj = −

𝐹𝑑

2
෠k −

𝐹𝑑

2
෠k = −𝐹𝑑 ෠k

𝑴𝑃1
= ෍

𝑖=1

2

𝑃𝑖 − 𝑃1 ∧ 𝑭𝑖 = 𝑃1 − 𝑃1 ∧ 𝑭1 + 𝑃2 − 𝑃1 ∧ 𝑭2 = −𝑑መi ∧ 𝐹መj = −𝐹𝑑 ෠k

𝑴𝑃2
= ෍

𝑖=1

2

𝑃𝑖 − 𝑃2 ∧ 𝑭𝑖 = 𝑃1 − 𝑃2 ∧ 𝑭1 + 𝑃2 − 𝑃2 ∧ 𝑭2 = 𝑑መi ∧ −𝐹መj = −𝐹𝑑 ෠k

➢ Força resultante:

➢ Momento resultante: Par de forças responsável pela geração de um 

momento binário em uma barra retilínea.

O momento resultante 

independe do polo!

(Momento Binário)
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➢ Observações e generalizações sobre o momento binário:

▪ A força resultante 𝑹 é sempre nula;

▪ O momento resultante é um vetor livre e independente do polo:

▪ O módulo do momento binário depende apenas da distância entre as linhas de

ação do par de forças.

▪ Representa a forma de se aplicar um momento (torque) “diretamente” a um

corpo. (Em última instância, a aplicação de um momento binário envolve a

ação de um par de forças, daí a designação “Binário de Forças”).

▪ Induz rotação pura ao corpo, pois 𝑹 = 𝟎.

▪ No caso de corpos flexíveis, o ponto de aplicação do binário é importante

devido à distribuição local dos esforços internos.

𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑹 ⟹ 𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂

= 𝟎 (sempre!)

𝑴𝑄 = 𝑃 − 𝑄 ∧ 𝑭

Ilustração da dependência do módulo do 

binário com a distância entre as linhas de 

ação do par de forças. Fonte [F4].

𝑴𝑄 = 𝑃 − 𝑄 . 𝑭 sin𝜙

𝑑 = 𝑃 − 𝑄 sin𝜙

⟹

𝑴𝑄 = 𝑭 𝑑

❑ Momento Binário (ou Binário de Forças)
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❑ Invariante Escalar

➢ O invariante escalar é um parâmetro (escalar) que caracteriza um dado sistema de esforços.

Considerando o Teorema de Transporte de Momentos, tem-se:

▪ Independe do polo com respeito ao qual o momento é calculado;

▪ Independe da base escolhida para a representação dos vetores;

▪ O par de vetores 𝑹, 𝑴𝑂 caracteriza completamente um dado sistema de esforços.

𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑹 (multiplicação escalar em ambos os lados)∙ 𝑹

𝑴𝑂′ ∙ 𝑹 = 𝑴𝑂 ∙ 𝑹 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑹 ∙ 𝑹 = 𝑴𝑂 ∙ 𝑹

= 𝟎, pois 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑹 ⊥ 𝑹

𝐼 = 𝑴𝑂′ ∙ 𝑹 = 𝑴𝑂 ∙ 𝑹⟹

➢ Propriedades do invariante escalar:
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➢ Duas placas, uma no plano 𝑂𝑥𝑧 e outra no plano 𝑂𝑥𝑦 são sujeitas

ao sistema de forças:

𝑭1, 𝐴 = 𝐹1
෠k, 𝑭2, 𝐵 = −𝐹2

መj, 𝑭3, 𝐷 = −𝐹3
መi

➢ Determine: 𝑹 , 𝑴𝑂1
,𝑴𝑂2

, 𝑀𝑧, 𝐼

a) 𝑹 = Σ𝑭𝑖 = −𝐹3
መi − 𝐹2

መj + 𝐹1
෠k

b) 𝑴𝑂1
= 𝐴 − 𝑂1 ∧ 𝑭1 + (𝐵 − 𝑂1) ∧ 𝑭𝟐 + 𝐷 − 𝑂1 ∧ 𝑭𝟑 = 𝑎𝐹1

መi + 𝑏𝐹2
መi − 2𝑏𝐹3

መj = 𝑎𝐹1 + 𝑏𝐹2
መi − 2𝑏𝐹3

መj

c) 𝑴𝑂2
= 𝑴𝑂1

+ 𝑂1 − 𝑂2 ∧ 𝑹 = 𝑎𝐹1 + 𝑏𝐹2
መi − 2𝑏𝐹3

መj − 2𝑏෠k ∧ −𝐹3
መi − 𝐹2

መj + 𝐹1
෠k = 𝑎𝐹1 − 𝑏𝐹2

መi

d) 𝑀𝑧 = 𝑴𝑂1
⋅ ෠k = 𝑴𝑂2

⋅ ෠k = 0 e) 𝐼 = 𝑴𝑂1
⋅ 𝑹 = 𝑴𝑂2

⋅ 𝑹 = 𝐹3 𝑏𝐹2 − 𝑎𝐹1

❑ Exercício

Solução

𝑥

𝑦

𝑧

𝑎
𝑏

𝑎

𝑏

𝑂1

𝑂2

𝐷

𝐴

𝐵

𝑭1

𝑭3
𝑭2

𝑎
መj

෠k

መi
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❑ Sistemas de Esforços Equivalentes

➢ Dois sistemas de esforços 𝕊 e 𝕊′ são equivalentes se, e somente se, eles produzem os

mesmos efeitos físicos sobre o corpo ao qual atuam.

➢ Sistemas equivalentes possuem as seguintes propriedades:

▪ Mesma força resultante 𝑹 e mesmo momento com respeito a um polo arbitrário 𝑂 𝑴𝑂 .

(De fato, o par de vetores 𝑹, 𝑴𝑂 caracteriza completamente um sistema de esforços)

▪ Mesmo valor do invariante escalar 𝐼 .

(Atenção: somente 𝑹 e 𝐼 não caracterizam unicamente um sistema de esforços)

➢ Matematicamente:

𝕊 ≡ 𝕊′ ⟺ ൝
𝑹 𝕊 = 𝑹 𝕊′

𝑴𝑂 𝕊 = 𝑴𝑂 𝕊′

Sistemas de esforços equivalentes atuantes sobre o corpo ℬ. Fonte [5]

𝕊 𝕊′

ℬ ℬ
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❑ Redução de Sistemas de Esforços

➢ Reduzir um sistema de esforços consiste em obter um outro sistema, mais simples, que seja

equivalente ao sistema original.

➢ Todo sistema de esforços pode ser reduzido a um sistema equivalente composto pela força resultante

aplicada em um ponto arbitrário 𝑂 do corpo e um momento binário igual ao momento resultante com

respeito ao ponto 𝑂 (redução de sistemas a dois vetores aplicados a um único ponto).

Sistemas de esforços equivalentes atuantes sobre o corpo ℬ e redução de sistemas a dois vetores 

aplicados em um único ponto. Fonte [5].

𝕊 𝕊′ 𝕊′′

𝕊 ≡ 𝕊′ ≡ 𝕊′′

▪ Equivalência de sistemas:

▪ Qual o melhor ponto para

reduzir o sistema?
ℬ ℬ ℬ

(redução a dois vetores aplicados a um único ponto)
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❑ Redução de Sistemas de Esforços

➢ Casos particulares de redução de sistemas:

▪ Caso I – 𝑹 = 𝟎, 𝑴𝑂 = 𝟎, 𝐼 = 0 (Equilíbrio Estático)

o Momento nulo com respeito a qualquer polo, isto é: 𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑹 = 𝟎

o Problemas de equilíbrio estático que serão abordados posteriormente.

0 0

▪ Caso II – 𝑹 = 𝟎, 𝑴𝑂 ≠ 𝟎, 𝐼 = 0 (Momento Binário)

o Momento não nulo e invariante com o polo, isto é: 𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂 + 𝑂 − 𝑂′ ∧ 𝑹 = 𝑴𝑂

o Detalhes já vistos anteriormente.

0

▪ Caso III – 𝑹 ≠ 𝟎, 𝑴𝑂 ≠ 𝟎, 𝐼 = 0 (Redução a uma Única Força)

o 𝐼 = 𝑴𝑂 ∙ 𝑹 = 0, ∀𝑂 ⟺ 𝑴𝑂 ⊥ 𝑹

o Em tais sistemas, sempre existirá um conjunto de pontos (eixo central, 𝑬) em relação aos quais o momento é nulo,

ou seja, se 𝑴𝑂 = 𝟎 ⇒ 𝑂 ∈ 𝐸.

o Se esses sistemas forem reduzidos a quaisquer pontos de seus respectivos eixos centrais, apenas 𝑹 é suficiente

para a caracterização completa dos sistemas (redução do sistema a uma única força).

▪ Caso IV – 𝑹 ≠ 𝟎, 𝑴𝑂 ≠ 𝟎, 𝐼 ≠ 0 (Redução Geral)

o Sistemas redutíveis a um momento binário e força resultante aplicados sobre o Eixo Central (redução máxima).
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❑ Eixo Central

Plano definido pelos vetores 𝑹 e 𝑴𝑂 para a 

determinação do eixo central E.

𝑴𝑂 = 𝑴𝑂
∥ + 𝑴𝑂

⊥ (multiplicação escalar em ambos os lados)∙ 𝑹

𝑴𝑂 ∙ 𝑹 = 𝑴𝑂
∥ ∙ 𝑹 + 𝑴𝑂

⊥ ∙ 𝑹

= 0, pois 𝑴𝑂
⊥ ⊥ 𝑹

𝑴𝑂 ∙ 𝑹 = 𝑴𝑂
∥ ∙ 𝑹 = 𝐼⟹

Invariante, constante 

para o sistema.

𝑴𝑂
∥ é constante para o sistema, ou seja, 

não varia com o polo.
➢ Admitindo a relação:

𝑴𝑂

2
= 𝑴𝑂

∥ 2
+ 𝑴𝑂

⊥
2

≥ 𝑴𝑂
∥ 2

≥ 0

constante ≥ 0

▪ 𝑴𝑂
∥ não varia com o polo e 𝑴𝑂

∥ é o valor do momento mínimo do sistema.

▪ 𝑴𝑂
⊥ é a única componente que pode variar com o polo.

➢ Por definição, o momento depende da posição do polo escolhido para o seu cálculo.

➢ Existe algum polo (ou conjunto de polos) cujo módulo do momento seja mínimo?

Sim! Qual o valor desse momento mínimo e o lugar geométrico dos polos de

momento mínimo?

➢ Considere um sistema de esforços arbitrário caracterizado pelos vetores resultantes

𝑹, 𝑴𝑂 . Decompondo 𝑴𝑂 na direção de 𝑹, tem-se:
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❑ Eixo Central

➢ Utilizando a definição de momento em relação a um eixo:

Plano definido pelos vetores 𝑹 e 𝑴𝑂 para a 

derivação do eixo central E.

𝑴𝑚𝑖𝑛 = 𝑴𝑂
∥ = 𝑴𝑂 ∙ 𝒖 𝒖 com 𝒖 ∥ 𝑹 ⟹ 𝒖 =

𝑹

𝑹

𝑴𝑚𝑖𝑛 =
𝑴𝑂 ∙ 𝑹

𝑹
𝟐 𝑹 =

𝐼

𝑹
𝟐 𝑹 ⟹ 𝑀𝑚𝑖𝑛 = 𝑴𝑚𝑖𝑛 =

𝐼

𝑹

= 𝐼

O momento mínimo é 

invariante com o polo

➢ Lugar geométrico dos polos de momento é mínimo (Eixo Central):

𝑴𝐸 = 𝑴𝑂 + 𝑂 − 𝐸 ∧ 𝑹, ∀𝐸 pertencente ao eixo central

= 𝑴𝑚𝑖𝑛

𝐸 − 𝑂 ∧ 𝑹 = 𝑴𝑂 − 𝑴𝑚𝑖𝑛

𝒙 ∧ 𝒗 𝒘 (equação vetorial)

⟹ 𝐸 − 𝑂 =
𝑹 ∧ 𝑴𝑂 − 𝑴𝑚𝑖𝑛

𝑹
𝟐

+ 𝜆𝑹
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❑ Eixo Central

Plano definido pelos vetores 𝑹 e 𝑴𝑂 para a 

derivação do eixo central E.

➢ Lugar geométrico dos polos de momento é mínimo (Eixo Central):

𝐸 − 𝑂 =
𝑹 ∧ 𝑴𝑂 − 𝑴𝑚𝑖𝑛

𝑹
𝟐

+ 𝜆𝑹 =
𝑹 ∧ 𝑴𝑂 − 𝑹 ∧ 𝑴𝑚𝑖𝑛

𝑹
𝟐

+ 𝜆𝑹

= 𝟎, pois 𝑴𝑚𝑖𝑛 = 𝑴𝑂
∥ ∥ 𝑹

➢ Portanto, a equação geral do Eixo Central é dada por:

𝐸 = 𝑂 +
𝑹 ∧ 𝑴𝑂

𝑹
𝟐 + 𝜆𝑹, 𝜆 ∈ ℝ

▪ O Eixo Central é uma reta cujos pontos 𝐸 são polos de momento mínimo.

▪ O Eixo Central é paralelo a 𝑹.

▪ Redução máxima de um sistema de esforços arbitrário (caso IV):
o 𝑹 aplicado em um ponto qualquer do Eixo Central, isto é: 𝑹, 𝐸

o 𝑴𝐸 = 𝑴𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝑹 (Eixo Central = Eixo de Momento Mínimo) 

Força e torque na direção do eixo central

(analogia com a “chave de fenda”)
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❑ Exercício (P1–Q1–2014)

Itens adicionais:

(e) o momento com respeito ao eixo EO;

(f) Se o sistema é redutível a uma única força.
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❑ Exercício (P1–Q1–2014)

e) Vetor unitário paralelo a 𝐸𝑂:

𝒖 =
𝑎 መi + መj

𝑎 2
 ⟹  𝒖 =

2 መi + መj

2

Portanto: 𝑀𝐸𝑂 = 𝑴𝑂 ⋅ 𝒖 = 𝑎𝐹 −1,1,0 ∙
2

2
1,1,0

=
2𝑎𝐹

2
−1 + 1 + 0  ⟹  𝑀𝐸𝑂 = 0

Observe a diferença entre momento mínimo com respeito aos

pontos do eixo central e o momento em relação ao eixo EO.

As componentes dos momentos com respeito aos pontos do eixo EO

na direção desse eixo são nulas, mas nada foi dito sobre a

componentes perpendiculares. Logo, os módulos dos momentos com

respeito aos pontos de EO não são, necessariamente, mínimos.

No caso dos momentos com respeito aos pontos do eixo central, as

componentes na direção desse eixo são iguais e não nulas, e as

componentes perpendiculares são todas nulas. Entretanto, os

módulos do momento são iguais e mínimos.

e) 𝐼 = 𝑴𝑂 ⋅ 𝑹 = 𝑎𝐹 −1,1,0 ∙ 𝐹 1 −
2

2
, −

2

2
, −1

= 𝑎𝐹2
2

2
− 1 −

2

2
+ 0  ⟹  𝐼 = −𝑎𝐹2

Como 𝐼 ≠ 0, o sistema não é redutível a uma única força.
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❑ Exercício (P1–Q1–2022)
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❑ Exercício (P1–Q1–2022)
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❑ Exercício
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❑ Exercício
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❑ Exercício

Na figura apresentada abaixo mostra-se um paralelepípedo ABCDMNPQ sujeito a uma força Ԧ𝐹 , de

magnitude 𝐹, aplicada ao vértice P. Considerando o sistema de coordenadas O𝑥𝑦𝑧 e a base de versores
መi, መj, ෠k , pede-se:

a) A expressão do vetor P − A .

b) A expressão da magnitude ρ do vetor P − A .

c) A expressão do vetor Ԧ𝐹.

d) A expressão do momento de Ԧ𝐹 com respeito ao polo C.
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