TR PVIE=

Departamento de Engenharia Mecanica

PME 3100 — Mecanica |

Revisao de
Algebra Vetorial

Francisco J. Profito
fprofito@usp.br

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 18/03/2024


mailto:fprofito@usp.br

(.
EscoL PVIE—
POLITECNICA —

/ DA USP Departamento de Engenharia Mecanica

1 Objetivos

> Revisar conceitos fundamentais de Algebra Vetorial necessarios para a elaboracdo da
Mecanica Newtoniana (ou Mecanica Vetorial)

» Apenas 0 uso pratico desses conceitos serao revisados. Uma apresentacdo mais detalhada
pode ser encontrada em [1].
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1 Grandezas Fisicas

» Grandezas escalares: sao grandezas fisicas representadas por um unico numero real (escalar) que
guantifica a magnitude da grandeza associada. EX.:

= Massa: m

= Tempo:t

= Temperatura: T
» Energia: E

» Trabalho: W

» Grandezas vetoriais: sao grandezas fisicas associadas a direcdes especificas no espaco. Portanto,
aléem da magnitude, a orientacdao ao longo da qual essas grandezas atuam € necessaria para a sua

completa representacao. EX.:

= Forca: F

= Momento: ﬁo

» Velocidade e aceleracéo instantaneas: v, e dp

= Velocidade e aceleracdo angulares: w e «

» Quantidade de movimento e quantidade de movimento angular: 6 e ﬁo
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] Vetores

» Na Mecanica Newtoniana, eventos fisicos ocorrem em um espaco
Euclidiano tridimensional de pontos €£.

» Vetores sédo definidos como elementos pertencentes a um espaco

vetorial Euclidiano tridimensional V. Qualquer vetor a@ € V pode ser (\-\\ude |
representado de duas formas: W9 B
/g 3
= Vetor Fisico (ou geométrico): segmento de reta orientado que liga dois D“"ég‘ao Sentido

pontos arbitrarios A,B € E.
Vetor fisico (ou geométrico). Fonte [3]

o Possui modulo, dire¢ao e sentido;

o Representacéo independente do sistema de coordenadas e base
de vetores associada.
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] Vetores

» Na Mecanica Newtoniana, eventos fisicos ocorrem em um espaco
Euclidiano tridimensional de pontos €£.

» Vetores sédo definidos como elementos pertencentes a um espaco
vetorial Euclidiano tridimensional V. Qualquer vetor @ € V pode ser
representado de duas formas:

= Vetor Algébrico (ou coordenado): expresso por meio de componentes
escalares com relacdo a uma base de vetores especifica.

o Representacdo dependente do sistema de coordenadas e base
de vetores associada,

o Considerando um sistema de coordenadas cartesiano Oxyz
associado a base de vetores ortonormais (i,j, k) € V, tem-se:

d=adi+aj+ak=(ayaya,) - [a]l=]aa,, az]T
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Vetor algébrico (ou coordenado). Fonte [3]
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] Vetores

» Dependendo da disposicao espacial, 3 tipos de vetores podem ser
definidos:

Vetor Livre: ndo possui ponto de aplicacdo, ou seja, 0 vetor € livre no
espaco. Representacao: modulo, direcdo e sentido. T

Vetor Deslizante: aplicado em qualquer ponto pertencente a sua linha de
acao. Esse tipo de vetor pode se mover (deslizar) ao longo de sua linha
de acdo, mantendo o mesmo efeito fisico sobre o corpo ao qual é
aplicado. Representacdo: modulo, direcdo, sentido, e reta suporte de

aplicago. (F,7)

Vetor Vinculado: aplicado em um ponto especifico do corpo.
Representacdo: modulo, direcdo, sentido, e ponto de aplicacéo. (FZ,Q).
Forca é um vetor vinculado.

» Todas as operacOes e manipulacbes vetoriais sdo definidas para
vetores livres.

Departamento de Engenharia Mecanica

Vetor Livre
4
B \\
Yy
P
T Vetor
O Vinculado
’\,

r = 0x

Vetor
Deslizante

Esforgos aplicados em um bloco rigido B.
Vetor livre (7), vetor deslizante (Fl) e vetor
vinculado (fz). Fonte [2]
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 Propriedades e Operacoes Vetoriais

> As propriedades e operacdes vetoriais apresentadas a seguir sao validas para:

= Vd,bceVeV A u € R, onde V € um espaco vetorial Euclidiano tridimensional;

= d,b,¢ expressos na mesma base de vetores ortonormais (i,j, k) €V, ou seja, d = (ay,ay a;), b=
(by, by, b;) € € = (cy,cy,C5)

» Propriedades basicas:

Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

Adicao é comutativa

Adicao é associativa

da+0=4a Adicdo possui elemento identidade 0
d+(—ad)=0 Adicéo possui elemento inverso

Ad =dA Multiplicacdo é comutativa

Apa) = Apa Multiplicacéo é associativa

la=a Multiplicacdo possui elemento identidade 1

(A+w(d+b) = 2d + Ab + yd + ub

Propriedades distributiva de adicdo e multiplicacéo
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 Propriedades e Operacoes Vetoriais

» Soma, subtracdo e multiplicacao por escalar:

—

d+b = (ay+b)i+ (a, +by)j+ (a, + bk

a—b= (a, — b1+ (ay —by)j + (a, — bk
Ad = Aa )i+ (Aay)j + (Aa,)k

Soma
Subtracao

Multiplicacéo por escalar

a=ldl=Va a= \/axz +ay? +a,?

s

a= - d=|d|a

llall

Magnitude

Vetor unitario (versor)

a-b

Soma e subtracao de vetores. Regra do paralelogramo. Fonte [3]
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Magnitude e vetor unitario. Fonte [3]
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] Produto Escalar

> O produto escalar entre os vetores d e b é definido por:

i b= IIE’IIHBHCOSH = a,b, + a,by, + ab,

/2

0
T\l eo®
» Geometricamente, representa o produto da magnitude de um dos a\g\)\”\\

vetores (B) pela projecdo ortogonal do outro vetor (a) sobre o primeiro.

» O resultado do produto escalar € um numero inteiro (escalar).

Projecao escalar. Fonte [5]

da-b=b-d Comutativa
(d+b)-¢=d-¢+b-¢ Distributiva
(Ad) -b=A(d-b) =d-(1b) Multiplicagéo por escalar
0, @=0oub=0 I ol
e P N ositividade, paralelismo e
> =
@b=20 - ab 0'_, ab*0e ilf ortogonalidade
llall||b|| allb
¢-¢=(d—-b)-(d—b) » c®=a?+b?—2abcosh Lei dos cossenos
ld- b| < lldll + ||| Inequacéo de Schwarz c=4a- b
ca . Lei dos cossenos. Fonte [6]
Xx-d=C - x= ”a”2+§/\ﬁ, VSEE ed+0 Equac&o vetorial
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J Produto Vetorial

. - T, . axb
» O produto vetorial entre os vetores a e b é definido por:
) b
g = g =i . A n
d A b = (|ldll||b||sin6)f 5
» O resultado do produto vetorial € um vetor com as seguintes caracteristicas: bzz a
=-a

= Magnitude: ||d@ A b|| = ||dll||b||siné (area do paralelogramo com lados ||d]| e ||b|)

= Direcdo: ortogonal ao plano definido por d e b (h)

= Sentido: definido pela regra da mao-direita f‘k =1A)
P 1\
» Calculo: Ny
= Método algébrico (determinante): '( %J
i1 K Y ~
. - I j k R R N ;i // \:‘\V’/j,
anb=|a, a, a;|= (aybz — azby)l + (a,b, — a,b,)j+ (axby — aybx)k S
b b b Produto vetorial definido a partir da regra da méo-
S direita. Fonte [7]
= Método geométrico (propriedade distributiva + “regra da méo-direita®): iAi=inj=RAk=0 N
ai) A (bl — byj + b,k) = (a,b,) (i A1) — (ayhy)(iA]) + (ayh,)(ink inj=-ini=k
( X ) ( X yj AZ ) ( xA x)( ) ( X y)( J) ( X Z)( i/\R=—R/\i=i th 1] ll \k / t 1' t
= —(ayby)k—(axb)] _—7 Kk = KAi=—ink=]
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 Produto Vetorial
» Propriedades

dA(b+¢)=dAb+dAT Distributiva

inb=—(bAd Anti-comutativa

dn(b+7¢) = (dnb) ¢ N&o-associativa

(A@) Ab =A(dAb) =dnA(1b) Multiplicag&io por escalar
0, @=00oub=0

anb=10, ab+0e dlb _ _
||H||||b||» alb Paralelismo e ortogonalidade

- (dAb)=0¢e b-(AADb)=0

a-(bA€)=b-(@End)=¢-(@Ab)=0 Produto escalar triplo (volume do paralelepipedo definido por @, b, ©)
dn(bA€)=b(@-¢)—¢n(d-b) Produto vetorial triplo

dA(bAC)+bAEAD) +CA(dAD)=0 Identidade de Jacobi

@B = 1@2|s|’ - @-b)° Identidade de Lagrange

¥Ad=b - z=%+w, Gb+0eA+0 Equagdo vetorial
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1 Derivada no Tempo de Vetores

> ParaVv ﬁ’(t),z(t) EV e VA(t) € R, as seguintes propriedades para a derivada no tempo de vetores sao
validas:

(1a) dll*+/1da Aa+ 21
—((Aa) =—a — = la + Aa
dt d
—(ada-b)=—-b+a-—=a-b+a-b Regra do produto
dt ) dt dt
dd - _ db . - _ =
( /\b)— b+a/\E=a/\b+al\b
. Atencdo para a possibilidade de
da .. . . .= 2 : 2 diferenciacdo dos versores.
dr (axi+ a)j+ak) + (axl Tay]+ azk) Mais detalhes serdo apresentados no tépico

Cinematica do Corpo Rigido.
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d Transformacao de Coordenadas e Invariancia de Vetores

> Vetores sao elementos matematicos invariantes ao sistema de coordenadas e a base de vetores associada
utilizados para a sua representacéo.

» Esta caracteristica esta relacionada com a natureza tensorial dos vetores. De fato, grandezas escalares e
vetoriais s&o casos especiais de tensores de ordem 0 e 1, respectivamente.

» Um mesmo vetor pode ser expresso em diferentes bases de vetores (sistemas de coordenadas). Neste caso,
as componentes escalares do vetor serao em geral distintas e dependentes da base escolhida.

> As componentes de um vetor d@ expresso em duas bases distintas (i,j,k) e (1,j,k’) sdo correlacionadas
pela transformacéo de coordenadas resumida a sequir:

al = [T][«'

Coordenadas Coordenadas

Transformacgao '
V de coordenadas '

k ‘ [T] na base ha base
/ / (Ljk) Matriz de mudanca  (1/J.k)
A 4 de base

=

Transformacao de coordenadas de vetores. Fonte [4]
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