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❑ Motivação e Objetivos

➢ O estudo da dinâmica consiste na análise do movimento de sistemas

(partículas, sistemas de partículas e corpos) no espaço sujeitos à

ação de esforços (forças e momentos).

➢ A análise do movimento é realizada através da integração dos

conceitos de Esforços, Cinemática e Inércia.

➢ A combinação dos conceitos de Esforços, Cinemática e Inércia dá

origem à definição das seguintes Propriedades Dinâmicas

fundamentais:

▪ Quantidade de Movimento (𝑸)

▪ Quantidade de Movimento Angular (𝑯𝑂)

▪ Energia Cinética (𝐸)

▪ Trabalho (𝑊)

▪ Energia Potencial (𝑈)

Robôs utilizados na linha de montagem de automóveis (acima), e

braço de robô executando uma variedade de movimentos no

espaço (abaixo). Em ambos os casos, o estudo da dinâmica é

importante para o desenvolvimento de sistemas de controle para o

funcionamento adequado dos sistemas. Fonte [1].
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❑ Motivação e Objetivos

➢ A associação entre Esforços e Variação Temporal das Propriedades

Dinâmicas dá origem aos seguintes Teoremas da Dinâmica Vetorial:

▪ Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

▪ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

▪ Teorema da Energia Cinética (TEC)

➢ Neste curso, se dará ênfase ao estudo da dinâmica de corpos rígidos

baseada nos princípios da Mecânica de Newton-Euler.

Ilustração de um giroscópio. Esse sistema é utilizado em

sistemas de navegação inercial e em outros dispositivos

de controle direcional e estabilização. Fonte [2].

Suspensão de um automóvel. As molas e amortecedores

que compõem o sistema devem ser cuidadosamente

selecionados para proporcionar dirigibilidade. Fonte [1].

Propriedades Dinâmicas

(𝑸, 𝑯𝑂, 𝐸, 𝑊, 𝑈)
CinemáticaInércia

(massa e matriz de inércia)

Sistema de 

Esforços

Teoremas da Dinâmica

(TQM, TQMA, TEC)

- Equações de movimento

- Determinação das acelerações em

função dos esforços, e vice-versa.

𝓕 𝒅

𝒅𝒕
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❑ Sistema de Partículas e Corpo Rígido

▪ Dimensões desprezíveis em relação às

distâncias percorridas;

▪ Não possui estrutura interna definida (e.g.

estrutura molecular/atômica);

▪ Massa concentrada em um único ponto cuja

localização no espaço é dado pelo vetor

posição 𝒓𝑃(𝑡);

▪ Não possui rotação própria, logo apenas

movimento de translação é definido

▪ Inexistência de forças internas;

▪ Leis de Newton foram definidas originalmente

para partículas.

Partícula

ℱ
(Referencial fixo)

▪ Conjunto de partículas 𝑃𝑖 de massa 𝑚𝑖;

▪ Cinemática depende do movimento de cada

partícula que compõe o sistema;

▪ O movimento global do sistema pode ser

representado utilizando o conceito de centro de

massa;

▪ Sistema como um todo pode rotacionar;

▪ Forças internas devido à interação entre as

partículas devem ser consideradas na análise

(geralmente se cancelam mutuamente).

ℱ

Sistema de Partículas

(Referencial fixo)

▪ Conjunto de partículas rigidamente conectadas,

ou seja, as distâncias entre as partículas que

compõem o corpo não variam com o

movimento.

▪ Dimensões físicas não variam quando

submetido a esforços.

▪ Possui rotação própria;

▪ O movimento arbitrário de um corpo rígido

consiste na sobreposição de translação (3 GLs)

e rotação (3 GLs).

(Referencial fixo)
ℱ

Corpo Rígido
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

➢ A quantidade de movimento linear de um sistema composto por 𝑁
partículas 𝑃𝑖 de massa 𝑚𝑖 e velocidade 𝒗𝑖 em relação a um

referencial fixo (inercial) ℱ é definida por:

𝑸 ≜ ෍

𝑖=1

𝑁

𝑸𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝒗𝒊 (1)

➢ Derivando no tempo a expressão geral do centro de massa do

sistema, e admitindo a massa de cada partícula constante, tem-se:

෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝒗𝑖 = 𝑚𝒗𝐺 e ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝒂𝑖 = 𝑚𝒂𝐺

𝑚 𝐺 − 𝑂′ = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑃𝑖 − 𝑂′ ⇒
ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝑚 𝐺 − 𝑂′ =

ℱ

𝑑

𝑑𝑡
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑃𝑖 − 𝑂′

𝑚
ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐺 − 𝑂′ = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝑖 − 𝑂′ ⇒ 𝑚 𝒗𝐺 − 𝒗𝑂′ = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝒗𝑖 − 𝒗𝑂′ = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝒗𝑖 − 𝒗𝑂′ ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖

𝑚𝒗𝐺 − 𝑚𝒗𝑂′ = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝒗𝑖 − 𝑚𝒗𝑂′

= 𝑚

⇒ (2)

ℱ
(Referencial fixo)
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

➢ Substituindo a Eq. (2) na Eq. (1), a expressão final da quantidade de

movimento linear de um sistema partículas é dada por:

𝑸 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝒗𝒊

➢ A expressão acima é igualmente válida para corpos rígidos, uma vez

que não é necessária a aplicação de nenhuma relação cinemática

para a determinação de 𝑸 em função do centro de massa do sistema.

ℱ
(Referencial fixo)

𝑸 = 𝑚𝒗𝐺⇒ (3)

➢ Considerando a variação temporal da quantidade de movimento linear (Eq. 1) em relação a um

referencial inercial, e admitindo a massa de cada partícula constante, tem-se:

ℱ
𝑑𝑸

𝑑𝑡
=

ℱ

𝑑

𝑑𝑡
෍

𝑖=1

𝑁

𝑸𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁 ℱ
𝑑𝑸𝑖

𝑑𝑡
= ෍

𝑖=1

𝑁 ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑖𝒗𝒊 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖

ℱ
𝑑𝒗𝒊

𝑑𝑡
= ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝒂𝒊

= 𝑹𝑖 (2ª Lei de Newton)

⇒ ෍

𝑖=1

𝑁

𝑹𝑖 = 𝑚𝒂𝑮

Resultante das forças internas e 

externas atuantes em cada partícula 𝑃𝑖

Somatório de todas as forças, internas e externas, atuantes no sistema. 

= 𝑚𝒂𝑮 (Eq. 2)

(4)



Prof. Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 07/06/2024 11

❑ Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

෍

𝑖=1

𝑁

𝑹𝑖 = ෍
𝑖=1

𝑁

𝑹𝑖
𝑒𝑥𝑡 + 𝑹𝑖

𝑖𝑛𝑡 = ෍
𝑖=1

𝑁

𝑹𝑖
𝑒𝑥𝑡 + ෍

𝑖=1

𝑁

𝑹𝑖
𝑖𝑛𝑡 = 𝑹𝑒𝑥𝑡 + 𝑹𝑖𝑛𝑡 = 𝑚𝒂𝑮

▪ 𝑹𝑒𝑥𝑡: resultante de todas as forças atuantes no sistema devido à ações

externas ao sistema;

▪ 𝑹𝑖𝑛𝑡 : resultante de todas as forças atuantes no sistema devido às

interações entre as partículas do sistema.

𝑹𝑖𝑛𝑡 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑹𝑖
𝑖𝑛𝑡 = 𝟎 𝑹𝑒𝑥𝑡 = 𝑚𝒂𝐺⇒ (5)

Forças internas se 

cancelam mutuamente:

𝑹𝑖
𝑖𝑛𝑡 ≠ 𝟎, mas

𝑹𝑖𝑛𝑡 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑹𝑖
𝑖𝑛𝑡 = 𝟎

Resultante das 

forças externas

Aceleração do centro de massa em 

relação a um referencial fixo (inercial) ℱ

➢ A partir do Princípio da Ação-e-Reação (3ª Lei de Newton), a

resultante de todas as forças internas atuantes nas partículas

do sistema é nula (forças internas se cancelam mutuamente).

ℱ
(Referencial fixo)

➢ Separando as forças internas e externas atuantes nas partículas, tem-se:
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

➢ Observações:

▪ A Eq. (5) é igualmente válida para sistemas de partículas e corpos

rígidos, uma vez que nenhuma particularização foi admitida em relação à

rigidez do sistema.

▪ Fisicamente, somente forças externas ao sistema podem causar

variação no movimento de translação do centro de massa do sistema.

▪ No caso de 𝑹𝑒𝑥𝑡 = 𝟎 , o sistema permanece em repouso ou em

movimento retilíneo uniforme (1ª Lei de Newton). Se o sistema está

inicialmente em repouso, a posição do centro de massa do sistema não

varia com o tempo, porém a posição de cada partícula pode variar

internamente no interior do sistema.

▪ A distribuição de massa do sistema não influencia o movimento de

translação do mesmo.

▪ O TQM é geralmente utilizado para a determinação de esforços reativos

em problemas de dinâmica de corpos rígidos.

ℱ
(Referencial fixo)
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❑ Exercício 1
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❑ Exercício 1 (cont.)
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❑ Distribuição de Massa

- Grandeza escalar

- Unidade: kg.m2

- 𝐽O𝑢 ≥ 0

𝐽O𝑢 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝑟𝑖
2 ⇒

𝑛→∞
𝐽O𝑢 = න 𝑟2𝜌𝑑𝑉 (1)

➢ A distribuição de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos

específicos é importante para a descrição do seu movimento de rotação.

➢ Momento de Inércia

▪ Medida da distribuição de massa de um sistema (ou corpo) em torno de um eixo

específico.

▪ Fisicamente, representa a medida da “resistência” de um sistema em ter seu

movimento de rotação em torno de um eixo alterado (inércia de rotação).

▪ Por definição, o momento de inércia de um sistema (ou corpo) em relação a um eixo

O𝑢 arbitrário é dado por:
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❑ Distribuição de Massa

➢ A distribuição de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos

específicos é importante para a descrição do seu movimento de rotação.

➢ Momento de Inércia

▪ Considerando um sistema de coordenadas cartesianas 𝐎𝒙𝒚𝒛, os momentos de inércia

em relação aos eixos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

𝐽O𝑥 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑦𝑖
2 + 𝑧𝑖

2 ⇒
𝑛→∞

𝐽O𝑥 = න 𝑦2 + 𝑧2 𝜌𝑑𝑉

𝐽O𝑦 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑥𝑖
2 + 𝑧𝑖

2 ⇒
𝑛→∞

𝐽O𝑦 = න 𝑥2 + 𝑧2 𝜌𝑑𝑉

𝐽O𝑧 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑥𝑖
2 + 𝑦𝑖

2 ⇒
𝑛→∞

𝐽O𝑧 = න 𝑥2 + 𝑦2 𝜌𝑑𝑉

(2)

Movimento no plano O𝑥𝑦:

𝐽O𝑧 = 𝐽O𝑥 + 𝐽O𝑦
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❑ Distribuição de Massa

➢ A distribuição de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos

específicos é importante para a descrição do seu movimento de rotação.

➢ Produto de Inércia

▪ Medida da distribuição de massa de um sistema (ou corpo) em relação a um plano

específico.

▪ Por definição, o produto de inércia de um sistema (ou corpo) em relação a um plano

O𝑢𝑣 arbitrário definido pelos eixos O𝑢 e O𝑣 é dado por:

𝐽O𝑢𝑣 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝑢𝑖𝑣𝑖 ⇒
𝑛→∞

𝐽O𝑢𝑣 = න 𝑢𝑣 𝜌𝑑𝑉
- Grandeza escalar

- Unidade: kg.m2

- 𝐽O𝑢𝑣 ≥ 0 ou 𝐽O𝑢𝑣 ≤ 0

(3)

onde 𝑢𝑖 e 𝑣𝑖 são a coordenadas de cada partícula P𝑖 no plano O𝑢𝑣.



Prof. Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 07/06/2024 19

❑ Distribuição de Massa

➢ A distribuição de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos

específicos é importante para a descrição do seu movimento de rotação.

➢ Produto de Inércia

▪ Considerando um sistema de coordenadas cartesianas 𝐎𝒙𝒚𝒛, os produtos de inércia

em relação aos planos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

𝐽O𝑥𝑦 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖 ⇒
𝑛→∞

𝐽O𝑥𝑦 = න 𝑥𝑦 𝜌𝑑𝑉

𝐽O𝑥𝑧 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝑥𝑖𝑧𝑖 ⇒
𝑛→∞

𝐽O𝑥𝑧 = න 𝑥𝑧 𝜌𝑑𝑉

𝐽O𝑦𝑧 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 ⇒
𝑛→∞

𝐽O𝑦𝑧 = න 𝑦𝑧 𝜌𝑑𝑉

(4)
- Movimento no plano O𝑥𝑦: 𝐽O𝑥𝑧 = 𝐽O𝑦𝑧 = 0

- Produtos de inércia são simétricos:

𝐽O𝑥𝑦 = 𝐽O𝑦𝑥 ;  𝐽O𝑥𝑧 = 𝐽O𝑧𝑥 ;  𝐽O𝑦𝑧 = 𝐽O𝑧𝑦
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❑ Exercício 2 (P3–Q1–2006)
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❑ Exercício 2 (P3–Q1–2006)
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❑ Exercício 3 (P3–Q1–2015)
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❑ Exercício 3 (P3–Q1–2015)
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➢ Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Partículas)

▪ A quantidade de movimento angular com respeito a um polo 𝑂 arbitrário

de um sistema composto por 𝑁 partículas materiais 𝑃𝑖 de massa 𝑚𝑖 e

velocidade 𝒗𝑖 , em relação a um referencial fixo (inercial) ℱ, é definida por:

ℱ
(Referencial fixo)

❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

𝑯𝑂 ≜ ෍

𝑖=1

𝑁

𝑯𝑖𝑂
= ෍

𝑖=1

𝑁

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑸𝑖 𝑯𝑂 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝒗𝑖⇒ (1)

▪ Observações:

o A Eq. (1) é igualmente válida para sistemas de partículas e corpos rígidos, uma vez que nenhuma particularização

foi admitida em relação à rigidez do sistema.

o Para um sistema de partículas qualquer, é necessário conhecer os valores da massa, posição e velocidade de cada

partícula para o cálculo de 𝑯𝑂.

o Para um sistema de partículas qualquer, não é possível determinar 𝑯𝑂 em função das propriedades do centro de

massa do sistema.
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

ℱ𝒗𝑃𝑖
= ℱ𝒗𝑂 + ℱ𝝎ℬ ∧ 𝑃𝑖 − 𝑂

▪ Substituindo a expressão acima na Eq. 1:

𝑂 ∈ ℬ, ou uma extensão rígida do mesmo (𝒗𝑃𝑖/𝑂 = 𝟎)

𝑯𝑂 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝒗𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ ℱ𝒗𝑂 + ℱ𝝎ℬ ∧ 𝑃𝑖 − 𝑂

= ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ ℱ𝒗𝑂 + ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ ℱ𝝎ℬ ∧ 𝑃𝑖 − 𝑂

= 𝑚 𝐺 − 𝑂 ℱ𝝎ℬ = 𝜔𝑥
መi + 𝜔𝑦

መj + 𝜔𝑧
෠k

𝑂𝑥𝑦𝑧 geralmente solidário a ℬ

𝑃𝑖 − 𝑂 = 𝑥𝑖
መi + 𝑦𝑖

መj + 𝑧𝑖
෠k 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ Quando 𝑂𝑥𝑦𝑧 é solidário a ℬ, a

matriz de inércia é constante.

ℱ

ℬ

ℱ𝝎ℬ

ℱ𝜶ℬ

𝑃𝑖

(Referencial fixo)

➢ Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rígido)

▪ Para o caso particular de corpo rígido, a velocidade de cada ponto

material 𝑃𝑖 do corpo pode ser expressa pela equação do campo de

velocidades (vínculo cinemático relacionado à rigidez do corpo):
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

𝑯𝑂 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒗𝑂 + 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧
ℱ𝝎ℬ (2)

▪ Observações:

o A Eq. (2) é válida apenas para corpos rígidos.

o O polo 𝑂 deve pertencer ao corpo rígido, ou ser uma extensão rígida do

mesmo (𝒗𝑃𝑖/𝑂 = 𝟎).

o O sistema de coordenadas 𝑂𝑥𝑦𝑧 é, em geral, solidário a ℬ, de forma que

𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧 seja constante no tempo.

o Nos casos particulares de 𝑂 = 𝐺 e/ou ℱ𝒗𝑂 = 𝟎:

𝑯𝑂 = 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧
ℱ𝝎ℬ (3)

ℱ

ℬ

ℱ𝝎ℬ

ℱ𝜶ℬ

𝑃𝑖

(Referencial fixo)

➢ Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rígido)

▪ Finalmente, a expressão da quantidade de movimento angular de um

corpo rígido com respeito a um polo 𝑂 ∈ ℬ (ou uma extensão rígida do

mesmo), é dada por:
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➢ Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rígido)

▪ Em problemas planos (plano 𝑂𝑥𝑦), a Eq. 2 é simplificada:

❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

ℬ

ℱ

⇒ (4)

ℱ𝝎ℬ = 𝜔෠k
𝐽𝑂𝑥𝑧 = 𝐽𝑂𝑦𝑧 = 0

𝑯𝑂 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒗𝑂 + 𝐽𝑂𝑧𝜔 ෠k

𝑂 = 𝐺 e/ou
ℱ𝒗𝑂 = 𝟎

𝑯𝑂 = 𝐽𝑂𝑧𝜔 ෠k (5)
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ℱ
(Referencial fixo)

❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

ℱ
𝑑𝑯𝑂

𝑑𝑡
=

ℱ

𝑑

𝑑𝑡
෍

𝑖=1

𝑁

𝑯𝑖𝑂
= ෍

𝑖=1

𝑁 ℱ
𝑑𝑯𝑖𝑂

𝑑𝑡
= ෍

𝑖=1

𝑁 ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑚𝑖𝒗𝑖

= ෍

𝑖=1

𝑁 ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑚𝑖𝒗𝑖 + ෍

𝑖=1

𝑁

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧
ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑖𝒗𝑖

= ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝒗𝑖 − 𝒗𝑂 ∧ 𝒗𝑖 + ෍

𝑖=1

𝑁

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑹𝑖
𝑒𝑥𝑡 + ෍

𝑖=1

𝑁

𝑃𝑖 − 𝑂 ∧ 𝑹𝑖
𝑖𝑛𝑡 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖𝒗𝑖 ∧ 𝒗𝑂 + 𝑴𝑂
𝑒𝑥𝑡 + 𝑴𝑂

𝑖𝑛𝑡

= 𝑹𝑖 = 𝑹𝑖
𝑒𝑥𝑡 + 𝑹𝑖

𝑖𝑛𝑡 (2ª Lei de Newton)

= 𝑴𝑂
𝑒𝑥𝑡 = 𝑴𝑂

𝑖𝑛𝑡
= 𝑚𝒗𝐺

➢ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Partículas)

▪ Considerando a variação temporal da quantidade de movimento angular (Eq. 1)

em relação a um referencial fixo (inercial) ℱ, e admitindo a massa de cada

partícula constante, tem-se:
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

ℱ
𝑑𝑯𝑂

𝑑𝑡
= 𝑚 𝒗𝐺 ∧ 𝒗𝑂 + 𝑴𝑂

𝑒𝑥𝑡 (6)

▪ Eq. (6) é igualmente válida para sistemas de partículas e corpos rígidos, uma vez que nenhuma

particularização foi admitida em relação à rigidez do sistema.

ℱ
(Referencial fixo)

➢ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Partículas)

▪ A partir do Princípio da Ação-e-Reação (3ª Lei de Newton), o momento

resultante de todas as forças internas atuantes nas partículas do sistema

com respeito ao polo 𝑂 é nulo (momentos das forças internas se cancelam

mutuamente). Portanto:
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

ℱ
𝑑𝑯𝑂

𝑑𝑡
=

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒗𝑂 + 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ  

= 𝑚
ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒗𝑂 + 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
ℱ𝒗𝑂 +

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ

= 𝑚 ℱ𝒗𝐺 − ℱ𝒗𝑂 ∧ ℱ𝒗𝑂 + 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒂𝑂 +
ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ

▪ Portanto:

ℱ
𝑑𝑯𝑂

𝑑𝑡
= 𝑚 ℱ𝒗𝐺 ∧ ℱ𝒗𝑂 + 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒂𝑂 +

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ (7)

ℱ

ℬ

ℱ𝝎ℬ

ℱ𝜶ℬ

𝑃𝑖

(Referencial fixo)

➢ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rígido)

▪ Para o caso particular de corpo rígido, a variação temporal da quantidade de

movimento angular (Eq. 2) em relação a um referencial fixo (inercial) ℱ é dada por:
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

𝑴𝑂
𝑒𝑥𝑡 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒂𝑂 +

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ (8)

▪ Observações:

o A Eq. (8) é válida apenas para corpos rígidos.

o O polo 𝑂 deve pertencer ao corpo rígido, ou ser uma extensão rígida do

mesmo (𝒗𝑃𝑖/𝑂 = 𝟎).

o O sistema de coordenadas 𝑂𝑥𝑦𝑧 é, em geral, solidário a ℬ, de forma que

𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧 seja constante no tempo.

o Nos casos particulares de 𝑂 = 𝐺 e/ou ℱ Ԧ𝑎𝑂 = 𝟎:

𝑴𝑂
𝑒𝑥𝑡 =

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ (9)

ℱ

ℬ

ℱ𝝎ℬ

ℱ𝜶ℬ

𝑃𝑖

(Referencial fixo)

➢ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rígido)

▪ Igualando as Eq. 6 e 7, obtém-se a expressão final do TQMA para corpos rígidos:
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❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

𝑴𝑂
𝑒𝑥𝑡 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒂𝑂 + 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝜶ℬ + ℱ𝝎ℬ ∧ 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧
ℱ𝝎ℬ (10)

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ =
ℬ 𝑑

𝑑𝑡
𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧

ℱ𝝎ℬ + ℱ𝝎ℬ ∧ 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧
ℱ𝝎ℬ

= 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧
ℱ𝜶ℬ , pois 𝑂𝑥𝑦𝑧 é solidário ao corpo 

e, portanto, 𝐼 𝑂𝑥𝑦𝑧 é constante.

▪ Neste caso:

Momento Giroscópio

(“momento das forças de inércia”)

Termo associado à 

aceleração do polo

Termo associado 

à aceleração 

angular do corpo

ℱ

ℬ

ℱ𝝎ℬ

ℱ𝜶ℬ

𝑃𝑖

(Referencial fixo)

➢ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rígido)

▪ Admitindo que as grandezas vetoriais são expressas no sistema de

coordenadas solidário a ℬ , e aplicando o Teorema de Transporte da

Cinemática Vetorial ao segundo termos do lado direito da Eq. 8, tem-se:
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➢ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rígido)

▪ Em problemas planos (plano 𝑂𝑥𝑦), a Eq. 10 é simplificada:

❑ Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

⇒ (11)
ℱ𝝎ℬ = 𝜔෠k
ℱ𝜶ℬ = 𝛼෠k
𝐽𝑂𝑥𝑧 = 𝐽𝑂𝑦𝑧 = 0
ሶ෠k = 𝟎

𝑴𝑂
𝑒𝑥𝑡 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ ℱ𝒂𝑂 + 𝐽𝑂𝑧𝛼 ෠k

𝑂 = 𝐺 e/ou
ℱ𝒂𝑂 = 𝟎

𝑴𝑂
𝑒𝑥𝑡 = 𝐽𝑂𝑧𝛼 ෠k (12)

ℬ

ℱ
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❑ Exercício 5 (P3–Q3–2012)
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❑ Exercício 5 (P3–Q3–2012)
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❑ Exercício 6 (P3–Q3–2015)
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❑ Exercício 6 (P3–Q3–2015)

Electric Self-Balancing Unicycle
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❑ Exercício 6 (P3–Q3–2015)
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❑ 2014–P3–Q2
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❑ 2014–P3–Q2
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➢ Energia Cinética (Sistema de Partículas)

▪ A energia cinética de um sistema composto por 𝑁 partículas materiais P𝑖

de massa 𝑚𝑖 e velocidade Ԧ𝑣𝑖 , em relação a um referencial fixo (inercial) ℱ,

é definida por:

ℱ
(Referencial fixo)

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

𝐸 ≜ ෍

𝑖=1

𝑁

𝐸𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁
𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖

2
𝐸 =

1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖⇒ (1)

▪ Observações:

o A Eq. (1) é igualmente válida para sistemas de partículas e corpos rígidos, uma vez que nenhuma particularização

foi admitida em relação à rigidez do sistema.

o Para um sistema de partículas qualquer, é necessário conhecer os valores da massa e velocidade de cada

partícula para o cálculo de 𝐸.

o Para um sistema de partículas qualquer, não é possível determinar 𝐸 unicamente em função das propriedades do

centro de massa do sistema.
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➢ Energia Cinética (Corpo Rígido)

▪ Para o caso particular de corpo rígido, a velocidade de cada partícula

material P𝑖 do corpo pode ser expressa pela equação do campo de

velocidades (vínculo cinemático relacionado à rigidez do corpo):

ℱ Ԧ𝑣P𝑖
= ℱ Ԧ𝑣O + ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O

▪ Substituindo a expressão acima na Eq. 1:

O ∈ ℬ, ou uma extensão rígida do mesmo ( Ԧ𝑣P𝑖/O = 0)

𝐸 =
1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖
ℱ Ԧ𝑣P𝑖

⋅ ℱ Ԧ𝑣P𝑖
=

1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖
ℱ Ԧ𝑣O + ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O ⋅ ℱ Ԧ𝑣O + ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O

=
1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖
ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ Ԧ𝑣O + 2𝑚𝑖

ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O + 𝑚𝑖
ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O ⋅ ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O

ℱ

ℬ

ℱ𝝎ℬ

ℱ𝜶ℬ

𝑃𝑖

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

=
ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ Ԧ𝑣O

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 + ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ𝜔ℬ ∧ ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 P𝑖 − O +
1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖
ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O ⋅ ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O
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➢ Energia Cinética (Corpo Rígido)

= 𝑚 G − O

ℱ𝜔ℬ T
𝐈O

ℱ𝜔ℬ

Quando O𝑥𝑦𝑧 é solidário

a ℬ, a matriz de inércia

é constante.

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

▪ Os termos da expressão anterior podem ser simplificados, como segue:

ℱ𝜔ℬ = 𝜔𝑥
መi + 𝜔𝑦

መj + 𝜔𝑧
෠k

O𝑥𝑦𝑧 geralmente solidário a ℬ

P𝑖 − O = 𝑥𝑖
መi + 𝑦𝑖

መj + 𝑧𝑖
෠k

𝐸 =
ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ Ԧ𝑣O

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 + ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ𝜔ℬ ∧ ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 P𝑖 − O +
1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖
ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O ⋅ ℱ𝜔ℬ ∧ P𝑖 − O

(escalar)

▪ Finalmente:

𝐸 =
𝑚

2
ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ Ԧ𝑣O + 𝑚 ℱ Ԧ𝑣O ⋅ ℱ𝜔ℬ ∧ G − O +

1

2
ℱ𝜔ℬ T

𝐈O
ℱ𝜔ℬ

= 𝑚

Rotação pura em 

torno do polo O
Translação pura do 

polo O
Roto-translação de G
em torno do polo O

(2)
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➢ Energia Cinética (Corpo Rígido)

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

ℱ

ℬ

ℱ𝝎ℬ

ℱ𝜶ℬ

𝑃𝑖

𝐸 =
𝑚

2
ℱ Ԧ𝑣𝐺 ⋅ ℱ Ԧ𝑣𝐺 +

1

2
ℱ𝜔ℬ T

𝐈G
ℱ𝜔ℬ

Rotação pura em torno de GTranslação pura de G

(3)

▪ Observações:

o A Eq. (2) é válida apenas para corpos rígidos.

o O polo O deve pertencer ao corpo rígido, ou ser uma extensão rígida do mesmo

( Ԧ𝑣P𝑖/O = 0).

o O sistema de coordenadas O𝑥𝑦𝑧 é, em geral, solidário a ℬ, de forma que 𝐈O seja

constante no tempo.

o O valor da energia cinética independe do polo e do sistema de coordenadas

escolhidos para seu cálculo. A energia cinética é uma grandeza escalar.

o No caso particular de O = G:

o No caso particular de ℱ Ԧ𝑣O = 0: 𝐸 =
1

2
ℱ𝜔ℬ T

𝐈O
ℱ𝜔ℬ (4)
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➢ Energia Cinética (Corpo Rígido)

▪ Em problemas planos (plano 𝑥𝑦), a Eq. 2 é simplificada: ℬ

ℱ

(5)

ℱ𝝎ℬ = 𝜔෠k
𝐽𝑂𝑥𝑧 = 𝐽𝑂𝑦𝑧 = 0

ℱ𝒗𝑂 = 𝟎

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

𝐸 =
𝑚

2
ℱ𝒗𝑂 ⋅ ℱ𝒗𝑂 + 𝑚 ℱ𝒗𝑂 ⋅ ℱ𝝎ℬ ∧ 𝐺 − 𝑂 +

𝐽𝑂𝑧𝜔2

2

𝐸 =
𝑚

2
ℱ𝒗𝐺 ⋅ ℱ𝒗𝐺 +

𝐽𝐺𝑧𝜔2

2
𝐸 =

𝐽𝑂𝑧𝜔2

2

𝑂 = 𝐺
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ℱ

𝒟

▪ Disco de massa 𝑚 e raio 𝑟 acoplado a uma haste 𝐺𝑂 rola 

sem escorregar sobre uma superfície plana horizontal;

▪ A haste 𝐺𝑂 tem massa desprezível;

▪ Calcule a energia cinética do disco em função de 𝑚, 𝑟 e 𝛺, 

utilizando os polos 𝐺, 𝐶 e 𝑂.

▪ Dados:  𝐽𝐺𝑥 = 𝐽𝐺𝑦 =
𝑚𝑟2

4
e  𝐽𝐺𝑧 =

𝑚𝑟2

2

𝐽𝐺𝑥𝑦 = 𝐽𝐺𝑥𝑧 = 𝐽𝐺𝑦𝑧 = 0

𝑦

𝑥

𝑧

𝐺

𝜴

ℱ𝝎𝒟 = 𝛺 መi − 3෠k

ℱ𝒗𝐺 = −3𝛺𝑟መj

𝐼 𝐺𝑥𝑦𝑧 =
𝑚𝑟2

4

1 0 0
0 1 0
0 0 2

𝐼 𝐶𝑥𝑦𝑧 =
𝑚𝑟2

4

1 0 0
0 5 0
0 0 6

𝑬 =
𝟓𝟓𝒎𝒓𝟐𝜴𝟐

𝟖

Resposta

❑ Exercício 7



Prof. Francisco J. Profito  – fprofito@usp.br 07/06/2024 49

ℱ
(Referencial fixo)

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
෍

𝑖=1

𝑁

𝐸𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁
𝑑𝐸𝑖

𝑑𝑡
= ෍

𝑖=1

𝑁
𝑑

𝑑𝑡

𝑚𝑖

2
Ԧ𝑣𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁
𝑚𝑖

2

ℱ 𝑑

𝑑𝑡
Ԧ𝑣𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖

=
1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖

ℱ
𝑑 Ԧ𝑣𝑖

𝑑𝑡
⋅ Ԧ𝑣𝑖 + Ԧ𝑣𝑖 ⋅

ℱ
𝑑 Ԧ𝑣𝑖

𝑑𝑡
= ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖

ℱ
𝑑 Ԧ𝑣𝑖

𝑑𝑡
⋅ Ԧ𝑣𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 Ԧ𝑎𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖

𝑅𝑖 = 𝑅𝑖
ext + 𝑅𝑖

int (2ª Lei de Newton)

➢ Teorema da Energia Cinética

▪ Considerando a variação temporal da energia cinética de um sistema de 𝑁
partículas materiais P𝑖 (Eq. 1) em relação a um referencial fixo (inercial) ℱ, e

admitindo a massa de cada partícula constante, tem-se:

▪ Portanto:

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= ෍

𝑖=1

𝑁

𝑅𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑅𝑖
ext ⋅ Ԧ𝑣𝑖 + ෍

𝑖=1

𝑁

𝑅𝑖
int ⋅ Ԧ𝑣𝑖

= 𝑑𝑊ext = 𝑑𝑊int

⟹ 𝑑𝐸 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑅𝑖
ext ⋅ Ԧ𝑣𝑖 𝑑𝑡 + ෍

𝑖=1

𝑁

𝑅𝑖
int ⋅ Ԧ𝑣𝑖 𝑑𝑡 = 𝑑𝑊ext + 𝑑𝑊int
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ℱ
(Referencial fixo)

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

➢ Teorema da Energia Cinética

▪ Integrando a equação anterior no intervalo 𝑡1, 𝑡2 , obtém-se:

𝐸2 − 𝐸1 = 𝑊1→2

𝑊1→2 = 𝑊ext
1→2 + 𝑊int

1→2 (6)න
𝐸1

𝐸2

𝑑𝐸 = න
𝑡1

𝑡2

𝑑𝑊ext + න
𝑡1

𝑡2

𝑑𝑊ext  ⟹

▪ A Eq. (6) corresponde ao TEC para sistemas de partículas, inclusive corpos

rígidos, uma vez que nenhuma particularização foi admitida em relação à

rigidez do sistema.

▪ Note que o trabalho total realizado no sistema é composto pela soma do

trabalho das forças internas e externas atuantes no sistema.

𝑊ext
1→2 = 𝑊ext,c

1→2 + 𝑊ext,nc
1→2 = 𝑈ext

1 − 𝑈ext
2 + 𝑊ext, nc

1→2

▪ Admitindo que os esforços internos e externos podem ser conservativos e não-conservativos para o

cálculo do trabalho total, e considerando a definição de energia potencial, tem-se:

𝑊int
1→2 = 𝑊int,c

1→2 + 𝑊int, nc
1→2 = 𝑈int

1 − 𝑈int
2 + 𝑊int, nc

1→2
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ℱ
(Referencial fixo)

❑ Teorema da Energia Cinética (TEC)

➢ Teorema da Energia Cinética

▪ Portanto, substituindo as equações anteriores na Eq. 6, obtém-se:

ℰ2 − ℰ1 = 𝑊nc
1→2

ℰ = 𝐸 + 𝑈ext + 𝑈int

𝑊nc
1→2 = 𝑊ext, nc

1→2 + 𝑊int, nc
1→2

(7)

▪ No caso particular de corpos rígidos:

o A energia cinética deve ser calculada a partir da expressão geral (Eq. 2).

o A energia potencial gravitacional deve ser calculada a partir da posição do centro de massa do corpo.

o Devido à propriedade de rigidez do corpo, 𝑊int
1→2 = 0. Logo:

- Teorema da Energia Mecânica (TEM)

- ℰ : energia mecânica

𝐸2 − 𝐸1 = 𝑊ext
1→2 ℰ2 − ℰ1 = 𝑊ext, nc

1→2 , ℰ = 𝐸 + 𝑈extou (8)
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❑ Exercício 8 (P3–Q1–2002)
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❑ Exercício 8 (P3–Q1–2002)
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❑ Exercício 8 (P3–Q1–2002)
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❑ Exercício 8 (P3–Q1–2002)
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❑ Exemplos: forças que não realizam trabalho

𝑑𝑊 = 𝑭𝑃 ⋅ 𝑑𝒓𝑃 = 0

𝑃 = 𝑭𝑃 ⋅ 𝒗𝑃 = 0

𝑑𝒓𝑃 = 𝟎 (ou 𝒗𝑃 = 𝟎)

𝑭𝑃 ⊥ 𝑑𝒓𝑃 (ou 𝑭𝑃 ⊥ 𝒗𝑃)

▪ Forças normais e forças de

reação perpendiculares à

direção do movimento.

▪ Forças aplicadas em pontos

com velocidades nulas.
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❑ Exemplos: trabalho de um binário
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❑ Exercício 9 (P3–Q3–2004)
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❑ Exercício 9 (P3–Q3–2004)
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❑ Exercício 10 (P3–Q3–2014)
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❑ Exercício 10 (P3–Q3–2014)
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❑ Exercício (PSUB–Q3–2023)
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❑ Exercício (PSUB–Q3–2023)
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