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d Motivacao e Objetivos

» O estudo da dinamica consiste na analise do movimento de sistemas
(particulas, sistemas de particulas e corpos) no espaco sujeitos a
acao de esforcos (forcas e momentos).

» A andlise do movimento é realizada através da integracao dos
conceitos de Esforcos, Cinematica e Inércia.

» A combinacao dos conceitos de Esforcos, Cinemaética e Inércia da
origem a definicAo das seguintes Propriedades Dinamicas
fundamentais:

= Quantidade de Movimento (Q)

= Quantidade de Movimento Angular (H,)
» Energia Cinética (E)

= Trabalho (W) Robés utilizados na linha de montagem de automéveis (acima), e
braco de robd executando uma variedade de movimentos no

n Energia Potencial (U) espaco (abaixo). Em ambos os casos, o estudo da dinamica é
importante para o desenvolvimento de sistemas de controle para o
funcionamento adequado dos sistemas. Fonte [1].
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d Motivacao e Objetivos

» A associacdo entre Esforcos e Variacao Temporal das Propriedades

Dinamicas da origem aos seguintes Teoremas da Dinamica Vetorial: é v
» Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) S =
= Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) \\\\'\\\\\\\\\\\W“ :
= Teorema da Energia Cinética (TEC) F4h

> Neste curso, se dara énfase ao estudo da dinamica de corpos rigidos
baseada nos principios da Mecanica de Newton-Euler.

Suspensédo de um automovel. As molas e amortecedores
que compBem o sistema devem ser cuidadosamente

selecionados para proporcionar dirigibilidade. Fonte [1].
Arci Propriedades Dinamicas : "
Inercia > prieda < Cinemaética Bearings
(massa e matriz de inércia) (Q,Hy, E,W,U) /
Gimbals — 4 >
¥d \ . »
v dt
Sistema de Teoremas da Dinamica
Esforcos (TQM, TQMA, TEC)
- Equacdes d~e movimento B llustracdo de um giroscépio. Esse sistema é utilizado em
- Dete~rm|na(;ao das ace!era(;oes em sistemas de navegacéo inercial e em outros dispositivos
funcdo dos esforgos, e vice-versa. de controle direcional e estabilizacdo. Fonte [2].
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1 Sistema de Particu
e I

Particula J

i

AN
¢ (Referencial fixo)

= Dimensdes despreziveis em relacdo as
distancias percorridas;

= Nao possui estrutura interna definida (e.g.
estrutura molecular/atémica);

= Massa concentrada em um U(nico ponto cuja
localizagdo no espaco € dado pelo vetor
posicdo 7p(t);

= Nado possui rotagdo propria, logo apenas
movimento de translagéo € definido

= Inexisténcia de forgas internas;

= Leis de Newton foram definidas originalmente

as e Corpo Rigido

\__Ppara particulas. Y

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

Sistema de Particulas

7 F 34

‘;( (Referencial fixo)

Conjunto de particulas P; de massa m;;

Cinematica depende do movimento de cada
particula que compde o sistema;

O movimento global do sistema pode ser
representado utilizando o conceito de centro de
massa,;

Sistema como um todo pode rotacionar;

Forcas internas devido a interagdo entre as
particulas devem ser consideradas na analise

(geralmente se cancelam mutuamente). )

Corpo Rigido

A —Qa
v AR,
\’/ﬁ: i Me
'rXq )l( of )
]

»

{

v

Py

’o” ~
> F 3 A

A (Referencial fixo)

Conjunto de particulas rigidamente conectadas,
ou seja, as distancias entre as particulas que
compdéem o0 corpo hao variam com O
movimento.

Dimensfes fisicas nado variam quando
submetido a esforgos.
Possui rotagéo propria;

O movimento arbitrario de um corpo rigido
consiste na sobreposicdo de translagéo (3 GLs)
e rotacao (3 GLS).

/
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3. Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)
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d Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) +

» A quantidade de movimento linear de um sistema composto por N
particulas P; de massa m; e velocidade v; em relagdo a um
referencial fixo (inercial) F é definida por:

N N
Q=) Q=) m¥ (1)
i=1 i=1
» Derivando no tempo a expressao geral do centro de massa do
sistema, e admitindo a massa de cada particula constante tem-se:

F

N
m(G—O’)=Zmi(Pi—0’) 5 ;[m(G 0] = Izm(p 0"

—(G 0')—Zml Z(B-0) = m(vG—vOr)—Zml(vl vor)—Zmlvl vorim

N N
mﬁc—nﬁgr:Zmi?i—r/ryf/y = Zmi§i=m§(; e zmiai=mﬁ}; (2)
i=1 i=1 [
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d Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) e

» Substituindo a Eq. (2) na Eqg. (1), a expressao final da quantidade de
movimento linear de um sistema particulas € dada por:

N
=) m¥ = |@=mig| O
=1

l

> A expressao acima € igualmente valida para corpos rigidos, uma vez
gue ndo € necessaria a aplicacdo de nenhuma relacdo cinematica

para a determinacéo de Q em funcdo do centro de massa do sistema. “x ®eereneR

» Considerando a variacdo temporal da quantidade de movimento linear (Eq. 1) em relacao a um
referencial inercial, e admitindo a massa de cada particula constante, tem-se:

Resultante das forcas internas e
= mdg (Eq. 2) externas atuantes em cada particula P
T

_dt = E E Qi | = E dt = E E(mivi) = E m; dt = E m;a; = E R, =mag (4)
i=1 i=1 \ ) i=1 i=1 i=1

= ﬁi (22 Lei de Newton)

Somatdrio de todas as forgas, internas e externas, atuantes no sistema.
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 Teorema da Quantidade de Movimento (TQM)

» Separando as forgas internas e externas atuantes nas particulas, tem-se:

N

N N
(Re*t + Rint) = z R¢* + z RI™ = R,yy + Rine = mag
i=1 i=1 i=1

N
R;
=1
= R, resultante de todas as forcas atuantes no sistema devido a acdes
externas ao sistema,;

= R, resultante de todas as forcas atuantes no sistema devido as
interacdes entre as particulas do sistema.

(Referencial fixo)

X
» A partir do Principio da Acao-e-Reacédo (3% Lei de Newton), a R
resultante de todas as forcas internas atuantes nas particulas ,._';_! } ﬁ! 2~ Forcasinternas se
do sistema € nula (forcas internas se cancelam mutuamente). ) i Fai 4,, I cancelam mutuamente:
N f - FJZ.- .l —. —
£ RI™ + 0, mas
- oint _ o - — ( B = a !
Rye= ) RM=0 = |R,=md; | 5 . T N
i=1 < o n Rine = ) R =0
Aceleracéo do centro de massa em | - i=1
Resultante das

forcas externas relagéo a um referencial fixo (inercial) F
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d Teorema da Quantidade de Movimento (TQM) e

» Observacgoes:

= A Eqg. () é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos
rigidos, uma vez que nenhuma particularizacéo foi admitida em relacéo a
rigidez do sistema.

» Fisicamente, somente forcas externas ao sistema podem causar
variagdo no movimento de translagcao do centro de massa do sistema.

= No caso de R,, =0, 0 sistema permanece em repouso ou em
movimento retilineo uniforme (12 Lei de Newton). Se o0 sistema esta
inicialmente em repouso, a posi¢cédo do centro de massa do sistema nao
varia com o0 tempo, porem a posicdo de cada particula pode variar
internamente no interior do sistema.

(Referencial fixo)

X

= A distribuicdo de massa do sistema n&o influencia o movimento de
translacdo do mesmo.

= O TQM é geralmente utilizado para a determinacéo de esforcos reativos
em problemas de dindmica de corpos rigidos.
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 Exercicio 1 (cont.)
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 Distribuicao de Massa

» A distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Momento de Inércia

» Medida da distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de um eixo
especifico.

= Fisicamente, representa a medida da “resisténcia” de um sistema em ter seu
movimento de rotacdo em torno de um eixo alterado (inércia de rotacao).

= Por definicdo, 0 momento de inércia de um sistema (ou corpo) em relagdo a um eixo
Ou arbitrario € dado por:

N , - Grandeza escalar
Jou = Zmiri e Jou = frzpdV (1) - Unidade: kg.m?
t=1 ']Ou = 0
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 Distribuicao de Massa
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» A distribuicao de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Momento de Inércia

= Considerando um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz, 0s momentos de inércia
em relagcao aos eixos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

N
Jox = Zmi(yiz + le) nfoo Jox = ](yz + Zz)pdV
i=1

N
Joy = Zmi(xiz +2z7) > Joy= j(xz + z%)pdV
i=1

n—oo

n—>0o

N
Joz = Zmi(xiz +y?) = Joz= j(xz + y2)pdV
i1

(2)

Movimento no plano Oxy:
Joz = Jox +]Oy

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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 Distribuicao de Massa

» A distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Produto de Inércia

» Medida da distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em relacao a um plano
especifico.

= Por definicdo, o produto de inércia de um sistema (ou corpo) em relacdo a um plano
Ouv arbitrario definido pelos eixos Ou e Ov é dado por:

N - Grandeza escalar
Jouv = Z m;u;v; n?oo Jour = f(uv)PdV (3) - Unidade: kg.m?2
t=1 ']Ouv =0 ou ]Ouv <0

onde u; e v; sdo a coordenadas de cada particula P; no plano Ouv.
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 Distribuicao de Massa

» A distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos
especificos € importante para a descricdo do seu movimento de rotacao.

> Produto de Inércia

= Considerando um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz, os produtos de inércia
em relacdo aos planos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

N
Joxy = Zmixiyi n?oo Joxy = j(xy),DdV
i=1

N

Joxz = Z mixizi = Joxz = f(XZ)PdV (4)
i=1 - Movimento no plano Oxy: Jox; = Joyz =0
N - Produtos de inércia sao simétricos:

Joyz = Zmiyizi n?oo Joyz = j(yz)pdV Joxy =Joyx i Joxz =Jozx 7 Joyz = Jozy
i=1
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4 Exercicio 2 (P3—-Q1-2006)

1" Questao (3,0 pontos) O sistema mostrado na figura A
encontra-se no plano xy e € composto por quatro barras de y
comprimento a e densidade linear p. Pedem-se:

a) a massa do sistema e as coordenadas do seu baricentro;

b) o momento de inércia do sistema em relacdo ao eixo z;

¢) o produto de inércia do sistema em relag@o aos €ixos x € z;
d) o produto de inércia do sistema em relagdo aos eixos x €

Y.

Dado:
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4 Exercicio 2 (P3—-Q1-2006)

m=4ap 0,5
G=(0,0,0) 0.5
2 2 2 3 3 3
JZZZap(Za) o ap(a) ap 22,8 _2pa +pa3(l+£}:2pa +8pa
12 12 4 3 6 4 3 3
0,5
JZ:10p33 0,5
3
J_ =0 (figura no plano xy) | 0.5
a a
J._=<0+apl—a) - | +40+apla) ——
o={osanta) 3]} forantaf -2 )
_ 3
JXY——pa 0,5
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A Exercicio 3 (P3—Q1-2015)

Questao 1 (2,5 pontos): Duas barras esbeltas e homogéneas 4B e BO, cada uma com massa m e comprimento
L, estdo soldadas fazendo uma pec¢a em forma de “L”, conforme

]

5 o Y mostrado na figura. Pedem-se:
a) calcule o momento de inércia Jz e o produto de inércia Jzy
dessa peca:
L oL a D- , b)calcule o momento de inércia Jz’ dessa peca, em relagio ao

eixo z ' paralelo a = e que passa pelo ponto D.
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A Exercicio 3 (P3—Q1-2015)

a)

Momento de inércia:

Barra AB: distancia do centro de massa até =: % Barra BC: distancia do centro de massa até - : %
mL? ¢ me? mL? 2  mL?
Japs =T +m(5) =77 Jace =T+ m(3) =5
. 2mlL?
Assim:ff, = J g, + Jpc, = —— (0,5 ponto)

Produto de inércia:

Barra AB: coordenadas do centro de massa : (0; L/2; b) Barra BC: coordenadas do centro de massa : (L/2; 0; b)
B L mbL Joczy =0+m-b-0=0

Japzy = (}+mib2 ==

. bL
Assim: ]z), =] aBzy T ]BCzy = mT (1,0 ponto)
b)

2 . A . r .
Barra AB: distincia do centro de massa até =’ ’az + (’2;) Barra BO: distancia do centro de massa até =*: (a — L/2)
ml? L2 12 _mb ( L)z— L e
Japn =—5+tm a2+(—) =m|—5+ a? Jpew =gz Fmla—z) =m|z+a -
12 2 3

. 212 2

Assim: |, = Japy + Jges =M (T+ 2a° — aL) (1,0 ponto)
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Particulas)

= A quantidade de movimento angular com respeito a um polo O arbitrario
de um sistema composto por N particulas materiais P; de massa m; e
velocidade v;, em relacdo a um referencial fixo (inercial) F, é definida por:

N
l =1

N N
ﬁoé ﬁio =Z(Pi—0)/\6i = ﬁo =Zml(Pl—0)/\‘l_7)l (l)
=1 ] i=1

l

» Observagoes:

(Referencial fixo)

X
o AEgq. (1) é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos rigidos, uma vez que nenhuma particularizacéo
foi admitida em relacéo a rigidez do sistema.

o Para um sistema de particulas qualquer, é necessario conhecer os valores da massa, posicao e velocidade de cada
particula para o calculo de H,,.

o Para um sistema de particulas qualquer, ndo € possivel determinar H, em funcéo das propriedades do centro de
massa do sistema.
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= Para o caso particular de corpo rigido, a velocidade de cada ponto
material P; do corpo pode ser expressa pela equacdo do campo de
velocidades (vinculo cinematico relacionado a rigidez do corpo):

?T;pi = "D, + Tw® A(P,—0) 0 € B, ouuma extensdo rigida do mesmo Bp,j0 = 0)
= Substituindo a expresséo acima na Eq. 1:

—

N N
H, = Zmi(Pi —0)AY; = zmi(Pi —0) A [Ty + T&” A (P —0)] P«
i=1 i=1

/}é (Referencial fixo)

N N
Zmi(Pi—O) A T1_7’0+Zmi(Pi—0)/\[TZiB /\(Pi—O)]
i=1 i=1

\ / \ Y }
=m(G — 0) Ta? = o d+ wyj + ok
(P, — 0) = xji + v + zk [I]OXJ’Z{ i }

Oxyz geralmente solidario a B

Quando Oxyz é solidario a B, a
matriz de inércia é constante.
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= Finalmente, a expressao da quantidade de movimento angular de um
corpo rigido com respeito a um polo 0 € B (ou uma extensao rigida do
mesmo), € dada por:

H)0 =m(G —0) A ?7_7)0 + [I]Oxyz{ TZ’)B} (2)

» Observagoes:

o AEQq. (2) évalida apenas para corpos rigidos.

o O polo O deve pertencer ao corpo rigido, ou ser uma extensdo rigida do
mesmo (Bp. o = 0).
i/ /}'f\ j:(Ref

erencial fixo)

o O sistema de coordenadas Oxyz €, em geral, solidario a B, de forma que
[I10xy- S€ja constante no tempo.

o Nos casos particulares de 0 = G elou *v, = 0:

ﬁo — [I] Oxyz{ TE)B } (3)
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido)

= Em problemas planos (plano Oxy), a Eq. 2 é simplificada:

. . = HO = m(G — 0) N Vo + (IOZw)k (4)
]Oxz —]Oyz =0
0 = G elou
TBO =(_))

Hy = (Jo,w)k | (5
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d Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQI\/IA)

» Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Particulas)

Considerando a variacdo temporal da quantidade de movimento angular (Eq. 1)

em relacdo a um referencial fixo (inercial) F, e admitindo a massa de cada
particula constante, tem-se:

F — F N N [F — N

dHy d~- dHl-0> 4

= @i 2o Z( 72) = 21 @li- o ama
i=1 i=1 =1

(Referencial fixo)

X

F
(P; = 0) A ( )]
" &

L+ Ri"t (22 Lei de Newton)

| + Z[(P —0) A R‘"t] = IZ(m B | ATy + MGE + MT

) U=

Y )
Tpext Frint Y
= ng = Mb” _

N
_Z (@~ By) AB] + [(p 0) A REx

L

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br
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» Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Sistema de Particulas)

= A partir do Principio da Acdo-e-Reacdo (32 Lei de Newton), o momento
resultante de todas as forcas internas atuantes nas particulas do sistema

com respeito ao polo O é nulo (momentos das forcas internas se cancelam
mutuamente). Portanto:

F
dH — - =
—= = m(@; AVo) + Mg | ©)

(Referencial fixo)

X

= Eg. (6) é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos rigidos, uma vez que nenhuma
particularizacao foi admitida em relacéo a rigidez do sistema.
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido)

= Para o caso particular de corpo rigido, a variacdo temporal da quantidade de

movimento angular (Eqg. 2) em relacdo a um referencial fixo (inercial) F € dada por:

F o
dH, %d - @
- = a[m(G—O)/\ TVO"'[I]Oxyz{T“’B}]

dt

= Portanto:

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br

F

=m %(G—O)/\Tt_io+m(6—0)/\ i(?1_’)0)4' a([l]Oxyz{TE’)B})

— e e d w
= m(?vG —%) ATy +m(G—-0) A Td, + a([l]Oxyz{T“’B }

F Td

dt

F

F~B

T |

e X
>a -~ Ei;{?. -1
/}é j:(Referencial fixo)

F -
dH,

dt

= m(T‘l_;G N :F‘l_jo) + m(G — 0) N\ ?ao +

‘T'

d
a ([1 ]Oxyz{ Tw” })

(7)
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= |gualando as Eq. 6 e 7, obtém-se a expresséo final do TQMA para corpos rigidos:

:F‘
M%t =m(G — 0) A Fd, + %([I]O,Cyz{%ﬂB D1 ®

» Observagoes:
o AEQq. (8) évalida apenas para corpos rigidos.

o O polo O deve pertencer ao corpo rigido, ou ser uma extensdo rigida do
mesmo (Vp, ;o = 0).

o O sistema de coordenadas Oxyz €, em geral, solidario a B, de forma que /}é I(Referenciau fixo)
[I10xyz S€ja constante no tempo.

o Nos casos particulares de 0 = G efou Fd, = 0:

:]:'
_, d _
M&t = %([l]om{%ﬂ}) (9)
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

> Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido) T&?

= Admitindo que as grandezas vetoriais sd0 expressas no sistema de
coordenadas solidario a B, e aplicando o Teorema de Transporte da
Cinematica Vetorial ao segundo termos do lado direito da Eq. 8, tem-se:

F B
d d
F—B F—B F——B F——B
a [I]Oxyz{ () }) = a([I]Oxyz{ (/) D + W A ([I]Oxyz{ W })
\ )

Y
= ([I1oxy, @"), pois Oxyz é solidario ao corpo
e, portanto, [I]y.y, € constante.

= Neste caso:

Mgt = m(G — 0) A 7:(_1)0' + [oxy: 7-"&’25" + }TE;B A ((oxy-{"@” }) (10)

\

Y Y Y
Termo associado a Termo associado Momento Giroscopio
aceleracao do polo a aceleragéo (“momento das forgas de inércia”)

angular do corpo
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1 Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

» Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Corpo Rigido)

= Em problemas planos (plano Oxy), a Eq. 10 é simplificada:

T@® = wk agext F— »

FaB — ok = MG" =m(G - 0)A "ap + (Jo,a)k | (11)
Joxz =]0yz =0 /

& = 0O =G elou

k=0 e

a0=0

Mt = (Jo,a)k | (12)
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A Exercicio 5 (P3—0Q3-2012)

3 Questio (3.5 pontos):No sistema mostrado na figura, o disco de massa m e raio R esta articulado no ponto A a barra
AB, de massa m e comprimento L. Num dado instante, o disco, inicialmente em repouso, ¢ submetido a um binario

M = Mk . Para o instante da aplicagdo de M , pede-se:
g \ a) Os diagramas de corpo livre do disco e da barra
A

b) A acelera¢io do ponto A em func¢io da aceleracio @ do disco

c) A aceleragdo angular Q da barra (sugestdo: utilize o polo A)

DONNNMNT NN G

G -
d) A aceleracdo angular @ do disco e as reagdes vinculares no ponto A
2 2
B mR mL
Dados: para o disco JZO = 5 e para a barra J e = ?
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1 Exercicio 5 (P3—-Q3-2012) " o [
Y s
Xo_ g ) <Xa —4

B

mg

(b) Relagao cinematica para o disco no instante pedido
d,=dy+@n(A-0)+an[@n(4-0))
Como d,=0 e @=0,

(c) Teorema do momento angular para a barra, polo A

%({;,;,E}[IA]{Q})M(G—A)AEA =M,

Como M,=0 e m(G-4)ra, :—m%jA(ij:ﬁ,tem-se J:JQ:O:>

(d) [1.0) JRelacio cinemética para a barra a, =a,=@R j
Teorema do movimento do baricentro para a barra

][EFx=man =0

SF =ma, =Y, ~-mg=maR (I)e
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A Exercicio 6 (P3—Q3-2015)

Questao 3 (4,0 pontos): O disco homogéneo de centro 4, massa 2m e raio R esta ligado por uma articulacao
1deal (em A4) a barra homogénea AB, que possui massa m ¢ comprimento 2L. O disco rola sem escorregar
sobre o plano horizontal, e deseja-se aplicar a este disco um bindrio M, como indicado na figura, de modo
que o angulo a, entre a direcdo da barra e a horizontal, permaneca constante. Pedem-se, em fun¢do dos dados
do problema (m, R, L, a ¢ g):

|o

a) construa os diagramas de corpo livre da barra e do disco;

b) considerando a barra, determine a aceleragdo do ponto A4 necessaria

n para que o angulo o permaneca constante;
¥ a 4 c¢) obtenha as componentes das forcas atuantes no ponto 4 da barra AB;
. d) determine a aceleragao angular do disco;
. j X ) obltenha as forgas reativas no ponto C do disco em contato com o
solo;

T . _ R _ _
f) determine o binario M a ser aplicado ao disco.
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a) (1 ponto no total sendo 0,5 pontos cada diagrama
completamente correto)

b) (1 ponto (resposta correta)/0,5 pontos (somente
equacio do TQMA)

Barra AB, TQMA para o polo A (em movimento de
translacdo):

m(D — A) Ady + ], 0k = M5
mL(cosal+sinaj) Aasi+ 0=—mgjA (D —A)
mL(cosai+ sinaj) Aa,i=—mgjAL(cosal+sinaj)
—mLa,sinak = —mgjL cosak

- g - -
= A, = L= cotgat
A tan a g g

c) (0,5 pontos 2 respostas /0,3 pontos 1 resposta) TR para a barra AB:
md; = md, = mgcotgal = —X,1+ (=Y, —mg)j =

X, = —mgcotg a - S = -
=>{ Y, = —mg =>X,=mgcotgait e Y,=-mgj

d) (0,5 pontos) Temos, para o disco rolando sem escorregar:
Ba=Pc+BA(A—C)=0+wkAR)) =—wRi

5 CD? o s 9 g — g 7
= = - = = — =—-= =—-%

i ORT=> w Riana R cotg a e @ R cotgak

e) (0,5 pontos 2 respostas /0,3 pontos 1 resposta) TR para o disco:
2mdg = 2mdy = 2mg cotg ai = (Xq+ Xc)i+ (Yo + Yy —2mg)j =
2mg cotg al = (—mg cotg a + Xc)i + (Yc —mg — 2mg)j =

X, = 3mg cotg ai

=

?r = 3mgJ
1) (0,5 pontos) TQMA para o disco, polo A:
: : : 2mR?
Electric Self-Balancing Unicycle Ja@ =M = XcR =M =46+ XcR = %cotg @ + 3mg cotg a R = 4mgR cotg a

M= —4mgR cotg a k

Prof. Francisco J. Profito — fprofito@usp.br 07/06/2024



: (.
)\ EscoLa PVIE—

/ DA USP Departamento de Engenharia Mecanica

D EX e r C IIC I O 6 (P3_O 3_20 1 5) Teorema do momento angular para o disco, polo O

%({f,f,’;lfo]{w}ﬁm((?—o)f\&O =M, =J o=M-YR

= 2M —-2meR -
Substituindo ¥, obtido na Equagéo (I) e o valor de J__, tem-se a)=37};zgk
R
2M
Substituindo na Equacdo (I), tem-se |¥, = % + E

Alternativa de solugdo do item ¢

Teorema do momento angular para a barra, polo G

%({?,},EIIG]{Q})M(G—G)AaG=MG :JZDQ=—XSL (IT)

i, +QAG—-A)+D A0 (G- 4)

Relagdo cinematica para a barra d

como Q =0, tem-se a, = (E)R}'—Tz‘
Teorema do movimento do baricentro para a barra

X, =m% (III)
Y, —mg=maR

das Equacdes (II) e (III), tem-se
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d 2014-P3-Q2

Questao 2 (3,5 pontos): O anel de secdo retangular e massa m y y
pode deslizar sem atrito sobre a guia horizontal AB. A barra y T
homogénea OC, de comprimento L e massa m ¢ articulada sem
atrito ao anel por meio de um pino horizontal em O. E aplicada ao
anel uma forga F horizontal. Sabendo que o sistema parte do 5
repouso, com a barra pendente na vertical, pede-se determinar: J mL

I
i

a) o diagrama de corpo livre para a barra;

b) para o instante inicial, a aceleracdo angular da barra, a
aceleracdo do anel e a reagdo da articulacdo sobre a barra em O.
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d 2014-P3-Q2

Substituindo nas equacdes do teorema do movimento do baricentro da barra e do anel:
( L ] mL .
Barra: m| ag, + &)5 =

6
Anel: ma,, = F—{—gé))

6
Portanto:
Solucio “ CU F ZmL._ L SmL . r . 6F
a) Diagramas de corpo livre: b) Teorema do movimento do baricentro: e wsTmes = o= =e=mo
N Anel:
1 mao, = F —H Também resulta que H:—%[— 561:1]: gL
n
H‘ F mag, =N -V -mg=0
N o " Barra: Substituindo na equacéo do teorema do movimento do baricentro do anel na dire¢ido horizontal:
ymg mag, = H
A J —
14 mag, =V —mg man:F_ij (}Ozgf
VA 5 S5m
Teorema do momento da quantidade de movimento para a barra: .
o H I 12 I I Dos resultados anteriores:
Jegwo=—H— = M o=—H==>g="""4
- 2 12 2 6 S B
R=Hi+Vj=|R=—i+mgj
G 5

Da cinematica, no instante inicial, quando @ = 0:
m B B
g aG:ao+aA(G—o)+5;A[@A(G_o)]:“OxiHD%I-

Ou seja, no instante inicial ag, =0=V =mg
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Conteudo

6. Teorema da Energia Cinética (TEC)
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Sistema de Particulas)

= A energia cinética de um sistema composto por N particulas materiais P,

de massa m; e velocidade v7;, em relacdo a um referencial fixo (inercial) F,
é definida por:

N N (- 1 N L
éZ Z = Ezfizl:mi(vi'vi) (1)

~ X
» Observacgges:

(Referencial fixo)
o A Eg. (1) é igualmente valida para sistemas de particulas e corpos rigidos, uma vez que nenhuma particularizacéo
foi admitida em relacao a rigidez do sistema.

o Para um sistema de particulas qualquer, € necesséario conhecer os valores da massa e velocidade de cada
particula para o calculo de E.

o Para um sistema de particulas qualquer, ndo € possivel determinar E unicamente em funcdo das propriedades do
centro de massa do sistema.
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Corpo Rigido)

= Para o caso particular de corpo rigido, a velocidade de cada particula
material P, do corpo pode ser expressa pela equacdo do campo de
velocidades (vinculo cinematico relacionado a rigidez do corpo):

Tﬁpi = "9+ T@® A (P, - 0) 0 € B, ou uma extensao rigida do mesmo (Up, /0 = 0)

= Substituindo a expresséo acima na Eq. 1: ?

i1=

N
1 1
E= EZmi(Tﬁpi Top,) =5 ) mi{[ "o+ T&® AR~ 0)] - [0 + T&" A (R~ O)]) 4
i=1 i=
1 N
= Ez{ml ?1_7)0 . :F]_))O + ZmiTﬁO . [?53 A (Pl — O)] _I_mi[?aB A (Pl _ O)] ) [:FaB A (Pl _ O)]}
i=1

Fo Fo. N N N

Vo: 'V 1

= =0 o+ T | TER A ) miB = 0)| 45 ) ([ 7@ AR - O] [7&” A (R - O]}
i=1 i=1 i=1
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Corpo Rigido)

» Os termos da expressao anterior podem ser simplificados, como segue:

2 a B, a matriz de inércia

\ ) \ ) A
\_Y_/ Y Y é constante.

7o F, N N N
Vo UV 1 z P
F=—2 0 2 :mi + F5g - | F@B A 2 :mi(Pi o)+ = E :{ml_[}"aB A —0)]-[F@® A (P — 0)]) Quando Oxyz é solidario
i=1 i=1 i=1

=m =m(G-0) Fw® =wx?+wyj+wZR -
F =B F =B
(P; — 0) = x;i + yij + zk { @ } [IO]{ @ }
Oxyz geralmente solidario a B (escalar)
= Finalmente:
E_m(j-"e *50) F3 [FZE A (G -0 1oy g T [ FB 2)
=—("Yo" "o +m v | W /\(—)+§ w | [Igli” @
AN Y J \ Y J \ Y J
Translacao pura do Roto-translacéo de G Rotacao pura em
polo O em torno do polo O torno do polo O
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Energia Cinética (Corpo Rigido)

= Observagoes:
o AEQq. (2) évalida apenas para corpos rigidos.
o O polo O deve pertencer ao corpo rigido, ou ser uma extensao rigida do mesmo
(77Pi/o = 6)-

o O sistema de coordenadas Oxyz €, em geral, solidario a B, de forma que [I,] seja
constante no tempo.

o O valor da energia cinética independe do polo e do sistema de coordenadas
escolhidos para seu calculo. A energia cinética € uma grandeza escalar.

o No caso particular de O = G:

E=2(% %50) +2 073 WI(*F) | @

\
Y Y
Translacdo purade G Rotacéo pura em torno de G

o No caso particular de ¥,

| E= 2 )| @
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)
» Energia Cinética (Corpo Rigido)

= Em problemas planos (plano xy), a Eq. 2 é simplificada:

2
m — — — — w
Ezi(fpvo- "50) +m7 v, - [T@® A(G—O)]+IOZ2
0=G 5,=0
m w? w?
E=—("v jrga)+]GZ2 E =]"Z2

(5)

—

TWL = CR
®

o-“}'.'
N

Fo? = wk

Joxz =]OyZ =0
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1 Exercicio 7

» Disco de massa m e raio r acoplado a uma haste GO rola
sem escorregar sobre uma superficie plana horizontal;

» A haste GO tem massa desprezivel,

» Calcule a energia cinética do disco em funcao de m, r e 12,
utilizando os polos G, C e 0.

_ mr? mr?
* Dados: Jox =Joy =—— € Joz =~

]ny = Jexz =]Gyz =0

Resposta
T er 1 0 O F=D _ ? ok
[I]nyZ:T[0 1 0 ® (i — 3k)
0 0 2 - A
vG=—3.QT'j
mrz[l 0 0] _55mr2.(22
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Teorema da Energia Cinética

= Considerando a variacdo temporal da energia cinética de um sistema de N
particulas materiais P; (Eq. 1) em relacdo a um referencial fixo (inercial) F, e
admitindo a massa de cada particula constante, tem-se:

N N N
o 2= ) = 2w (e )| -
dt ~ dt Ll dt _,1dt 2 VitV =
i=

i=1 i=1 i=1
1 N Td" Td-> N dee N
l - l l - N N
=—>)m — vtV — | = m;| —— = ) (ma;) - v
S RITRE B S
=1 =1 =1
R; = R* + Rint (22 Lei de Newton)
. Portanto:
= dWext A:dVVint
N N N Y VOON \
D NRow =Y Retg Y RN, = dE= (Rex- 5)dt + Y (RI"t. 5,)dt = AWy + dW;
dt - l 1 l l l l l l l l ext int
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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» Teorema da Energia Cinética

Integrando a equacao anterior no intervalo [t,, t,], obtém-se:

E; t2 ta E, —E; = wi-2

E ty ty w2 = wiz? + wi>?

nt

= A EQ. (6) corresponde ao TEC para sistemas de particulas, inclusive corpos
rigidos, uma vez que nenhuma particularizacdo foi admitida em relacdo a

rigidez do sistema.

Departamento de Engenharia Mecanica

(6)

(Referencial fixo)

= Note que o trabalho total realizado no sistema € composto pela soma do

trabalho das forcas internas e externas atuantes no sistema.

= Admitindo que os esforgos internos e externos podem ser conservativos e ndo-conservativos para o
calculo do trabalho total, e considerando a definicao de energia potencial, tem-se:

1-2 _ 1-2 1-2 __ 1 2 1-2
Wext — Wext,c + Wext,nc — Uext - Uext + Wext, nc

1-2 __ 1-2 1-2 __ 1 2 1-2
VVint — Yint,c + VVint, nc — Uint - Uint + VVint, nc
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d Teorema da Energia Cinética (TEC)

» Teorema da Energia Cinética

= Portanto, substituindo as equac¢des anteriores na Eq. 6, obtém-se:

E,— & = Vanc_)2
E=E + Up + Ui (7) - Teorema da Energia Mecanica (TEM)

152 _ 1arl—=2 12 - £ : energia mecanica
Wl’lC — Wext, nc + VVint, nc

£
-

(Referencial fixo)

= No caso particular de corpos rigidos:
o A energia cinética deve ser calculada a partir da expressao geral (Eg. 2).
o Aenergia potencial gravitacional deve ser calculada a partir da posi¢cdo do centro de massa do corpo.

o Devido a propriedade de rigidez do corpo, Wil;? = 0. Logo:

E, —E, = I/Velx_t)2 ou Er— &1 = elec),znc» € =FE + Uext (8)
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4 Exercicio 8 (P3—-Q1-2002)

(5,0 pontos) Questido 2 — Um so6lido ¢ composto por uma barra 4B, homogénea, de comprimento L e massa 3M e
dois pontos materiais de massa M cada um, rigidamente fixados nas extremidades 4 e B da barra. O sélido ¢ articu-
lado sem atrito em 4. Pede-se:

a) O momento de inércia do solido em relagdo ao eixo paralelo

a0 versor k e que passa pelo ponto 4.

b) A velocidade angular do so6lido, em fungdo de 6. Sabe-se
que ele ¢ liberado em 6 = 30° , partindo do repouso. Use o Teo-
rema da Energia Cinética

c) O diagrama de corpo livre do sélido na posi¢do inicial,
0=30° logo depois de liberado.

d) A aceleragdo angular do sélido, para 6 = 30° , logo depois
de liberado. Use o Teorema do Momento Angular.

e) As reacOes da articulacdo 4 no sélido neste instante.

2
ml . :
Jg. = TS (para uma barra homogénea de massa m e comprimento /)
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Q Exercicio 8 (P3-Q1-2002) oo

2 2 2 2 2 2 7 2
3’ L ML 3MIL ML +9MI? +12ML°  24ML’
T _ M) +(3M{EJ +M0* + ML = + + ML = =

- . 12 . Powos materiais 12 4 12 12
barra
J . =2ML’
Item (b)
Energia cinética:
E= Jp60° ML 6% = ML*6’
2

Trabalho da forga peso:

W= SMg[g(coﬂl]" - casﬁ]] = 5Mg{£{£ —cosf ]]

2
Teorema da energia cinética (o solido parte do repouso):

E-Ey=W=E-0=W

MI%§* = SMg{g[é —cost ]]

g2 - Sg(ﬁ—zcosﬁ‘
B 4L

b6 ’Sgiﬁ—zcosﬁi
B ar
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4 Exercicio 8 (P3—-Q1-2002)

Item (c)
Pela simetria, o bancentro do solido esta no centro da barra, e pelo emunciado, a massa do solido & SM

Item (d)
Teorema do Momento Angular:
i L 7. 5 T
Jyoo=15 Z e 2Mr ="Ml > a="=
= (ME{J  Mel =
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4 Exercicio 8 (P3—-Q1-2002) uwe .

(SMig =X, +(-¥, +5Mg); @
Pela cinematica:
Ge=a,+on(G-A)+anlon(G-4)

Como @ e no sentido horano, i = ;—if . e considerando que o ponto A4 & fixo e que logo apos a liberacio da barra

temos @ =10

do =LAl L7 L5
8L 4 4

~ _Eﬁgf 3g -

= =
9c="3 T3y’

. 5SM5\3g. 5MSg -
[SM]"G =7 1+ 2 J

30kic = 2 ag + B e @

Comparando (I) e (II):
2543 Me
32

25 135
“TyMg=7 Mg =Y = Mg

X, =

I LN E T
¥, =22 Mo
(=3, Mg
P, =220

) 32
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d Exemplos: forcas que nao realizam trabalho

dW=de7‘>p=0

@'\D?Scﬁ Cscmugos RO pake (%‘L&ﬁmﬂh Tw%)
LY A
wl = ?; - _}J\mq Edm =~ W= -)Lkwa(_ﬂz-ml

P=F>p-§p=0

= WLQ, dsyirh
R — _ — "I’*g.;—PN& =~ ’t :-C;*“’le'g't\ﬁ'
drp =0 (Ou Vp = O) CEIE: GEK':';

FP 1 dFP (Ou FP 1 ﬁp)

@’Diﬂt% RASUEIYN evcgon (ot 1”“&)

= [Forgcas normais e forcas de re

1',:'1' .2 .
reacdo perpendiculares a \ = J@E"@ij it =9 - [w=o
direcdo do movimento. . (CIr)

1
= [Forcas aplicadas em pontos
com velocidades nulas.
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d Exemplos: trabalho de um binario

o QQ\I\ v O .}\"\\‘&(WQV oo /«g(«v\‘\- NL O o(;ao L Usan ‘(1 ok 70 .
M “;}: ( :E:: ',S —-l._.t:'\l\lv\ﬂ'\: OWQ“&A&& Ll nall
p %{‘7—'“77@() 777 1'&\ S i:i :_F& P‘/EC“\'(J’M. «.&xg—) ’l’\h Lo P
Ta 1 " ”L;“ L_ “'\ M = 2nf S an;n .

Momento resultante devido
ao binario de forcas.

= O‘*Q“*Q’W&% o }DQQRQ éb\ Huson Gwcw v Quow~ s MW\/\L Liwdnin—

W = S%A'&Mf G 9 ; iﬁttﬁi '1“‘&;(/.:,_/_’(;“&9

Oz ‘62, , —
W = anne ¢ \0de = 2Fn(02-07) = MAD . [W=M. /A‘%]l}

; M AD
), Q)
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4 Exercicio 9 (P3—0Q3-2004)

3* Questao (3,5 pontos)

O carretel de massa m e raios R ¢ r rola sem
escorregar sobre um plano horizontal, sob a acao
de um binario de momento M, constante. Um fio
ideal, preso em uma mola linear ideal de
constante K, ¢ enrolado no carretel conforme a
figura. Nao existe escorregamento entre o fio € o
carretel. No instante inicial 7=0, quando
0(0) =0, o carretel esta em repouso € a mola nao

esta distendida. Pede-se:

(a) a energia cinética do carretel, expressa em fungdo da velocidade angularw =6 ;
(b) o trabalho das forgas e momento externos, aplicados ao carretel, expresso em funcdo da posi¢ao
angular 6 ;
(c¢) a aceleracdo angular @ do carretel, expressa em fun¢do da posi¢do angular 6 ;
(d) a aceleragdo do baricentro a., expressa em funcio da posi¢do angular 6.
Dado: Momento de inércia baricéntrico do carretel: J ..
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4 Exercicio 9 (P3—0Q3-2004)

3% Questic
(35 peules)

FDRQCF“@ AL ewo !\
o wio Quscoaken qunuo(o € evvo

alglones Sim Ple_s;

e disC&ML’-KQUaucio:
S vl o —ewo  comeaitucl \
PR — dimeusges incowpakies., © TeEc  AE=W . y/*
h - - T LRy @
- ~ A . .
() E=3 wm0~4d T w @{1/@ Te= et mard 2 (Termr) @t = Ne - 52 €2 W=¢
Goe) ] I doevands wio bo-o-wiebeo:
E= 73 (3c+ wrt) (,ULL Ul esconcgown e nVomge  wiewnbo-a :
0= MHw- X(Ree)e.w
Oe= F (Trwmr) W
(R
Uiﬁ W = W e Y et dotleze do wele: G- Bz pove e\ o
' 2
(t pask) 8= x+eR =~(R+r)e Jo +w
\”M = *HQ (4/1) U - ) R
e F= K& =y(Rrdg o )\’) Ce= v Qe = P
wde - _ e - _ oy A pox
W f\{ (RerY ede _l’?\__d (42) o - & B’“ \A(Qrﬂ?'e] )
Webs - K% He ={ W He - K‘L—p“l)ze Jo+mr2
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Questdo 3 (3,5 pontos): O disco de raio R e massa m,, rola
sem escorregar num plano horizontal, partindo do repouso em

M 0 @ =0", quando um bindrio de momento M ¢ aplicado. Um
J g s Y cabo ideal une o centro do disco G ao bloco B, por meio de
. uma polia de inércia desprezivel. O bloco B de massa my

k - | G ________ escorrega sobre o plano com inclinacdo « e coeficiente de
@ R atrito [
S a) Determine o momento de inércia do disco J.. em relagdo
| , ao eixo perpendicular ao plano da figura (diregado k) que passa
) Jg, = ”’*'DZR pelo ponto C de contato com o solo.

b) Usando J., determine a energia cinctica do sistema em

funcdo da velocidade angular @ do disco.

¢) Determine o vetor de rotagdo @ do disco em fun¢io de 6.
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1 Exercicio 10 (P3—Q3—-2014) ] reora oseiospcueios

n,R* 2 3mp,R*

7
Jo.=Jp +mpR> =—2= 4+ m_R
Cz cz D 5 D 5

b) O sistema parte do repouso = E, =0, C é o CIR do disco, e observa-se que a velocidade do bloco é igual, em
modulo, a velocidade do centro de massa do disco:

I 5> 1 2 1 > 13mpR*
E=—mvi+=—J. 0 =>E=—myo+——"2"w
27 F T 2TE 272677 )

Aplicando a expressdo do campo de velocidades: v, =V, + @A (G—-C)=> v, =aR

3mDR2 o

4 = E(QJ)Z%(ZHIB+3HID)R2&J2

Entdo: E = %mg(mR)2 +

c) O trabalho das forcas externas: a forca de atrito £, , a forca peso do bloco e
o binario de momento M realizam trabalho:

W' = M6 —-mgg6Rsencr—F,,6R
Como ha escorregamento: F,, = uN = timzg coSc

W = MO —myg(sena + ucosa )R

Portanto, aplicando o TEC:
%(2»33 + 3HID]R2(02 :Mﬁ—mBg(sena+,ucosa}6'R =

e 4[M - mBg(sena‘+,ucos a]R] (7 i
(ZmB +3myp )R2
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4 Exercicio (PSUB-0Q3-2023)

Questao 3 (3,5 pontos). Na figura, no eixo vertical ABC ha uma articulacdo em A e um anel WANLS
em C. Soldadas nesse eixo, ha uma placa homogénea, de massa m e lado 24, e uma barra, de _
comprimento a com uma massa m fixa em D, conforme mostrado na figura. O conjunto eixo,

placa e barra esta no plano Byz e o sistema de coordenadas (B, x, y, z) gira solidariamente ao o i
conjunto com rota¢ao » constante dada. O eixo e a barra tém massas despreziveis. Pede-se: £ l 4 D
(a) (0,5) faca o diagrama de corpo livre (DCL) do conjunto; m
(b) (1,0) obtenha a expressao da quantidade de movimento angular do conjunto, em relacao “ ;/O D
ao polo B, em fungéo da sua rotagao w; & g
(c) (0,5) obtenha 0s momentos e produtos de inércia do conjunto, envolvidos na expressao }; ‘
do item (b); 25
(d) (1,5) obtenha as reacoes em A e C, em funcao de w. \
2a =
Formulario da prova: momentos de inércia de sdlidos homogéneos
Barra homogénea (massa m, comprimento ¢): 4 Y Placa retangular homogénea 4
¥ P (massa m, lados a, b): 77T
G Joy =Jc = Lo |0 A 1 1 .
! =z o 12 X e = Embz Jo, = ﬁm(a2+b2)
| f | —f
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4 Exercicio (PSUB-0Q3-2023)
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Resolucao:
(a) DCL ao lado (0,5):

(0]
(b) Quantidade de movimento angular em relacio ao polo B, com coordenadas (B, x, y,z) g_} Yo
(1,0): g l

HB =m(G-B)Avp+ UBxﬂ-'x - JBxymy - .}szwz)T+ [_JrByxmx ‘*'.J'Bg,r"-‘-’g.l - JrByzmz,]+ (?D
[_szxﬂJx - ]Bzyf-dy + ]Bzwz) 1.( = ﬂB = _fozw]."'.IBzGJl-( :; — o

(c) Polo B (0,5):

m(2a)?

Joyz = [0+ m(a)(a)] + [0+ m(a)(a)] = 2ma® Joz = ’ 3 + maz] +ma” = 3

(d) Centro de massa CM do conjunto:

m(rc+m)i+m(yc+y[))i+m(zc+zD)]: =

(CM-B) = 0 = CM=B
2m

Pelo Teorema da Resultante (TR), obtemos (0,5):

mig =0 = (Xp +Xc) T+ (Ya + Yo) T+ (Za - 2mg) k

Xp+Xc=0 1N
Yo+Ye=0 @
Zy = 2mg 3

Pelo Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA), obtemos (0,5):

F[B =w (_.}By:j"' J‘le:) = }:IB =& (‘J‘Byzj"" Jﬂz]:) +w (_jByzj""Jlel-() = ‘UZJByzi
Hy=mip A+ My = @llby,d=a(2Ys - mg+mg—2Yc)T+a(-2X4 +2Xc)]

@ foyz=2a(Ya-Yo)  (4)
0=2a(=-X,+Xc) (5)

Destas equagdes obtemos (0,5):

Dee® :

mzfﬁyz w’ma
= Y = = -
1a 2 N C 1 2

Pe

De(@)e(d): |Ya=
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