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Estabilidade segundo Lyapunov

Seja um modelo auténomo, linear ou ndo-linear, expresso pela EDO:

d
YO b, xtto) =0

Admitindo que X seja um ponto de equilibrio do sistema, ou seja,
f(x) = 0 entdo:
® X é um ponto de equilibrio estivel segundo Lyapunov se, para todo
e > 0 existir um 6 > 0 tal que, se ||xg — X|| < §, entdo, para todo
t>to, [Ix(t) = X|| <e.
® X é um ponto de equilibrio assintoticamente estivel se for estavel

segundo Lyapunov e existir um § > 0 tal que, se ||xg — X|| < §, entdao

tlim [Ix(¢) —x|| = 0.

® X é um ponto de equilibrio exponencialmente estivel se for
assintoticamente estdvel e existirem constantes positivas «, f e §

tais que, se |[|[xg —X|| < §, paratodo t > tg, |[x(¢) —X|| < allxp —x|le~ .
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Método direto de Lyapunov

Para um sistema dindmico auténomo:

dx(t)
U fx(m), x(i0) = %o
que tenha um ponto de equilibrio em x = 0, admita que existe uma
fungdo V : R” — R (ou seja, a valores reais) tal que:

* V(0) =0;
® V(x) > 0 para todo x # 0;
o dVE;(t)) = VV(x) - f(x) < 0 para todo x # 0;

entdo x = 0 é um ponto de equilibrio estivel segundo Lyapunov.

Ainda, se for possivel garantir que VV(x) - f(x) < 0 para todo x # 0,
entdo x = 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.
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Estabilidade de um SLIT

Considere um sisterna linear invariante no tempo (SLIT) da forma:

dx
5—Ax

Para provar que a origem x = 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente
estivel, basta encontrar um par de matrizes P e Q definidas positivas (ou
seja, x" Px > 0ex' Qx > 0, Vx # 0) que satisfagam a equagio de Lyapunov:

ATP+PA=-Q
Neste caso, basta adotar:
V(x) =x" Px
Por defini¢do, V(0) = 0 e V(x) > 0 para todo x # 0. Ainda:

d‘(;(tx) = % [x"Px] =x"ATPx+x"PAx=-x"Qx <0
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Por que usar técnicas de otimizagédo na sintese de um controlador?

Considere sistema linear munido de uma lei de controle por realimentagio
de estados da forma:

u=-Kx

Se o sistema for controldvel, é possivel escolher uma matrix K que seja
capaz de alocar os polos em malha fechada em qualquer posicdo definida
pelo projetista.

Via de regra, quanto mais distantes os polos em malha fechada estiverem dos
polos em malha aberta, maiores serdo os médulos dos elementos da
matriz de ganhos K e, consequentemente, maiores serio os moédulos dos
esforcos de controle. Uma mé alocagdo dos polos em MF pode levar a:
® um consumo excessivo de energia;
® um superdimensionamento dos atuadores necessarios para controlar
o sistema;
® ocorréncia frequente de saturagio dos atuadores durante a
operacdo regular do sistema.
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Por que usar técnicas de otimizagédo na sintese de um controlador?

Ainda, na presenca de mais de uma entrada de controle, hd miiltiplas
solugdes para os elementos de K que levam a uma mesma alocagio de
polos. Qual das solugdes escolher visando evitar os problemas citados?

E se, em vez de obter K por meio da alocacdo dos polos para o sistema
em malha fechada, o regulador linear por realimentagdo de estados u = — K x
pudesse ser obtido por meio da solugdo de um problema de otimizagdo
que garantisse:

® que a origem x = 0 seja um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel
para o sistema em malha fechada;

® que esforcos elevados de controle sejam penalizados;

® que um desempenho ruim (i.e., distincia média para a origem
elevada e/ou tempo elevado para que o estado do sistema em
malha fechada convirja para a origem) seja penalizado.
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indice de desempenho quadratico

O requlador linear quadritico (LQR) é um o regulador linear por
realimentagdo de estados u = — K x obtido por meio do problema de
minimizagdo do indice de desempenho quadritico J:

J= / [x"@Qx+u"Ru|dt = / x" (Q+KTRK)xdt
0 0
com Q sendo uma matriz simétrica e semi-definida positiva e R sendo
uma matriz simétrica e definida positiva, ou seja:
x"Qx > 0,Vx # 0 e u"Ru>0,Yu#0

Se a ocorréncia simultdnea de Kx=0e Qx =0 = x =0, a matriz
(Q + K™ RK) sera simétrica e definida positiva, uma vez que:
x' (@+KTRK)x=x"Qx+(-Kx)TR(-Kx) >0

Note que:
* ||QI|l > ||R|| prioriza penalizar um desempenho ruim do controlador;
* |R|| » ||Q|| prioriza penalizar esforcos elevados de controle.
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Sintese de um regulador linear quadratico (LQR)

Sendo a matriz (Q +K"RK ) simétrica e definida positiva, para garantir
que, em malha fechada a origem x = 0 seja um ponto de equilibrio
assintoticamente estivel, basta encontrar uma matriz P definida positiva
que satisfaca a equacdo de Lyapunov:

A'P+PA=-(Q+K"RK) com A=A-BK

Neste caso, para provar a estabilidade assintética, em malha fechada, da
origem pelo método direto de Lyapunov, basta tomar:

V(x) =x" Px
Por defini¢do, V(0) =0 e V(x) > 0 para todo x # 0. Ainda:
d‘;(tx) = % [x" Px| = x"A Px+x PAx=-x" (Q+KTRK)x<0

0 que conclui a verificacdo do conjunto de condicdes necessarias para a
estabilidade assintética desejada.
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Sintese de um regulador linear quadratico (LQR)

Nestas condic6es, o indice de desempenho quadritico se torna:

© g
J= / (Q+KTRK)xdt = /0 ‘;(t") dt = V(x(0)) - Jim V(x(t))

O objetivo do regulador é que x(t) — 0 conforme t — co. Assim,
tlim V(x(t)) =0e:

J =V (x(0)) =xj Pxg
Seja P a matriz simétrica e definida positiva que minimiza J.

Para que o valor de J seja estacionario, ou seja, 5] = 0, o que é condicdo
necessaria neste ponto de minimo:

=Xy (P +38P)xg — PXO =X T8Pxg=0,¥xg & 8P=0

Em outras palavras, a matriz P que minimiza o indice de desempenho
quadritico J também deve ter seu valor estaciondrio.
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Sintese de um regulador linear quadratico (LQR)

O valor estaciondrio da matriz P estard garantida se a equagdo de Lyapunov
permanecer verdadeira mantido o valor de P e tomando uma variagdo
infinitesimal § K para a matriz de ganho:

[A- B(K +3K)]TP+P[A-B(K +3K)] = -Q - (K +3K) T R(K +5K)
= -SK'B'"P-PBSK=-5K'RK - K'RSK

Esta tltima equagdo serd verdadeira se for valida a identidade:

B'"P=RK o K=R!B™P

Substituindo esta tiltima identidade na equagdo de Lyapunov, e
considerando a simetria das matrizes P e R, obtém-se:

[A-BR'B"P|"P+P[A-BR'B"P|=-Q-(R"'B"P)'B"P

ATP+PA-PBR 'B"P+Q=0

que é a equagdo algébrica de Riccati (ARE) para a determinacéo de P.
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LQR para horizonte de tempo finito

Alternativamente, o regulador linear quadritico (LQR) pode ser obtido
por meio do problema de minimizagio de um indice de desempenho
quadrdtico J para um horizonte de tempo finito:

4]
]=/0 [x()TQx(t) +u(t) " Ru(t)] dt + x(t1) " Q1x(t1)

com Q e Q1 sendo matrizes simétricas e semi-definidas positivas e R sendo
uma matriz simétrica e definida positiva.

Neste caso, o ganho K da lei de controle linear por realimentagio de estados
u = —Kx é dado pela expressao:

K(t)=R 'BTP(1)

com P(t) correspondendo a solucado da equacio diferencial de Riccati:

ATP+PA-PBR'BTP+Q= _(31_1: com P(4)=Q,
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