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Modelo linear
Seja um modelo linear expresso na forma de espaco de estados:

d’(;(tt) = A()x(1) + B(Hu()

y(t) = C(t)x(2)

Por ora, serd desprezado o efeito de perturbacdes e ruido de medigdo e
ndo haverd um canal direto da entrada u(t) para as medidas y(t).

Existe uma matriz de transicio de estados ®(t, 1) tal que:

t
x(t) = P(t,19)x(tg) + / @(t,7)B(r)u(r) dr
to
Em particular, se A for invariante no tempo, entdo:
B(t,7) = B(t - 1) =eA77)

eAt:I+At+%A2t2+...+%Aktk+...
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Controlabilidade

Um sistema dindmico é controlavel se, e somente se, partindo de
qualquer condigdo inicial xg = x(tg) for possivel atingir qualquer outro
estado x1 = x(t1) em um intervalo de tempo finito [to, t;], por meio da
especificacdo, neste intervalo, do vetor de entradas de controle u(t).

Provou-se que existe uma solugao u(t) da forma:
u(t) =BT ()P (11.0)P (1. 10) [x(t) = D (11, t0)x(tg)], to<t<Hh

se, e somente se, o gramiano de controlabilidade:
51
P(ty,t) = / (11, ) B(t)BT ()@ (1, 1) dt
ty

for uma matriz invertivel (ndo-singular).
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Teste algébrico de controlabilidade para um SLIT

Z

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™" e B € R™7 ¢
controldvel se, e somente se, a matriz de controlabilidade @Q € R™<™":
Q=[B|AB|...| A"!B|

tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de Q devem
ser um conjunto gerador do R” e, portanto, £' Q@ =0 < £=0.

O posto de uma matriz é a dimensio do espaco vetorial gerado por suas colunas. O
posto de uma matriz é o mesmo posto de sua transposta.

Em particular para um sistema SISO/SIMO, a entrada u é um escalar e,
portanto, B =b € R =R" e Q € R"™™:

Q=[b|Ab|...| A" lb]

Assim, um sisterma SISO/SIMO serd controldvel se, e somente se, Q for
uma matriz invertivel (ndo-singular).
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Alocacgéo de polos por realimentacédo de estados

Para um sistema linear controldvel existirdA uma matriz K € R™"
tal que, adotando uma lei de controle baseada em realimentacio de
estados da forma:

u=-Kx

é possivel escolher a localizacio de todos os n polos do sistema em
malha fechada, que sera regido pela equagao:

%:Ax+Bu:(A—BK)x:Zx

Dados os n autovalores desejados para a matriz de estados A do sistema em
malha fechada, havera r x n elementos da matriz K a determinar.

Em outras palavras, hd uma solucio iinica para o caso SISO/SIMO (r = 1)
e miiltiplas solugdes possiveis para os casos MISO/MIMO (r > 1).
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Alocacgéo de polos por realimentacédo de estados
Os polindémios caracteristicos das matrizes de estado em malha aberta
A e em malha fechada A = A - BK sao, respectivamente:

n
p(s) =det(sI — A) = 1_[(3 -pj)=s"+ a1s" T+ +ans=0
j=1
n
p(s) = det(sI — A) = l_l(s -pj)=s"+ as" 4 +a@ps¥=0
Jj=1
onde pj, j =1,...,n,sdo os polos em malha abertae p;, j=1,...,n,sd0
os polos que o projetista escolheu para o sistema em malha fechada.
Para a estabilidade do sistema em malha fechada é necessério que:

Re(pi) <0, Vi=1,...,n

Via de regra, no entanto, quanto mais distantes os polos em malha fechada
estiverem dos polos em malha aberta, maiores serdo os médulos dos
elementos da matriz de ganhos K e, consequentemente, maiores serdo os
modulos dos esforgos de controle u = —Kx.
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Caso SISO/SIMO: solugao de Bass-Gura
Para um sistema SISO/SIMO, B=b € R™1 K =kT e RIX" ¢:
A=A-bk"

Definindo os vetores a e a, formados pelos coeficientes dos polindmios
caracterisiticos p(s) (MA) e p(s) (MF), respectivamente, e a matrix
Toeplitz triangular W, baseada nos coeficientes de p(s):

a a 1 a4 a ... a2 ay_q

ap ap 0 1 a ... an3 apo
a=| .|, a=|. e W= .

an an o 0 o0 ... 0 1

a matriz k que resolve o problema de alocagio de polos é dada por:

k=[(@W) ] (a-a)

onde Q = [b ‘ Ab ‘ ‘ A”‘lb] € R™*" ¢ a matriz de controlabilidade.
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Matrizes companheiras de um polindmio caracteristico

Dado o polindmio caracteristico p(s) = s" +ajs" 1 +... +ays’ =0,
definem-se as matrizes companheiras Ag e Agp:

[-a1 -a» ... =—-a,_1 -an
1 0o ... 0 0
Ag = 0 1 ... 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -an
1 0 0 -apq
Agp = 0 1 0 -an,p
0 0 1 -q
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Identidades satisfeitas pelas matrizes companheiras de um polindbmio

As matrizes companheiras do polindmio caracteristico p(s) satisfazem
as identidades envolvendo as matrizes A, Q e W:

WA@ = A@W e QA@ = AQ
A segunda identidade decorre do feorema de Cayley-Hamilton p(A) = 0:

00 .. 0 -a
10 ... 0 —any
QAz=[b Ab .. arip]|0 b - O —an
00 ... 1 -a
=[Ab A% ... (-apI -an1A-...—ayA")b]
-[Ab A% ... A"b]=AQ

Assim, Ap = W 1AW e Ag = Q 1 AQ, de onde se identifica a
matriz de transformacdo T' = QW) !tal que:

Ap =W TA,W =W~1Q 1AQW =TAT™!
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Forma canénica controlavel de sistemas SISO/SIMO

Definindobg = [1 0 ... O]T e notando que bg = Th = (QW)~!b:
1 a1 a ... ay2 a,_1][1
0 1 a ... ap3 ap—2||0

T '"bg=[b Ab ... A" B]|. . . . 1] |=Pp
0 0 0o ... 0 1 0

pode-se adotar a mudanca de variaveis z = Tx = (QW) ™ x tal que:

dx dz
— =Ax+bu o —=
dt dt

A expressdo das equagdes dindmicas de um sistema linear SISO/SIMO

em termos das varidveis de estado z que transforma a matriz de

estados na primeira forma companheira do polindmio caracteristico de
malha aberta p(s) é denominada forma canonica controldvel.

A@Z + b®u
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Demonstragao da solugdo de Bass-Gura para sistemas SISO/SIMO

Adote-se aleide controleu=-8"zcom8" =[§; & ... &
d — _
d—: = A@Z +b®u = (A@ - b@ST) z= A@Z com A@ = A@ - b@ST
—(a1+61) —(ap+6&) ... —(ap-1+6p-1) —(an+5n)
1 0 0 0
A,=| O 1 0 0
0 0 1 0

Notando que a matriz Ag é companheira do polindmio caracteristico de
malha fechada p(s) de tal forma que a; + ; = a;, i =1,2,...,n, entdo:

u=-8"z=-8"Tx= —(TTS)TX = -k x
comk=T78T=(QW) led=a-ao0 que demonstra a solugéo:

k=[@W)']"@-a
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