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Modelo linear
Seja um modelo linear expresso na forma de espaco de estados:

d’(;(tt) = A()x(1) + B(Hu()

y(t) = C(t)x(2)

Por ora, serd desprezado o efeito de perturbacdes e ruido de medigdo e
ndo haverd um canal direto da entrada u(t) para as medidas y(t).

Existe uma matriz de transicio de estados ®(t, 1) tal que:

t
x(t) = P(t,19)x(tg) + / @(t,7)B(r)u(r) dr
to
Em particular, se A for invariante no tempo, entdo:
B(t,7) = B(t - 1) =eA77)

eAt:I+At+%A2t2+...+%Aktk+...
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Controlabilidade

Um sistema dinadmico é controlavel se, e somente se, partindo de
qualquer condigdo inicial xg = x(tg) for possivel atingir qualquer outro
estado xq = x(t1) em um intervalo de tempo finito [y, t;], por meio da
especificacdo, neste intervalo, do vetor de entradas de controle u(t).

Sabendo que:
151
ft B (11, ) B(Out) dt = x(ty) - B(11. 10)x(1o)
0

pode-se buscar para u(t) uma solu¢do da forma:
u(t) =BT ()P (1.0) P (1. 10) [x(t) = P (1. 10)x(tg)], o<t <Hh
Substituindo na equacao anterior:
{ (1, ) B()BT ()P (11.1) dt} (11, 10) [x(t1) = (11, 10)x(t)]
to

=x(t1) — (11, t0)x(tp)
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Controlabilidade

Teorema: um sistema linear serd controlivel se, e somente se, para
algum instante de tempo t; > tg o gramiano de controlabilidade:

51
P(ty,tp) = B(t),)B(t)BT ()@ (1, 1) dt
ty

for uma matriz invertivel (ndo-singular).

Supondo que P (1. 1)) seja singular, existe um vetor € # 0 tal que:
5]
ETP(1.10)E=0 o ET®(11,1)B(t)BT (1)® " (11, 1)Edt =0
tp

5] T
o |BT (@ (1.08] | BT (0@ (1.0€] dr =0
to
o z(t)=B (1P (11,H)E=0, Vte [ty t]

t
uma vez que z'z = ||z|| e fml lz|2dr=0 o z(r) =0, Vr € [f9,11].




PME 3481 - Controle e Aplicagoes Renato Maia Matarazzo Orsino Aula 2.1 4/10

Controlabilidade

Assim, supondo que se deseje sair de x(p) = 0 e chegar a um estado
x(t1) = c€ para algum c # 0:

1
/ P (11, t)B(t)u(t) dt = cg
to
Pré-multiplicando a equagéo por £":

151
ETP(11.)B(tu(r)dr = cE'E
ty

5]
/zT(t>u<t)clt=c||§||2 = 0=clgl*> = c=0
to

Neste caso (se (1. Iy) for singular), partindo da origem é impossivel
atingir, em um intervalo de tempo finito, usando as entradas de
controle disponiveis, qualquer estado da forma cg, ¢ # 0; ou seja, o
sistema é ndo-controlivel.




PME 3481 - Controle e Aplicagoes Renato Maia Matarazzo Orsino Aula 2.1 5/10

Teste algébrico de controlabilidade para um SLIT

z

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™" e B € R™7 ¢
controldvel se, e somente se, a matriz de controlabilidade @Q € R
Q=|B|AB|...| A"1B|

tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de Q devem
ser um conjunto gerador do R” e, portanto, £' Q@ =0 < £=0.

O posto de uma matriz é a dimensio do espago vetorial gerado por suas
colunas. O posto de uma matriz é o mesmo posto de sua transposta.

Voltando ao teorema da controlabilidade, se P (1. 1)) é ndo-singular, entdo
ETP(11,1))E=0 & £=0. Vimos que:

gTPul.m)g:/tlzT(t)z(t)dt com z'(t)=&"P(t.1)B
to

Em outras palavras, para que o sistema seja controldvel basta provar
quez(t)=0 & £=0.
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Teste algébrico de controlabilidade para um SLIT
Notando que, para um SLIT, &(t,1) = &(t; — t) = e 171);
T(t) gT A(t— [)B

=£ B+E AB(t; —t)+...+ g TAIB(H - k14

k!
Toda matriz quadrada A satisfaz ao préprio polindmio caracteristico
(teorema de Cayley-Hamilton):

p(s)=det(sI —A) =s"+a1s" 1+ +a,s’ =0
p(A) = A"+ A" V4 44, T=0
Decorre assim que Ak k>n,é gerada por {I, A, ..., A”‘l}.

Assim, cada uma das colunas de uma matriz da forma AXB, k > 0,
pode ser construida como combinagéo linear das colunas de Q.

Portanto, se Q tem posto completo, o sistema é controlivel, uma vez que:

Zz(t)=0 & £ Q=0 o £=0
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Observabilidade

Um sistema dindmico ndo-forcado é observavel se, e somente se, for
possivel determinar qualquer condicdo inicial xg = X(tp) a partir do
registro em um intervalo de tempo finito [ty, t1] do vetor de saidas y(t).

Notando que:
y(t) = C()P (1 10)x(fy), tg<t<th
propde-se o célculo da integral:

15 t
‘a7, 10)CT (1)y(r) dt = {/ ‘a7, 10)CT()C ()P (1, 19) dt }x(to)
to

tp

M (tq,19)

e, caso exista t] > tg tal que M (11, fp) seja invertivel:

5]
x(tg) = M~ (11, 19) /t B (1,10)CT (Dy(D) dt
0
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Observabilidade

Teorema: um sistema linear serd observivel se, e somente se, para
algum instante de tempo t; > tg o gramiano de observabilidade:

i
M(ﬁ,to):/ l@T(t,tO)CT(t)C(t)é(z,to) dt
to

for uma matriz invertivel (ndo-singular).

Se M (t1,tp) é singular, entdo n™ M (11, tp)n = 0 para algum n # 0:

t- t-
[TareTwweTwewewndi= [y oy di=0
to 1

0

e yt)=Ct)P(t,to)n=0, Vte [t t]

Neste caso, estados iniciais da forma x(ty) = cn, ¢ # 0, produzem saidas
y(t) = 0 para todo t € [fp, 1], sendo indistinguiveis de uma condigdo
inicial na origem x(p) = 0. O sistema é, portanto, ndo-observavel.
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Teste algébrico de observabilidade para um SLIT

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™" e C' € R™*" ¢
observivel se, e somente se, a matriz de observabilidade N e R™<™™.

N=[CT|ATCT | ... | (A" 1CT |

tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de N devem
ser um conjunto gerador do R" e, portanto, " N =0 < n=0.

Voltando ao teorema da observabilidade, se M (11, 1) é ndo-singular, entdo
n"M(t;,to)n =0 & n=0. Vimos que:

t
"M m= [y Oy com y) = COB
0

Em outras palavras, para que o sistema seja observavel basta provar
quey(t) =0 & n=0.
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Teste algébrico de observabilidade para um SLIT

Notando que, para um SLIT, & (1, ) = ®(t — tg) = e 710):
yT(t) - nTeAT([—tO)CT
TAT T AT T L o T yk=1 T k-1
=n'C +nAC(t—t0)+...+Fn (ANICT(t—t)  +...
Do teorema de Cayley-Hamilton decorre que AK, k > n, é gerada por

(I, A,...,A"1}. Note ainda que (AT)* = (AT, k > 0.

Assim, cada uma das colunas de uma matriz da forma (AT)k CT,
k > 0, pode ser construida como combinacao linear das colunas de IN.

Portanto, se IN tem posto completo, o sistema é observivel, uma vez que:

yi) =0 & n'N=0 & n=0




Perguntas?

reorsino@usp.br



mailto:reorsino@usp.br

