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CAPITULO 2

ESTUDG GEOMETRICO DbAS PROJECOES C1LINDRICAS
- - - - - - - _ _ _ — - — — — — — _— _— _ — _ |}

*

0 estudo do capitulo anterior mostra que as se—

guintes afirmagoes sao verdadeirss;

[ 12) (0 conhecimento detalhado das Erojegaes ci-
lindricas ¢ fundamental para as seguintes matérias: PERSPEC-
TLVA CAVALEIRA {que ¢ projecido cilindrica obligua), PERSPEC-
TIVA AXONOMETRICA (que ¢ projecio cilindrica ortogonal), e

GEOMLTRIA DESCRITIVA {que emprega projecap cilindrica ortogo-
nal em dois ou lres planos), GHOMLTRIA COTADA (prejecao or-
iogonal num plane).

Projecdes cilindricas sao ainda utilizadas, em
gualguer dessas malérias e também em  PERSPECTIVA CONICA, no
cstude das SOMBRAS produzidas por luz de raios paralelos.

] 22) Para suber "projecbes cilindricas” e, portanto,
as matlérias acima citadas, ¢ necessario ter BASE GLEOMETRICA,
conhecer a TEORIA VAS PROJKCOLS e adquirir PRATICA em apli-

car esses conhecimentos om problemas e cxercicios.

. Entende-se por BASE GEOMETRICA o conhecimento
perfeito dos THOREMAS " que regem as projecoes cilindricas
¢ das PROPRIEDADES das F1GURAS que serac projetadas.

. Saber a TEORLA DAS PROJECOLS significa conhe-
cer as DEFINICOES e NOMENCLATURA dessa TEORLA.

. A PRATICA, gue so se adquire atraves de exerci-—

cios, inclui o conhecimente da melhor maneira de raciocinar

para conseguir resolver sozinho os problemas.

. 34) Assim como existe muita diferenca entre to-
car pianc "de ouvido" e tocar pianc “por musiea", existe tam-
pém muita Adiferenca entre saber projegoes "a olho” e saber
projecoes "por Geometria”. O0s que sabem projecdes "a olho*,
coma os Desenhistas Profissionais, gracas a anos de pratica

¢ tambem & sua visao espacial natural, conseguem bons resul-

tados, mas sempre inferiores aos resultados consegunidos pe-

* Se o Estudante pensa que sabe, entaoe responda: A bigsetriz de um
angulo conserva-se na prej. cillndrica ?
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los Engenheiros e Arquitetos que se apéiam numa boa base geo-
métrica.

» Por outre lado, convém frisar que os Estudantes
que ja possuem boa visdo espacial natural aprimoram essa vi-

sao espacial, mediante um estudo organizado e geométrico de
projecoes, agsim como uma pessoa de bom ouvide musical, me-
lhora esga qualidade estudando Musica,

[} 0s Estudantes com visio espacial deficicnie en-
contram muita difjculdade no estude de projecées, mas sc fo-

rem persistentes, mais cedo ou mais tarde comegario a perce—
ber melhor as ceisas, até conseguir boa visao espacial adqui-

rida, qualidade fundamental gue distingue um Engenheiro de um
simples Técnico.

. Aconselha-se aos Estudantes que gquerem melhorar

a sua VISAD ESPACTIAL, repetirem a experiéncia do no 88 com

varios objetos comuns, por exemplo: pegas gde Jjogos de armar
infantis, parafusos, arruelas, pecas de domino, dados, radios
de pilha, etc. (ver cap.l - livro 7)

§ 12 - 0S8 TEOREMAS

A - Definicdes e Nomenclatura

. Uu sistema cilindrico de projecdes é caracteri-
zado por um plano & e por uma direcao qualguer A * nao pa-

ralela a o,

o

a diregao e representuda por uma das retas que tem essa direcao.
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. Consideremos também um ponto gualquer A do Es-

pago; por esse ponto passa uma inica reta a que tem a dire-

¢do A , iste &, paralela a A . A reta a obrigatoriamente
enceontra o no pento A', pois, se /A nao e paralela a ¢,
areta a/t A fura o(.
. Nomenclatura:

& - plano de projecgao

A - diregao de projegao

a - projetante de A e

A' - projecdo cilindrica de A

em o , na direcao A .

N Nota: S0 é necessario frisar: "em o , na di-
recao A" quando ha mais do que um plano de projegao ou en~
tdo mais do que uma direcac de projecac; casa contrario, guan-

do hé um so0 plano e uma s0 diregdo, basta dizer

projecao de
A (nem "cilindrica" & preciso).

Definicoes:
L] 12)
e contém o ponto.

Projetante de um ponte € a reta que tem a
diregao A
o 2a)

(intersecgao) da projetante do ponto com o plano de projecao.

Projecao cilindrica de um ponte & o tracgo

Nota:
. Fixados of e A ,
Espago, sua projegao cilindrica existe e é unica; eniretanto,

considerado um ponto A do

considerada a projegao cilindrica B' de um ponto B, €ste nao

gsts determinado, pois, s0 sabemes que B pertence a proje-

tante b/ A ; por isso: a posicaso de um ponto ro Espaco nao
fica determinada apenas por sua projecac cilindrica num s
piano.

. Nota: Todos os pontos do Espacgo tem projegoes

¢ilindrieas; os pontes de o coincidem com suas proprias pro-

jegoes.

Definigﬁo:

Prejecdo cilindrica de uma figura qualquer F &

o l.g. F' das projecoes cilindricas de seus pontos, isto é:

a) tode ponto de F tem sua proj. em F' e

b) todo ponto de k' & projecho de pelo menos um

ponto de V.
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Observagao:
. F atil pen-
sar na projecdo citindri-
ca de uma figura, como
sendo a sombra projetada
pela mesma num antepare

of , tendo a luz raios pa-

ralelos entre si e na di- @
recao A (luz solar, luz

de holofote, ...)}.

. Desse modo, poderemos aceitar sem demonstracao,
baseados apenas no Bom Sensc, algumas safirmagoes, lais como:

a) a projecao cilindrica de um solido limitada
é uma superficie;
b) a projegio cilindrica de uma linha reversa

{ndo-complanar) ¢ gempre uma linha; etec.

» Nota: Quando a figura do Espac¢o € uma linha, o

l.g. das projetantes & uma superficie cilindrica (do tipo ge~

ral), dai o nome de "sistema cilindrico de projegbes".
B - TEQRFMAS

. A assimila¢zo dos teoremas déste parografoé in-
dispensével para o estudo racional da Teoria das
Cilindricas.

Projecoes
Quando o FEstudante, no decorrer de um exerci-

¢io, emprega um leorema gque Jé estudon ¢ demonstrou, tem se—

guranga no gue csta fazendo.

[ E conveniente decorar os enunciades, inclusive

os_numeros dos_tcoremas, devido a fregliencia com que

crges
numeros serde citados ao longo deste "CURSO DE DKSENHO".

A projecao cilindrica de uma retanio paralela
4 A & também uma reta.

o A : .
A projecao cilindrica de uma reta paralela &
A e um ponto.

Demonstracao;
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» la parte:

Seja & reta r ndo pa-—
ralela a A e
temos dois de seus pon-
tos A e B, obtendo A'
e B' gue determinam a
em of .

Demonstre—

proje—

reta r'

mos gque a reta r'oe a

projecan cilindrica de

Lembrande a

r cm &

defini¢ao do 133 bas-

ta demonstrar gue:

12} qualquer pento ¢ de r tem sua projegao C'

20) qualquer ponto D' de r' ¢ projecao de um

*

ponto D de

"

De Fato {(vide figura), as retas a e b, sendo pa-

ralelas a A , determinum um plano @ , que ¢ paralelo a A e

contém r e r'. Intao, conduzindo pelos pontos C e D' de @

as retas ¢ ¢ d paralelas a A , essas retas pertencerao a ]

e, par conseguiule, interceptum {(pois A nao paralela a & e

r ndc paralela a A ) respeclivamente r' em C' e r em D.
c.q.d

] 22 parte

Quando r/ A ,aspro-

jecocs de todos os seus
pontos coincidem (los-
tulado de Euclides).

Logo, a projecao de r
€ um ponto, tragode r
em o . c.g.d.

- Nola: ~ O

plano @ que contem T

e é paralelo a A, e-

xiste sempre e & unico

quando r nac © para-

*

b' @& a projecac de infinitog pontos, um sG dos quais esta em r.
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lela a A e chama-se plano projetante da reta r.

. Somente retas ndo paralelas a A  tém plano pro-

jetante, pois, se a reta & paralela a A , existem infinitos
planos que a contem e sao paralelos a A e, por isso, nfo se
define plano projetante.

Nota: Poderiamos definir projegac cilindrica de

uma reta como segue:

. a) se a reta ndo ¢ paralela a A , sua projecao
cilindrica ¢ o traco de seu plano projetante em o« , e
. b) se a reta & paralela s A , suaprojecio ci-

lindrica & o trago da reta em

Reciproces do T-0

Valem os reciprocos:

. 12) Se a projegdc cilindrica de uma reta é tam-

bém uma reta, entdo a reta do Espaco nao € paralela a A .

Demonstracao: De fato, se a reta fdssec parale-

la a A , sua projecdo seria um pento, contrariando a hipa-
tese de ser reta, c.g.d.

» 202) Se a projecao cilindrica de uma reta é um

ponto, entao a reta é paralels a A .

Demonstracao:

com a reta e como as projetantes sao paralelas a A , a reta
tambem e, c.q.d.

De fato, as projetantes coincidem

Conseqliencias do T-0

Sdo talvez mais empregadas do que o préoprio T-0.

. 13)

entao suas projecdes cilindricas ou sio colineares om coin-

Se¢ tres (ou mais) pontos sio colineares.

cidem; sabendo que duas delas sao distintas, conclui-se que

tddas sdo distinias e colinearecs, ¢ sabendo que duas delas

coincidem, conclui-se qgue todas coincidem.

. 22) 8e trés {ou mais) pontos distintos tém pro-

jegoes colineares, entdo so pedemos concluir que ésses pon-
tos sao complanares e que seu plano e parulelo a A ; 0S pon-
tos podem ser colineares ou nao.
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. 32) Se tres (ou mais) pontos distintos tém pro-
jecoes coincidentes, entdo esses pontos sio colineares, ¢ a
rets que os contém é paralela a A . '

Conclusoes do  T-0
. a) Pode-se obter a projecfo cilindrica de wuma
reta nio paralela a A por dols caminhos:

1) ligande as projegoes de dois de seus pontos
ou 2) obtendo o tracgo de seu planc projetante no
plano de projegan « .

. b) A projecaoc cilindrica de um segmento AB, nao
paralelo a A , € o segmento A'B' sendo A' e B' projecdes
de A e B.

. ¢) Obtém-se a projegac cilindrica de um poligo-

no ou poliiedro guaisquer, uninde por segmentos as projecoes
dec seus vértices (somente os gue estido ligados no Espaco).

. d) Uma reta r nac paralela a /A e sua proje-

cao cilindrica r' =sdo complanares (pertencem ao planc pro-

jetante), logo, de trés uma:
L) ou sac concorrentes (no ponto onde areta fu-
ra o<},

2} ou sao paralelas (quando r /= ),
3) ou sao coincidentes {quando rée «).
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. Be duas retas r e s sdo paralelas, entio as
suas projecoes cilindricas ou sao paralelas,

incidentes ou

Q1 840 Co-

5a0 pontuais.

Demonstragao:

Se as retas r e g sao paralelas entre si, mas

nac sae paralelas a A , seus planos projetantes Br e B e

2 s
portanto suas projegoes r' e s' serao paralelns (figura a)
ou coincidentes {figura b).

Caso
Jecdes r' e s’

r e s sejam paralelas a A ,

suas pro-
a0 ambas pontuais (figura c).
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Reciprocos do T-1

Quanto aos reclproces, podemos afirmar que:

. a) Sabendc que as projecdes cilindricas de duas

retas sio paralelas entre si, podemos concluir gue os planos

projetantes 540 paralelos e as retas s0 podem ser: ou para-

lelas ou reversas.

. b)

retas sio coincidentes entre si, podcmos concluir que os pla-

Sabendo quec as projecoes cilindricas ile duas

- . - * 4
nos projetantes coincidem e as retas, se forem distintas, so

podem ser: ou paralelas ou concorrentes.

L] ¢) Sabendo gue as projecgoes sa0 pontuais, pode-

mos concluir gue as retas sac paralelas entre si, por serem

ambas paralelas a A

Somente neste uitime caso, o rcciproco do T-1
Somente

& verdadeiro.

. Quando dois segmentes iem mesma diregao,isto

4, ou sho paralelos ou sdo colineares, a razao entre

2les no Espago counserva—se na projecao cilindriea, des-

de gue a diregao dos segmentas nao seja paralela a A .

Notas:

. 12) Compreenda bem: gquem s¢ conserva e a razao
—_—— o

(namere puro).
2a) Case a diregao dos segmentus seja A ,a ra-

zho das projecoes € indcterminada (ll), pois essas proje-
Jec 0

gbes sao pontuais.

Demonslracdo do  T-2:

Sejam dois segmentos AB e CD paralelos (fi-
gura a) ou colineares {figura h)} e demonstremos que & ragao
(AB / CD) (A'B" /C'DY)

entre suas projecoes cilindricas, respectivamente.

entre #les no Espaco & ipual a razdo

pe fato, considerando as retas AX/ A'B' e

CY / ¢'p ABX e CDY, de cuja seme—

obtemos os triangulos
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lhanga se conelui:

AB AX
PR g ¢ 3
(M) CcY D 13
Por outre lado, AXB'A' e CYD'C’' s&o parale-—
logramos, logo:
AX = A'BT L a1
e CY = C'D'
Substituinde (II) em (I), conclui-se a tese: 154
AR A'B'
b C'D' c.q.d. 155

'i tr.

fig a

13 Adverténcia

. A razao entre
dois segmentos de mesma di-
regao comserva-se em proje-
¢do cilindrica, inclusive com
sinal, isto e, seos segnen—
tos AB e CD sentidos
concordantes {omesmo senti-
A'B' e

tem

do}, suas projecdes

€'D' continuam com sentidos
goncordantes entre si  (ob-
serve as flexas!l), Evid;::
temente, se AB e CD tem

sentidos opostos, o mesmo se
passa com A'B' ¢ C'D'.

LIVRO 7 | DESCRITIVA 43
22 advertencia:
» 0 reciproco do T-2 nao & valido, isto é, a ra-

zho entre dois segmentos pode se conservar em projecao, Sep
que 0s segmentos tenham mesma diregado; dizendo de outro medo,

para confirmar: sabendc quc a razao entre dois segmentos se

conserva em projecdo, nac podemos concluir que os segmentos

tem mesma diregio: talvez tenham e talvez nao tenham.

. Para "demonstrar" gue uma afirmagac nac procede

basta mostrar um caso onde ela falha; mostremos dois:

. 19) Consi-
deremos 05 segmentos ..
AB e CD de mesma di-
regao; ja foi demons-—
trado gue a razao entre
eles conserva-se em pro-
jegho, isto &, a se-
guinte igualdade @ ver—

dadeira:
¥ IBI
A AR LM
CD c'p!
Conside-

remns o peonto X na mes-—

ma projetante de B, tal

que: AX = AB ... (11)
S0 nao e possivel considerar esse ponto X dis-
tinto de B, gquande AB & ortogonal a A .

Como X pertence a projetante de B, tem-se que

X' eoinecide com B', isto &, A'X' (projecac de AX) coinci-

de com A'B', logo:
A'X! A'B' e.. (III)

Substituindo (II} e (III) em (I}, obtemos:

AX A'X
cp  C'D'

Esta ultima expressio mostra que a razao (AX/CD)
AX e CD 8 NO Si=
AX e CD nao teém mesma diregac !

entre conserva-se na projecao (A'X"/C'D')

tanto
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» 2¢) Espere
um dia de sol e faca a
seguinte experiencia (no
Clube! }:
sigao adequada para que

Procure uma po-

um triangulo isgsceles
ABC (de papelao)
para sombra outre trian-
Arprg
(existem infinitas po-

tenha

gulo isosceles

sigoes possiveis).

Note que a

razao entre AC e BC {que
. " 1
€ um), conserva-se AL, 1)

na prejecan (?TTT

e, no entanto,

AC e BC sao concorrentes em C, isto e, nao tem mesma di-
regaol

Consegfiéncias do T- 2
. 12) Segmentos de mesma direcav e iguais tem pro-
jegbes cilindricas iguais.
[] 22) O ponto medio dc um scgmento projeta-sc no

pento médio da projecio do segmento.

» 32) S5e um ponte divide um segmento nin paralelo
a_A numa razdc qualquer, a projecido do ponto divide a do seg-
mento nessa mesma razio.

. 43) A simetria com relacao a um ponto conserva-

Ee numa projecao cilindrica.

Nota: Um case particular importantec é o seguin-

te:
. A prejecdo de um ponto divide a de um segmento
numa certa razao; sabendo que 0 pento pertence ao segmento,

pedemos concluir que o ponto divide o segmente
razao.

nessa mesma

De fato, sabendo que o ponts pertence ao segmen—
to, podemos concluir que as duas partes de segmento tem mes—
wa diregao, logo a razaoc cntre clas e igual a razdao de suas
projegoes. Esta & uma afirmacac direta disfarcada e nac uma
afirmacao reciproca!
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e ¢ uma figura pertence 3 um plane paralele az
plano de projegao, entao essa [igura projeta-se em v.g.
. Nota: Note-se que essa afirmagac € valida por
mais obliqua ;;;_éeja a direcdo A ! Alguns Estudantes n%o
concordam ou niio entendem essa afirmagio; esperamos gue, apos
a demonstragio, comeccm a concordar ou entender.
Demonsiracao de T-3
. Nio existe demonstracao unificada; ¢ necessario,
pois, demonstrar por partes:
. 14 Parte: Segmentos
Seja o segmento
AB // o e demonstremos que AB
projeta-se em v.g., istoe, ..
AB = A'B', De fatu, se
AB //o( , conclui-se que AB/)
HA'B' (teorema de Geometria)
Como AA' /4 BB' por scremam-—
bas paralelas a /A ,segue-se
que a figura ABB'A' e para-
lelogramo, donde: AB = 4'B’
c.q.d.
. 2a Parte: Angulos

Cons ideremos um
- ) .
angule rs com os dois la-
dos paralelos a o{ e demons-

tremes # igualdade desse an-

gulo com sua projegac s,
De fato,

se rffe¢, entdo r 4 r' e
se s f/e¢ , entaoc s 7/ s'

- -
Portanto os angules rs e

® wide

LI o]
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—r— ~ . . i
r's' sao iguais por terem os lados respectivamente paralelos

e de mesmo sentido *, ¢.q.d.
. 38 Parte: Poligones
Consideremos

um poligone cujo plano of'
é paralelo a & . Esse po-—
ligono projeta-se em v.g.
porque seus lados (12 Par-
te} e seus angulos (22 Par-

te) projetam-se respecti-
vamente em v.g.
ABCD ...
a sua projegao

Entac, o

e igual
A'B'C'DL.
c.q.d.

poligono

. 44 Parte: Arcos de circunferéncia

Consideremos
agora um arco de circunf.
EB, de centro 0 ¢ conti-
ol e, De-
monstremos que esse

do num plano
arco
projeta-se em v,g. De fa-

to, todos os raios do ar—
co KE projetam-se em V.E.
(séo segmentos paralelos a
o), logo a linha A'B' &
um arco de circunferéncia

de raio igual ae do arce

AB porque todos os pon-

tos dessa linha estdo a essa distincia de 0'. Além disso,

— — ~

AOB e A'0'B' sdo iguais {22 Parte), lo-
g Camn) — . .

AB e A'B' pgdo iguais por terem mesmo raio ¢ mes-
mo angulo central, c.q.d.

0s angulog eentrais
g0 08 Aarcos

decorre da definicio de sentidos concordantes: r e r' estao no mes-
no semi-plano de origem VV' (vide fig. na pag. anterier), pais,
Be estiveSSEm em §emi-planus opostos, a reta que liga P com =sua
proj. P' (nido esta nma fig.) encontraria ¥¥', o que & absurdo por-
que PP’ e VV' sac projetantes paralelas.
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D4 Parte:

Generalizacao

x
. Generalizando, podemos afirmar, sem demomsirar

que qualquer figura plana,cujo plano e paralelo a o, proje-

ta-se em v.g.

Exenplos: uma clipse, um mapa de S5.Paulo, etc.
Notas:
. 12) Bste T-3 e um dos mais importantes teo-—

remas do esiudo das Projegoes Cilindricas.

. 23} Nao esquecer que somente figuras planas po-
dem projetar-se em v.g., pois a projecao é sempre plana {vi-
de n%s 68 e 69).

ADVERTENCIA

. Guando A ¢ obliqua a & , o reciproco do T-3

nao ¢ verdadeiro, isto e, uma figura pode projetar-seen v-g-

sem pertencer a um plane paralelo a « ; confirmando: sabende

gue uma figura tem projecac obliqua em v.g., nao se pode con-

cluir que essa figura pertenca a um plano paralelo a of; tal-

vez sim e talvez nao.

Mostracdo {ndc se pode demonstrar });

» la Parte:
Scgmentos:
|}
AB // o AB - A'B!

Congtruamos AX = AB de
X'= B'. No-
AX = A'X', is-

to ¢, AX projeta-scem

modo gque

te que

v.g. ¢ nao e paralelo a
o 1

] 22 Parte:
Angulos:
————
Consideremos um diedro com a aresta & e por-
tanto com as duas faces g e paralelas a A . Qualcquer re-

ta de @ projeta-se em r' e gqualguer reta de ¥ projeta-se

em s'.

. - "
para figuras Eeumétrlcas ha sempre demonstracao.
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Construamecs
1' =1 e 2' =2 como
mostra a figura, de modo
que r€Efl e s€x. 176 |e Qualquer figura contida num piano parajelo a
0s angulos A tem para projecao um segmenio gue pertence ao traco
Fs e r's' sds seccdes do plano da figura em & -

igualmente inclinadas do
megmo diedro (V, Geome-
tria}, loge sac iguais,

isto e, o angule T5 es-

ta se projetando em v.g.

e no entanto nao tem os

dois lados e 8 paralelos a < ; se r e s fossem ambog*

r
paralelos a =< , teriamos:

»
et P
1 = suplemento de 1' {correspondentes)
Pl e
e 2 = suplewmento de 2' {correspondenies) .
- ~ o~ . o~
Mas, por construgac, 1 =1 e 3 = 2| logo:
1' = suplemento de I e
2' = suplemento de 3,

~ - -
Ora, um angulo so e igualao seu suplemento quan-

do & reto, portante, teriamos:

~ -~ o

L' = 9p° e 2' = 90 ou

T -980° e 2 - 90°

A, ~

Mas, se 1 e 2 forem retos, a e portanto A , 177
seriam perpendiculares a o , contrariando a hipotese inicial
de A ser ohliguo a el .
L] 32 Parte: OQutras figuras

Nao ha necessidade de continuar; basta lembrar
gue secgoes nao paralelas, mas igualmente inclinadas de um
prisma ou de um cilindro, poden ser igusis; uma dessas sec-
goes seria a figura do espa¢o e a cutra seria sua projecac em 178
-

179

um 56 pode ser paralelo a *<,

Demons tracao:

S¢ja F uma
figura qualguer contida no

PAA e

prejecao de ¥,

plano demonstre-
mos que F',
& um segmento pertencente

a reta i, traco de @em .

De fate, qual~

quer ponto P de F tem a

projetante pertcncentea

(teorema de Geometria); es-
« em PT
Como todos os pontos de F

que ¢ comum aos plancs X ¢ @&,

tem pro-

sa projetante fura
logo pertence a reta i.

jecdes em i, conclui-se a tese, c.g.d.

Reciprocos do T-4

0 T-4 tem varios reciprocos, todos verdadeiros:

) 129
jegao cilindrica um segmento, entao essa figura e plana, seu

Se uma figura (ndo ¢ segmento) tem para pro-

plano e paralelo a A e a projecao pertence ao trago do pla-

no.
Demonstracio: De fato, as projetantes sdo pa-

ralclas & A e como se apdiam num segmento, sao todas com-

planares, etc.

. 2a)

co de seu plano no plano de projecac, pode-se concluir que o

Quando uma figura plana preojeta-se nc tra-

plano da figura ¢ paralelo a A .

. 39)
pertence a o e projeta-se no trace de P em o, entac B e

Se um ponio pertence a um plano @ mas nao

paralelo a A .
40}
jeta no trago de @ em o pertence a @ .

Se B e paraleld 2 A , todo ponto que se pro-
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Projecdes Cillndricas Ortogonais

cu simple smente:

PROJECOES ORTOGONAIS

. Definigae: Quando /A & obliqua a o , a proje-
gao chama-se projecdo cilindrica obliqus ou apenas projecdo
obligua.

. Definicag: Quando A
projegdo chama-se projecao cilindrica ortegonal ou progjecao

ortogonal.

e perpendicular a « , a

Conseqliencias:
—

. 12} Preje¢ao ortogonal de um ponto num plano ¢ o

pe da perpendicular ao plano, conduzida pelo ponto,

. 22) Preojecac ortogonal de uma figura ¢ o l.g.das

projegoes ortogonsis de todes os seus pontos.

. 32) Projegdo ortogonal de uma reta, nio perpen-

dicular ao plano de projegds, & o traco do planc perpendicu-

lar ao plano de projegao, conduzido pela reta.

N 42) Prejecdo ortogonal de uma reta perpendicu-

lar ao planoc de projecac € o traco dessa reta nesse plano.

] Nota: Tratando-se de projecdes ortogonais, nao
& necessaric citar A , pois as retas e os planos projetan-

tes sdo sabidamente perpendiculares ao plano de projecao.

Observacaon importante:

» Tedos os teoremas, do

T-0 ao T-4,

para projecoes cilindricas, isto e, valem para proje-

valem

ghes obliguas e também para projecdes ortogonais.

Os dois Gltimos teoremas, o T-A e o T-5,
g0 valem para projecoes ortogonais.
T - A (Teorema Auxiliar)
» Quande um segmento é obliquo ac plano de pro je-

gao0, sua proj. ortogonal é sempre meror do gue &le.

190
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Demonstragao:
Iye fato, con—
AX /Y A'BR',  ob-
tendo o paralelogramo (re-

sideremos

tangulo) AXB'A', no qual
AX = A'B".

No triangulo
retangulo ABX, o cateto

AX & sempre menor do que

a hipotenusa AB, isto é:

A'BY = AB

{projegac) (segmento}

Nota: Na projecao obliqua, a projecao pode ser

maior, menor ou igual ao segmento.

Consegliéncia Importante:

Gragas ac T-A, poderemos demonstrar gue :
'] 0 reciproco 4o T-3 vale na proj. ortogonal
Demonstragao:
» 12 Parfe: Segmentosg
Hipotese: AB = A'B! Tese: AB/ o
Demonstr.: D¢ fato, se AB nao fosse 4 o, pelo
T-A teriamos: A'B’'< AB, o que ¢ absurdo, pois contrariaa
hipotese.
24 Parte:
ﬁngulus:
Hipotese: £ = '3
Tese: pl. (r, s) fex *

Demonstra-
gao: Admitamos demons-
trado (V. Geom,) que: a

seccao reta de um die~

dro agudo € A menor sec-

*  exceto quando ésses angulos sdo retos (vide T-5)
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. — P ~ ~ s

gao de um diedro; entao, se r g nac fosse tambem uma sec-

qﬁo reta, isto e, se o plana fﬁé nac {ésse paralelo a o,
teriamos: Fs < 7B o que contraria a hipotese, c.g.d.

[} 38 Parte: Outras fipuras

Para nos, basta afirmar que: se duas seccoes de

um prisma ou cilindro sdc iguais enire si, e uma delas é sec-

¢do reta, a outra tawmbem e.
. fiste teorcmz merecc um estudo geometrico mais

detalhado, porgue & dificil compreende-lo intuitivamente. O
T-5

melhor mode de apresentar e estudar o e seus dois re-

ciprocos € o seguinte:

Escreve-se inicialmente trés itens, como seguc:

. 1.

ou perpendiculares { | s)

Duas retas (do Lspaco) sdo ortogonais k(‘l_ 'y

entre si.

2, Uma delas ¢ paralela ou pertence ac plano de

"k

projegio e a ovutra nao ¢ perpendicular & ésse plano

j . S -
3. As projecocs ortogonais (dessas retas) sao

perpendiculares entre si.

] * Duas retas sao ortogonais guando sao reversas
(nao existe plano que as contenba) ¢ formam angulo reto {por
AB e FG do cubo).
pendiculares guando sde cumplanares (concorrcentes) e formam
dangule reto (por exemplo, as arestas AB e BC}.

*E

exemplo, as arestas Duas retas sac per-

Se for perpendicular, sua projecdo serd
to; pode ser ou obliqua, ou paralela ou pertencente.

um pon-

**¥* 0 T-5 e seus reciprocos sd valem para proje-
goes ortogonais { A __ &)

¢ certos casos muito particula-

res de projegoes obliquas sem aplicac¢ées em problemas comuns .

Kscritos e compreendidos os tres itens afirma-se:

. S¢ dois dos itens se verificam,

gntaop o 39

A o .
item obripatoriamente se verifica tambem.

199

LIVRO 7 |

si¢bes, reciprocas entre si;
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Note-se gue essa afirmagao engloba

demons tragao:

{T-5) direto :
Sl LR A

(4}

(1]

tres propo-

vamos separa-las para efeito de

. ¢ 1l e 2, gntag 3,
Hipotese Tese
Nota: Na figura, rl s e rHe.
5
AL
ca

proj- ortog. isto e A | =
Hipotese < r ' ou L a Tese{ r' | s

r f ou € &

s nao | =

r' e 8' sao proje¢ées de r e s,

respectivamente
o [ mie Hip. Br %] ) , 3
: R
m rlp
" (4) .

por Hip. v/ ou€X|—"gr / ou=r (7
n
8
: por Hip.—-‘s naa j_Mi (6}
¢ (2) ser
H (@) concorrentes

—.-r &

° Lee e f }-ﬂ-L»—

—
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Justificagao das conclusdes:

(1) BSe a projecao @ ortogonal, entao os planus pro-
oe J gntaaq
jetantes @r ¢ Pg sao ambos perpendiculares a o .

(2) Se dois planos @c e Ps sao secantes e perpendi-

culares a o , ¢ntdo sua intersec¢dc p e perpendicular a o< .

(3) 8e a reta p ¢ perpendicular ao plano & , en-

tdo p & perpendicular a r', que esid em o e passa pelo pé.

(4) Se a reta r & paralela av plane = , entio r

é paralela a sua projecao r’' em o ; se reée , entic r co-

incide com r'.

(5) Sec duas retas
cidentes, entdo uma 32 reta p,

r er' sao paralelas ou coin-

complanar com ambas, que € per-

& tambem perpendicular a r.

(6) Se s nao 1= e p | , & € p ndo po-
dem ser paralelas nem coincidentes, e come pertencem a (35,55\0

pendicular a r',

entao

concorrentes,

(7) BSe duas retas
reta r e perpendicular a p e ortogonal ou perpendiculara s,

entio r e perpendicular ao plano @s que conteém

(8) BSe

s e p sS40 congcorrentes e uma 38

5 e p.
r | @s ¢ @ contém r, entan Bl @s -
(8) Se @rL @s - entac o diedro formade ¢ reto;

Bew | p,
se &

- IT\' . o~
entac r's e secgao reta;
€ seccao reta de um diedro reto, en-
tao r' | s'

] Nata: Observe que todos os compenentes da hipotese

foram usadeos; isto significa que a falta de um déles impede que
se conclua a tese. gem afirmar que
sao concorrentes: sem saber gue s
e p sao concorrentes, nioc podemos concluir que _L@s', sem

r 1 B, Gr L Bs e ndo concluimos a tese.

Se a hipotese ndo se verifica integralmente,
pode se verificar ou naa.

Por exemplo:

nao concluimos que s e p

nao concluimos

a tese

53¢ a hipotese se verifica inlegralmenie, a tese obri-
Egtériamente se verifieca.
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12 reciproco do T~ 5
- ?; 2e 3, entac 1
hipotese tese
{mesma figura}
FANIES
Hip. r/4 ou €x Tese{ r! ou 1 s
4 &

-

por Hip.
{1} @rl"(} _]_g(
l& _L = {@E;J_C(

7 wEXf e r fou= :(6
por Hip. —r’ | &1

mras o & 5% concorreniea

pJ_r'

>L5.J-rJ_p

_ou_]_a'

per Hip.

(7}
—r 1 @5 (&) r ' oul s . c.ged.

mag § € Bz

g PR+~ RO
A

Justificagac das conclusoes:
(1), (23,

(6) 3Se duas reftas r
entac qualquer reta r que e paralela ou coincidente com r',

(3), (4), (5} - As mesmas do T-3 direts.

'* e ' sao perpendiculares,

obrigatériamente on & ortogomal ou e perpendicular a s'.

{7) 8e duas retas p e s' sdoc concorrentes euma
38 reta r ¢ perpendicular a uma (p) e ortogonal ou perpendi-
cular a outra (s'), entdo essa 32 reta r e perpendicular ao

plano Bs que contem p e s'.
(8) Se uma reta r & perpendicular aumplano By,
entau essa reta r € ortogonal ou perpendicular a qualquer

reta s désse plano @5.

20 peciproco do T-5
. Se 1 e 3, entao 2
3 LA44ﬁr__vJ —_— LTAJ
hipotese tese

{mesma figura)
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FAYIN T
r! ou | s

Hip. r' | s — s ndo | =< * Tese{ r/ ou € %

8 nao /4 nem € K **

*  Deg fato, se r' | 8", entde s' a reta, loge s nao | .

Para poder demonstrar que "uma delas ¢ paralela ou pertence a ',
somos obrigados a super que "a outra' (no case s) nao @& paralela
nem pertence a of .

por Hip.

(1}

C R YR PO IR
—

8L
fel %)
b L S L
p L= (3) por Hip.we=|r (8)
L L s s'_J_(.s,-...._...r‘_ouJ_s'
I s 1
por Mip.—e[s 080 7 nem €X}— 145 e s' con-
correntes
4
( ) (2] /
a) r /4 ous=
( r'.l.(is rec{\}ﬂ).r//oueo(
c.q.d.

Justificagao das conclusoes

(1), {2) As mesmas do T-35 direto.
{3) Se p | =, entap & perpendicular a qualguer
reta de ® que passa pelo seu pe, iste e, pJlr' e pl s

(4) Se r' & perpendicular a duas relas concor-
rentes p e s' do plane fs , entdo r' | @

(5) Se s' e perpendicular a duas retas concor-
rentes r' e p do plano f , entao s' L @,—.

(6) 5¢ s' | (3 e rg@r, entio rloou ] s

(7) Se s nio/ nem € ¢ s'€o , entaoc s e s'
2a0 concorrentes, pois sic complanarcs, e nao podem ser nem
paralelas e nem coincidentes.

(8) Se rel oul a duas retas concorrentes
do plane By , enthc r | @s .

s e s'

203
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(9} Se duas retas r' er sac perpendiculares
ao mesmo plano (55 ' M eseas retas ou sio paralelas, ou
coincidem.

{1C) Se uma reta r ¢ paralela a uma reta r' de
o, eatde rH/eX ; ge r=r1' e r'e€x, entio r € oX.

Consegliéncias do T-5

. 12) Um anguloe reto com um lado paralele ou per—

tencente, ¢ o cutre lado ndo perpendicular ao plang de pro-

jecao, tem projecdo ortogonal em v.g.

. 23) Se um angulo projcta—se ortogonalmente em

v.g. sobre um plano paralelo a um lado, entds esse angulo e

neccssariamente reto.

. 32) Se um angulo reto tem projegie ortogomal em

v.g., entdo pelo menos um de seus lados ¢ paralelo ou per-

tencente ao plano de projecao.

3 42y A simetria de um pente (e portanto de gual-
gquer figura), com relugdo a uma reta paralela ou pertencente
ac plane de projegdc, conserva-sé na projegae ortogonai.

Advertencia:
T ————

. Um angulo pag reto suv se projeta ortogonalmente

em v.g. guando es dois lados sav paralelos av plano de pro-

jegho; no entanto, se o anpulo @ reto, basta um so lade ser

paralelo (ou pertcncente) e o oulru mnaoe perpendicular ao pla-

no de projegiioc para gue ele tenba projecac ortogonal em v.g.

RESUMO

Convem gravar, para posteriores aplicagdes, os
gepuintes epunciados para projecocs ortogonais:

» [ -0 ] - A projecio ortogonal de uma reta per-—
pendicular ao plano de projecio & um ponto; caso coantrario &
uma reta. Valem os reciprocos.

. [ T-1 ] - Retas paralelas tem projegoes orto-

gonais ou parnlelas (sobre planos obliquos ao planc das re-

tas), ou coincidentes (sobre planos perpendiculares ao das

retas), ou pontuais {sobre plancs perpeudiculares as retas)

Se as projegoes sip paralelas, entio as retas

ndo tem ponte comum (paralelas ou reversas).
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Se as proje¢des coincidem, entae as retas sae
coumplanares (paralelas, concorrentes ou coincidentes).

Se as projeqdes sao pontuais, entdo as retas
sao paralelas,

. [ T-21] - Se dois segmentos tém merma direcio
entao sua razfo conserva-se {com sinal) na projecao, exceto
se a diregdo for perpendicular ao plano de projecao.

[ [ T-3 ] - Qualquer figura situada num planc

paralelo {ou coincidente) com o planc de projecgac, projeta-se

el v.g.

A reciproca ndo vale para projegoes obliquas ,
mas vale para projegoes ortogonais.
» [ T-4 ] - Consideremos uma figura plana, nao

linear ~ reta (nac & ponte, nem reta, nem segmento).
Escrevamos trés itens:

1. 0 plano da figura e perpendicular ao plane

de_projecao.

2. A projecio da figura ¢ um segmento.

3. A projecdo da figura esta no trage de seu
rlanc com o plano de projecao.

Afirmemos gue:

« s ps ~
§2 um dos 1tens se verifica, entac os outros

dois necessariamente se verificam.

. [ T-4 ] - A projecac ortogonal de um segmento
nao paralele ao planc deprojegio é sempre menor que o segmento,

e [ T-5] - Trés itens:

1. Duas retas {do Espaco) formam entre si An—

gulo rete ( 1, ou |, ).

2. Uma delas & paralela ou pertence ac plane

de projecao e a outra nao ¢ perpendicular a ssse plano.

3. As projecoes ortogenais dessas retas sao
perpendiculares entre si,.

= £ . - -
Se dois itens se verificam, entdo o 32 ftem
gbrigzatoriamente se verificsy,

21
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Se um 50 item se verifica, entao os outros

dois podem ou nde se verificar.

Experiéncias
———

. Munindo-se de um anteparo plano (folha de car-
tolina), alguns araminhos, esquadros, etc., pode o Estudante
verificar experimentalmente a validade dos Teoremas, num dia
ensolarado.

Para verificar o T-A eo T-35, & preciso co-
locar o antepare perpendicular a direcao dos raios solares;
esta direcao se obtém ligando um corpuscule 4 sua sombra ou

obrigando um arame bem reto ter sombra pontual {T- Q).

C - QUESTICNARIO

. Preencher os vazios numerados:
Nota: A - diregao de projegao

o - plane de projecac.
fT-01

1. Se uma reta é paralela a A , entao a sua
PrOJECADT € vvuvrrevnsnrnerannsnnsns {1).

Z. Se uma reta € perpendicular s o , sua pro-
jecao ortogonal ¢ ...... e e . {2y,

3., Se a projecac de uma reta e um ponto,gﬂlég
€580 Tt € .y orivinnanana ve. £3).

4. 5S¢ a projeg¢ao ortogonal de uma reta € um
ponto, entic €S53 Feté € vuuviannsrannnasos (4).

5. Se tres (ou wais) pontos sao colineares,
entdg suas projectes OU SA0 ....sasesssvsnaa. () ou sdo ...
civiesreinaas (6); caso duas prejecoes ceincidam, as res-
tantes ... e, .{7) e caso duas projecdes sejam

distintas, as restantes SETAC ......ssvurirrannananss (B) &

e iai s eaa ey (9).

6. Sc as projegoes de tres pontos coincidem,

entio €s5s5es pontos 830 c....... verisesssisaas $10) e perten-
COM O UMA &t s s vnvervareoorranenns peeesenes (11).

7. Se as projecocs de tres pontos sao colinea-
~ - s ~ . - 1
res e os pontos nao sao ¢olineares, emtao, na projecac obli-

qua, o plano dos pontos & ..... e aaeae e ceenae.. (12)
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.Q”na_ppojagao ortogenzi o plane dos pontos B e iviaeraneaians
'E....v...z-. {13) -
: 8. §“ un ponte pertence aduma Pet&, entsc a

Leresasraiavaiaasieas fast et at e areaiaaan (14).

' 9. 8e a projecao ortogonal de um ponto perien-
¢é 3 projéchc ortagonal de uma-refa e o Pomto ndo pertence A
reth, entdo

Htdo o plano deterninado por Biles e
: (15).

P

.10 -§¢ duas. retas sac:paralelas, entag as suas

proseqoes c111nﬂr1cas B0 POASH SEEI.  OU 4 anesmavreronennnnes
£16) 0% iesanvsanvanannasn, (17) OU +eanierrrasceanreass (18)

11, BSe as projecoes cilindricas de duas retas
sa0 pﬁntnals, entao essas retas ..., P
P 5] _ o .

i2. 3e os projegbes cilindricas.de duas retas
distintas sao coincidentes, entdo os planos projetantes =sao

Ce s eheaaesre i E e e (20) ¢ as retas sdo
frremirrarrreeseartana e aae e ns (21), podendo ser: ou..
ek a e e aea e n et (E2) 08t iiniraniannns

TN - )9 _
13., Se as preaegoes cllznﬁrlcaq de 3uas retas
sao paralelas, entﬂo o8 planos proaetantes sao . ,

P N T I

ceressenarnii ey (25)_au;sao_.3.,i.. ...... aresneneas (26)

{T~2} - _
' e 14y Bédols segmentas tém desma d1re@ao (dis-
tints de A ), entao a razde deles ...... :

B U &4

15, Se 4 razao de dois segmentoq conserva-se na -

projeqao cilindrlca, =2 R =L

Ceteeasrrasaas et tiaa ey raaeesas LEB).

16. Sa um panto dlv1ﬂe um segmento puma certa

razao. entao a pro;eqao do ponte dxv1&e a pro3egao do seg- -

mentd ... .ana.

_f.u.u,n.n.v.“.”.”.“.”.(zm

i?{b Se a prnaegao:de it ponto divide a projegao.
de um segmento numﬁ cer%a razio e o ponto pertenﬂe ao segmiti-
. to, ‘sntdo o ponto A S 300
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(T-31

18. BSe uma figurs pertence a um plano parale-
lo au plano de projecdo, e¢ntdo essa figura .......ovvvevenveas
resam e, ereeres {31).

19. Be uma ligura tem prejegac ortogonal em
v.g., entae essa Tigura ¢ plana e seu plano B vearacaracraan
R {32). vt
) 20. Se¢ uma {igura tem progegao obligua em v. g.
enthe essa figura @ plana e seu PRANO . ...iiaaaeasiseniisa
PR <153 I8

ET-4]

21, Se um porito pértence a um plane paraielea
A, entio a projecho 4o ponto PErience 80 .....eivesseazsies
S £: 7 ) ’ o

22. Se um ponto perterce a um plane perpeadi-
cular ao plano de projegds, entse a projegac ortogonal dopot-
to PETLerte A0 wucevrrr-e-no- U §1.3:9 3

23. Se a projegao de.um ponto pertence an tra-
co de um planc no planc de projecae e o pomto nap peyisnce a
esge trago, mwas pertence ao piano,-gg§§9 Sase plapo & ......

e rteirasaseeannearner. (36) & se a projecho For oriogoenmal
entdo esse plano € ...civiiivaanianans e emena e (37Y

- @4, 8¢ um plane & parslele a A e un ?ﬁﬁiﬂ
tem pro;eqao ne . trago désse plano, ggggg D POBED Lo ETE
i eet e re e b b veenes £38).

238, . Be om.plane @ perpendicular as plans

projecao e um ponte tem pro jecads ortogonal no traged

10, enEB0 0 PONEO v uareri i

26. Se.e planc de uma {igura & pa

enifo a projecdo-da TREUrae BN ... reeanionas
que pertence ac {raco do plane. -

: 27. Se o planc de uma ‘figura & perpe

ao plano de projecdo, entas a projegao ortogonal da S

11 1< eeadrrdaarnenaraas §41) gue perience
TINS5 SIE TP ISP S 3 X

28. BSe a perspectiva covaleira de. uas :
plana & um segwento, entds o planc 48 FIEUFE 8 «eviavrens oo

L iernaneaseay LE3):

A9: 3e a proj. erteg. do dRa f{gura plan

gogm., entdo o plano dn TLEUYA B cnviisvisaconvas

LI
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(T-5]

Escreva os trés itens do [ T-35 ]:

e e .
2 PN . .
e, .

Se lez2, entfo .....uvuniun.... (45); 8¢ le3
e - S {46).

Se 2 e 3, entdo ..ieererennnn.... (47) Se {(um
item S0), eNAD vvriisrncnnnaannn ... veeaa {(4B).

[T-A] 24. Se um segmento é obliguo ao plano de pro-
Jegéo, entdo sua projecio artogonal € .............hii ...,

Sere i eir st et e D L1 )

o~

25. Se a projecdo ortogonal de um segmento
wenor do que o segmento, entio ¢ segmento D&0 & ............
L R T T -

[ varios ]
26. A projegac ortogonal de um guadrado ¢ wum

retangulo. Coneclugho: et e e b a e ea e .
T TN T R R I SN 5 ) |

27. A projecao ortogonal de um losango & um -
quadrade. ConclusAc: ...........cocvunrnrnnnnn.. e

28. A projecdo ortogonal de um pentagono é um
segmento. Comclusan: .........,.i.iiiirinrrnnnennnn,

L Ik T T teveaan. (53)
29, A projegdo ortogonal de um triangulo equi-
latero € um triangule isosceles. Conelusio: e e
I |
30. Duas retas tem projecdes em &< coinciden-
tes e projectes em @ concorrentes, sendo o L @ . Conclu-

BAD! -ttt e, B 153 |

R R N R R R T I T . Feane s

31. As duas projecdes de um quadrado, em of e
em § | o, sao retangulos. Conclusdo: e e e,

32. Se A, O e B sao colineares, entio .....
R R R DRI € 5

33. Se M & pt¢ médio de AB, entio ..,......
R seiarea-. (58)

34. Se areta r é paralela a rets s, entdo

B R N €1 )

LIVRD 7 | DESCRITIVA 65

Que figura geométrica & a projecdo obliqua de

uma esfera?
RSPt wcme i is e PR 1) ]

A Lo
Duas retas reversas podem ter projecoes cilin-

dricas:
coincidentes? Hesp.: vovierneinnenernan . (B1)
paralelas? ReSP.! iuerrerrer e (62)
concorrentes? RESP. ! vuvieirernvasren i anas (63)
A projegao ortogonal de um quadrado e um Reg-—
mento quando . ...t e i ie et (64)
e um guadrado QUARAD . ouuvenoneoc s tnrnnrannresornanens . {65)
o um retingulo qUARdD ..o it e e R (113

€ UM LOSANED QUANAD . icosus it ass snnavasssrnsvasnsnsasss (B7)
& um paralelogramo qUANGO . ..eusewenrinorainnsas ceeea. (68)



