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Programação Dinâmica

● Os exemplos anteriores que vimos  são 
casos não tradicionais de PD

● A seguir veremos alguns casos “clássicos” 
de PD
– Range Sum

– LIS: Longest Increasing Subsequences

– KnapSack:  problema da mochila

– CC: change Coin

– TSP (Traveling Salesman Person): ou o famoso caso do 
Caixeiro Viajante !!!



Range Sum (UVA 507)

● Dada uma sequência de inteiros 
não zeros, calcule a maior cadeia 
cuja soma seja máxima.

● RSQ: Range Sum Query...
● Solução TLE (Time Limit Exceeded)

– Pre-processar o vetor de forma que  A[i] += A[i-1]

– Computar RSQ(i,j) 

● RSQ(0,j) = A[j] 
● RSQ(i,j) = A[j] – A[i-1] para todo i > 0



Range Sum (UVA 507)

● Solução não TLE (Jay Canade)
– Usar uma variável sum que armazena a soma 

parcial da cadeia.
● Sempre que sum < 0, reset o valor...
● Sum contem: ou o valor acumulado ou representa 

uma nova “range”...



LIS: Longest Increasing Subsequence

● N = 8;   A = {-7,10,9,2,3,8,8,1}
● Determine a maior cadeia de 

valores crescentes (não 
necessariamente continua !

● Os índices associados aos valores 
sao {0, 1, …, N-1}

● Neste caso: {-7,2,3,8}  !!



LIS

● Seja LIS(i) o valor de LIS que termina no  índice 
i 

● Qual a recorrência ?
– LIS(0) = 1 (se a cadeia termina em -7, só pode ter 

comprimento 1)

– LIS(j), j>=1
● Encontre j (j < i E A[j] < A[i] E LIS(j) é máximo 
● Encontrado j, entao LIS(i) = 1 + LIS(j) 

● Mais formalmente
– LIS(0) = 0

– LIS(i) = max (1+LIS(j)), para todo j em [0...i-1]   !!!



LIS



LIS (versao Halim – mais eficiente)



KnapSack ou o problema da Mochila

● N = 4; V={100,70,50,10} e 
W={10,4,6,12} e S = 12

● Qual o nro máximo de itens que 
posso colocar na mochila (pode-se 
ignorar itens)?

● PD
– Quem são e quais são os estados?

– Qual a recorrência?



Mochila

● Estados
– O(n*S): tem-se n itens e devemos analisá-los 

para todos os possiveis pesos (S) 

● Recorrência: val(it, remW)
– Val (it, 0) = 0   //encheu a mochila
– Val(n, remW) = 0; // todos itens considerados!

– If W[it] > remW → val(it, remW) = val(it+1, remW)

– If W[it] =< remW
● val(it, remW) = max(val(it+1,remW), V[it]+val(id+1 - W[it]));



Mochila



Coin Change

● Dado V (quantidade dinheiro) e uma 
lista de n moedas e seus valores 
coinValue[i], determine o número 
mínimo de moedas que representa V 

● V = 10; n = 2; coinValue={1,5}
● Estados ??
● Recorrência ??



Coin Change

● Solução greedy, funciona??
– V = 10; n = 2; coinValue = {1,5}

● Funciona.. começaria com a moeda de maior valor 
e chegaria ao resultado: 2 moedas de 5 !!!!!!

– V = 7, n = 4, coinValue = {1,3,4,5}
● Nao funcinaria: começaria com moeda = 5 e 

depois 2  moedas = 1. 
● O correto no entanto: moedas 3 e 4 !!!!!



Coin Change

● Estados
– Sao apenas os possíveis valores de V, isto é, O(V)

– Basta verificar os estados para cada moeda

● Recorrência: change (value)
– Change(0) = 0 (precisamos de 0 moedas para 

produzir 0 centavos.)

– Change(< 0) = infinito (inteiro grande...)
– Change(value) = 1 + min (change(value – coinValue[i])), 

para i [0..n-1]



Coin Change



TSP – Caixeiro Viajante

● Dadas n cidades e a distância entre 
elas (matriz), calcule o custo 
mínimo de um caminho de uma 
cidade s, passando por todas as n-1 
cidades, SOMENTE uma vez, 
retornando a s.

● Problema de permutação
● Alta complexidade para força bruta



TSP e Programação Dinâmica

● Os subproblemas sao repetidos 
claramente. 

● Estados
– O(n x 2n): temos n cidades e temos que lidar 

com 2n  cidades em cada tour..
– A complexidade da solucao: cada estado pode ser 

computado em O(n) portanto O(2n  x n2).

● Usar bitmask para representar cada cidade

– Mask = 18 → 10010 (bit=0 → nao vis; bit=1 → vis)



TSP e Programação Dinâmica

● Recorrência
– tsp(pos, 2n -1) = dist[pos][0]

● Todas as cidades visitadas

– tsp(pos, mask) = 

min(dist[pos][nxt] + tsp(nxt, mask | (1<<nxt)))
● para todo nxt em [0..n-1]
● nxt != pos 
● (mask & (1<<nxt)) is '0' (nao visitado!)



TSP



TSP
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