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= VARIAVEIS DE ESTADO

Uma maneira de preservar o modelo de um sistema dinamico

expresso no tempo, portanto, sem recorrer as Transformadas
de Laplace, e utilizar variaveis de estado.

Conceitua-se Estado de um sistema como 0 menor conjunto de
variaveis tais que o conhecimento dessas variaveis num instante
t, junto com o conhecimento das entradas para t>t, € suficiente
para determinar o comportamento do sistema para t>t,.

Na abordagem por Espaco de Estados, todas as equacoes
diferenciais do modelo sao reduzidas a equacoes de primeira
ordem. As variaveis dinamicas que aparecem no correspondente

sistema de equacoes de 12 ordem sao chamadas Variaveis de
Estado.




utomacio E contoe VARIAVEIS DE ESTADO

O numero de equacoes de 12 ordem do novo sistema define a
ordem do sistema e serao necessarias tantas condicoes
iniciais quantas sao as variaveis de estado ou a ordem do
sistema para caracteriza-lo completamente.

Exemplos:
1, Sistema Massa-Mola-Amortecedor
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= Lei de Newton:
mx+cx+kx=F

= Para obter a representacao em variaveis de estado, define-se:
X=X,
dx -
— = X1 =X,
dt

mxa+cx, +kx =F

ou, em representacao vetorial:
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Se se admitir que F € uma forca de controle para posicionar a
massa, pode-se escrever:
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= Com isso, recai-se na forma padrao da representacao:
x = Ax + Bu

= onde X ¢é o vetor de derivadas das variaveis de estado, B € o
vetor (nx1) de variaveis de estado; u € o vetor (mx1) de
variaveis de entrada ou de controle; A é a matriz dinamica (nxn)
e Bé a matriz de entradas ou de controle (nxm).

= NO caso do nosso sistema massa-mola-amortecedor, temos n=2
e m=1. Ali, sao também necessarias 2 condicOes iniciais para
que o problema seja totalmente definido.
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= 2. Servomecanismo de Posicao
= Aplicacao muito comum: posicionamento de antenas, cargas, etc

J
+ Motor \ \
e 0

FLey

T

= O motor de corrente continua é um conversor de energia elétrica
em energia mecanica que, em condigoes ideais, gera um torque
proporcional a corrente no motor e um torque contraeletromotriz
proporcional a velocidade de rotacao do eixo de saida. Entao:
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T = k,Z
V = k,c0

= A poténcia elétrica de entrada no motor € o produto da corrente
pela forca contraeletromotriz:

o kot
P, =Vi="2 A

= A poténcia mecanica de saida € dada pelo produto do torque
pela velocidade angular:

P =tw

mec
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[ 20 — k
Entdo: P, = %{1 P

= € a conversao de energia € 100% eficiente se k,=k;. Como esse
nao € o caso e k,>k;, essa relacao sera usada como parametro
de escolha do motor. Usando a Lei de Ohm:

e—V =Ri
= onde R ¢é a resisténcia de armadura do motor, e impondo que a

variacao do momento angular € a soma dos torques externos
(TMA) atuando sobre a carga e que, portanto:
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= Com J representando o momento de inércia da carga em torno
do eixo de rotacao, obtem-se:

s _ i ke=V)
dt R
do kk, k,
+ = e
dt  JR JR

= A equacao acima € uma equacao de 12 ordem na velocidade
angular. Como estamos interessados em posicionamento, basta

lembrar que:
O
— =
dr
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= E completamos o sistema de equacoes de 1@ ordem:

Y
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= OU Seja, recaimos na mesma forma:

0
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|
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5C:Ax+Bu

= O modelo do servo acima nao € o mais usual na literatura:
inclui-se, normalmente, um termo de atrito viscoso (cw) para
representar a dissipacao.
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= Definidas A e B, tem-se a representacao da dinamica do
sistema, mas nao se tem uma descricao sobre as saidas do
mesmo, nos moldes do que indica a Funcao de Transferéncia,
representacao dos modelos entrada-saida. As saidas, ou, no
caso dos sistemas de controle, as medidas ou informacoes que
comporao a realimentacao, sao agrupadas em um vetor de
saidas, y(t), que contem todas as observacoes realizadas no
instante t. Supondo que sejam_r medidas (nUmeros):

(yl(t)\

y(t) =+ >

BAG)
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Deve-se construir um modelo de observacoes, relacionando as
saidas (ou os sensores) as variaveis de estado. Esse modelo é
tao importante quanto o modelo dinamico. No caso linear:

y()=Cx()+ Du(t)
com C,(rxn), conhecida como matriz de saida (ou de observacoes).
Em geral, D=0, refletindo que,na maior parte dos casos de
interesse, as variaveis de entrada nao afetam diretamente as de

saida. O modelo de observacoes pode entao ser resumido
Ccomo:

y(t) = Cx(¥)
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Em resumo, a representacao de um sistema dinamico em Espaco
de Estados pode ser resumida em:

x = Ax+ Bu
y=Cx

As matrizes A, B e C contem todas as caracteristicas essenciais do
comportamento do sistema dinamico linear em estudo. Uma
consequéncia importante dessa afirmacao € que dessas
matrizes pode-se gerar uma forma integrada no tempo, Para
iSSO, usa-se o0 conceito de Matriz de Transicao de Estados.
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= Matriz de Transicao ou Matriz Fundamental
Considere o sistema dinamico:

x=Ax+ Bu

com X (nx1) e u (mx1).

Essa expressao nada mais é que um sistema de equacgoes
diferenciais ordinarias lineares, cuja solucao geral sera sempre a
soma de uma solugao particular com a solucao homogénea.
Comecemos com a homogénea:

x = Ax; x(t,) = x,
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A solucao € escrita primeiramente como uma série infinita com
coeficientes nao determinados:

x(1)=D(t,t))x, =L +Ct+Cyt° +...+C t" +..)x,

onde ®@(t,t,) € a solucao e x, é a condigao inicial. Para achar os
coeficientes, substituimos a expressao na equacao de x(t):

dcpgf ) x, =(C, +2C,t +3Ct* +...4+nC " +...)x,

= AD(t,t)x, =(A+ ACt+ AC,t> +..+ AC t" +..)x,
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Igualando os coeficientes das duas expressoes:

| 1 2
C = A4:C, == AC, =~ A
2 2
| | |
C,=—AC,=—A4%...;C =—A";...
3 2.3 n!

1
= O(t,t,) =" =T+ LIy I L
2! 3! n!

®(t,t,) € chamada Matriz de Transicao de Estados.
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Para achar a solucao particular, usa-se como tentativa:

x, (1) = (1) p(t)

com p(t) desconhecida e tal que p(0)=0. Dai:

AdD dp
x, = (=—— + D — ADp + DL
r = ( > p ( > D ( >

xp = Ax, + Bu

—> @O —— ap = Bu — — dp — D 'Bu
dr dr

—> p(2) = j.CI)_1 (DH)BPBu(r)dr
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Finalmente:

x, () = D(t) j O\ (1,t, ) Bu(t)dt

x, (1) = j@(t, T)Bu(t)dr

0
e a expressao final sera:

x(¢t) =D(t,1,)x, + j O(t,7)Bu(r)dr
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Finalmente, se o interesse € sobre o vetor y de saidas, pode-se,
entao, escrever:

Y(t) = CO(t,1,)x, +C j d(¢,7)Bu(r)dr

Embora possa ser calculada pelas séries mostradas no
desenvolvimento, a forma mais facil de obter a Matriz de
Transicao de Estados envolve a transformacao por Laplace.

Partindo de:
x = Ax+ Bu

y=CXx

E aplicando a TL ao modelo dinamico:
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SX(s)—x(0)=AX(s)+ BU (s)
(s1 —A)X(s)=BU(s)+ x(0)
= Resolvendo para X(s):

X(s)=(sl —A) ' x(0)+(s] — A) ' BU(s)
= Comparando esta resposta com a forma da Matriz de Transicao:

D(s)=(s] —A)™

= Exemplo) Vamos considerar um sistema massa-mola, cuja
equacao de movimento é:

mx+kx=0
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Nesse caso, a matriz dindmica A sera:

0 1
— 0) m

Usando a expressao que acabamos de desenvolver:

Da Tabela de Transformadas de Laplace:

:S]_A)—l [ g)(t) %{cos]a)t[ ngseila)t}
/A

@ SN COS

Tentar resolver mesmo este exemplo simples por séries € muito mais
trabalhoso.
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= CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE

O obijetivo final de um projeto de controle € saber qual deve ser a acao

de controle (como dosar?) u(t) dado que as saidas do sistema sao
dadas por y(t).

U(t—>) Sistema EY(Q U':>(S) G(S) =

No projeto em frequéncia, procura-se uma representacao entrada-
saida, independente (em termos...) do que ocorre no sistema. O
problema é que a matriz de Fungdes de Transferéncia G(s) € uma
representacao0  apenas parcial de tudo que acontece. Nosso
entendimento do sistema nunca é completo.
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_________________________________________

uo

_________________________________________

Realidade

> Xc,0 %
1 XcNo I
XNC,0
XNC,NO

Onde:

X, ,-Variaveis controlaveis e
observaveis;

X no-Variaveis controlaveis mas nao
observaveis;

Xnc o-Variaveis observaveis mas ndo
controlaveis;

Xnc no-Variaveis nao controlaveis e
nao observaveis.

O projeto de controle so
pode ser feito para
variaveis C e O.
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O que significa um sistema controlavel?

1. Significa que todas as variaveis de controle afetam todas as
variaveis de estado.
2. Significa que se consegue transferir um sistema de uma condicao

inicial qualquer, x(0), para qualquer outra posicao final, por
exemplo, a origem x(t;)=0.

O que significa um sistema observavel?

1, Significa que todas as variaveis de estado comparecem nas saidas,
direta ou indiretamente;
2. Significa que conhecidas a historia das entradas, u(t), t,<t<t;, e as

saidas y(t), no mesmo intervalo, é possivel estimar o estado do
sistema em t,, x(t).
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Existem testes simples que permitem verificar se um sistema linear é
controlavel e observavel. As consequencias desses testes, privilegio dos
sistemas em variaveis de estado, e que:

= Se o0 sistema for nao controlavel, o sistema de atuacao tem que ser
modificado (matriz B), sem o0 que nao se projeta o controlador

= Se o0 sistema for nao observavel, o sistema de instrumentacao tem
qgue ser modificado (matriz C), sem o que o controlador nao funcionara
TESTE DE CONTROLABILIDADE

x = Ax + Bu

Sera controlavel sse a matriz €=[B AB AZ2B A3B....... A "1B] for de posto
(rank) n, onde n é a ordem do sistema. A matriz €, (nxnm), sera de

posto n se dela se puder extrair uma matriz (nxn) de determinante nao
nulo.
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TESTE DE OBSERVABILIDADE
x = Ax+ Bu;y =Cx

Sera observavel sse a matriz O=[CT ATCT (AT)2CT.....(AT)™1CT] também for
de posto n. A matriz O € de dimensao (nxnr), onde r € o n° de
sensores ou de saidas.

Exemplo: Suspensao magnética de uma esfera

N L v(t)
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m experimento muito utilizado no desenvolvimento de mancais
magnéticos trata da suspensao de uma esfera metalica. O sistema é
nao-linear e instavel em malha aberta.

Para projetar um controlador, admite-se o sistema em equilibrio,
descrito pelas variaveis x1, posicao da esfera; x2, velocidade e x3,
corrente no magneto.

Linearizando em torno de xleq = 0,5 m; x2eq = 0; x3eq =
(Mgx1eq)0,5, e considerando apenas pequenos deslocamentos da
esfera, as equagoes de movimento sao:

5)(?1 0 ) 1 0 5)61 0
: 2kx3eq kx3eq
16x,t=|——29 0 2224 U5, t+| 0 |6V
) X leg xleq ]
5)(33 — R 5)63 Z
\ J O O T - -
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Vamos considerar L=0,01 H; R = 1Q; M= 1kg; k=1,0 e g = 10 m/s2, para
estudar controlabilidade e observabilidade.

A ordem do sistema € n=3 e so existe uma entrada, a tensao V no magneto. Entao,
a matriz de controlabilidade sera:

€=[B AB A2B]

Fazendo os calculos:
0 0 —900
€ =0 —-900 8,94.10°
10 -10* 10°

Por inspecéo, vé-se que o posto de € é 3 e, portanto, o sistema é controlavel.

Para estudar observabilidade, consideramos que existam duas possibilidades para
realimentar o sistema: a primeira, mais cara, € medir a posi¢ao da esfera; a
segunda, mais barata, é medir a corrente do magneto.
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Ent3o, no primeiro caso:

Ox,
y={a}=[l 0 ofax,
&CS
e C=[1 0 0]. Calculando a matriz de observabilidade O=[CT ATCT (AT)2C™]:
1 0 20
O = 1 0
0 0 —892

Como o determinante de O é nao nulo, este sistema é observavel. Por
outro lado, se medirmos apenas a corrente no magneto:
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X,
y=i8j=[0 0 1k,
s |

E a matriz de observabilidade ficara:
0 0 0
1 —-100 10*

Mostra-se, entdo, que o posto da matriz O’ € apenas 1 e, portanto, o sistema
nao é observavel. Entao, é impossivel projetar um controlador para a
posicao da esfera medindo apenas a corrente.
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= Método da Alocacao de Pdlos

= Um dos métodos mais simples e conhecidos de projeto de
controle no dominio do tempo é a Alocacao de Pdlos.

= Demonstra-se que se um sistema na forma padrao € controlavel
e observavel, existe sempre uma matriz de ganhos de controle
K tal que a lei de realimentacao:

u(t) =—Kx(t)
aloca os polos do sistema em malha fechada em posicoes
escolhidas pelo projetista.

= Para entender a técnica de projeto, recorremos ao exemplo da
suspensao magnética da esfera. Lembremos que:
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S x, 0 1 0 |(s 0
) 2kx32€(] kaeq 1
10x, r=|——5— 0 2— ox, r+| 0 |oV
. X leg xleq 1
5x3 — R &3 z
J 0 0o — L
_ L
leva a que a matriz A tenha valores:
0 1 0
A=|-20 0 8,94
0 0 —-100
e, portanto, seus autovalores, que sao os mesmos da Funcao da
Transferéncia :
ox,(s) 894

V(s) (s+100)s>—20)
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Sao: s;=-100; s,=-4,47 e s;=+4,47. O sistema €, entao, instavel em
malha aberta por ter um polo no semiplano direito do plano imaginario.

A
Im
+4

v

Re

=)
&
NN
N
D
><

+4,47

Suponha que, apos analises, os polos em malha fechada devam se
localizar em p,=-20; p,=-4+4i; pu;=-4-4i. Com isso, o sistema sera
certamente estavel.
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= Para calcular a matriz K pode-se usar o comando p/ace do Matlab ou o
ppol do Scilab ou ainda, para um sistema de 3@ ordem, calcular a mao:

K =[-1,3423 —0,2371 —0,72]

= Portanto, a escolha de uma lei de realimentagao ou estratégia
ou(x,t) =—Kox(t) =—-1,34236x, — 0,237 1ox, +0,720x,
leva o sistema em malha fechada a uma forma

S x=(A— BK)dx

que tem os polos exatamente nas posicoes previamente escolhidas.
Restam ainda dois problemas: /) como escolher os polos? e /) como
implementar essa estratégia se apenas 6x, € medida?
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Resposta a um degrau na posicao (Matlab)
Esfera suspensa

Step Response

Ampltude

Time (sec)
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= A resposta a 12 questao vem da analise das posicoes escolhidas. Na
forma proposta, o sistema tera resposta semelhante a um oscilador
amortecido pois os pdlos dominantes na resposta correspondem a um
par de pdlos complexos conjugados, aqueles que estao mais préximos
ao eixo imaginario. De outra forma, ao escolhermos os polos -4+4i,
determinamos frequéncia e fator de amortecimento da resposta:

4

™
|/

= Em malha fechada: 4
w =42 =5,64rd | s;6 =—— =0,707
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O sistema resultante tem, entao, resposta rapida e alto fator de
amortecimento, caracteristicas, em geral, altamente desejaveis.

Isto normalmente € traduzido por 2 dos 3 parametros associados a
resposta de um sistema de 22 ordem a um degrau:

Step Response
12

/kvbressinal, M,
)

1
I i )

S

Amplitude ¥
)

Tempo dé subida, t,

Tempo de acomodagao (2 ou 5%), t,
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1. Sobressinal(M,) - depende apenas do fator de amortecimento ¢;
2. Tempo de Acomodagao 2 ou 5%(t,) - depende de ¢ e de w;
3. Tempo de Subida (t,) - depende de C e de w.

Se, ao contrario, o requisito € fazer com que a resposta do sistema
se assemelhe a um de 12 ordem, o polo dominante sera real e

basta especificar a constante de tempo t compativel:
A X(t) A
1

Im
X 0,632

y
v

-1/
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Método Linear-Quadratico (LQ)
Projetar um controlador LQ corresponde a resolver a questao:
Achar a lei de controle que minimiza uma Funcao Obijetivo ou

Indice de Desempenho 2
N P J = f(xTQx +u’ Ru)dt
@)

para o sistema linear _
x = Ax + Bu

As matrizes Q e R, que sao escolhidas pelo projetista, sao
chamadas Matrizes de Ponderacao, do Estado e do Controle,
respectivamente, e € isso que realmente fazem:

- Q “grande”, R “pequena”- énfase na precisao;
- Q”"pequena”, R “grande”- énfase no gasto de controle.
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Problemas com vinculos lineares (L) e funcoes objetivo quadraticas
(Q) representam tudo que um “otimizador” quer: sempre tém
solucao e nao dependem de outros critérios.

A solucao do problema LQ proposto € dado por uma lei linear de

realimentacao:
u(t) = —Kx(tr)

onde a matriz de ganhos K é gerada por: o
K=R B P
Por sua vez, P € uma matriz nxn, simétrica, solucao de uma
Equacao Algébrica de Riccati:

A"P+PA-PBR'B'P+0=0
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Para mostrar um projeto LQ, retomamos o exemplo da suspensao
magnética da esfera.

Escolhendo, para inicio do projeto:

'1 0 O]
O=[0 1 0[;R=]0.01]
0 0 1

A utilizacao do comando Igr do Matlab ou ricc do Scilab nos levam a
uma matriz de ganhos:

K =[-4.699 —1.055 0,0949]
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= A resposta a um degrau na posicao para €sse novo
sistema (Matlab) esta na figura seguinte:

Step Response

Amplitude

Time (sec)
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Como essa resposta € muito lenta, refazemos os mesmos passos para:

(100 0 O]
O=| 0 10 0}r=0.1
0 0 0

Isso corresponde a afirmar que a posicao do polo correspondente a
variavel x5, em -100, nao tem importancia sobre a resposta do
sistema.

Os ganhos correspondentes serao:
K, =|-355 -10,6 0,703]

E os correspondentes pdlos sao ainda todos reais e a resposta, lenta.
Procuramos, entao, a FT de V para x,, até achar um ganho que
force uma pequena oscilacao do sistema.
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O Lugar das Raizes € o que segue:

O projeto LQ pode nao satisfazer nas primeiras tentativas, mas
gerara sempre um sistema estavel em malha fechada, que

pode ser refinado.
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OBSERVADORES DE ESTADO

Nos projetos por alocacao de pdlos ou linear-quadratico, a lei 6tima de
realimentacao é:
u(x,t)= - K x(t)

onde K é a matriz de ganhos. Essa lei exige realimentacao completa dos
estados e nem todos eles estarao disponiveis, ja que:
- 0 numero de instrumentos é quase sempre menor que o numero de
estados (r<n) para que o projeto seja viavel;
- nem todos os estados sao acessiveis, isto €, podem ser medidos.

No exemplo da suspensao magnética da esfera, o sistema € nao
observavel medindo-se a corrente, mas é observavel medindo-se a

posicao da esfera. Isso significa que as variaveis velocidade e corrente
devem ser estimadas a partir das observacoes disponiveis e do modelo.
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Observadores de Estado



